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Verfasser  und  Verleger  dieses  Werkes  bebalten  sich  das  Recbt 
der  Uebersetzung  in  fremde  Sprachen  vor  und  werden  ebensowohl  den 
Nachdruck  als  die  unbefugte  Uebersetzung  mit  allen  gesetzlichen 
Mitteln  verfolgen. 


Vorrede  zur  ersten  Auflage, 


Dieses  Lehrbuch  verdankt  seine  Entstehung .  den  Uni- 
versitäts -Vorträgen,  welche  ich  in  Königsberg,  Halle  und 
Heidelbei^  über  die  analytische  Geometrie  des  Raumes  ge- 
halten habe,  um  meine  Zuhörer  in  die  analytisch -geome- 
trischen Theorien  einzuführen,  und  sie  zu  selbständigen 
Untersuchungen  in  diesem  Gebiete  zu  veranlassen.       * 

Es  setzt  die  Bekanntschaft  des  Lesers  mit  der  Differential- 
Rechnung  voraus.  Zwar  .findet  man  am  Ende  der  einund- 
zwanzigsten, zweiundzwanzigsten  und  dreiundzwanzigsten  Vor- 
lesung einige  Integral-Formeln  von  Lame  und  von  Jacobi, 
jedoch  lassen  sich  diese  Stellen  ohne  Beeinträchtigung  des 
Zusammenhanges  auch  übergehen.  Um  aus  der  Geometrie  der 
Kegelschnitte  nichts  mehr  als  die  Elemeiite  vorauszusetzen,  ist 
in  der  einundzwanzigsten  Vorlesung  das  analytische  Problem 
der  Hauptaxen  der  Kegelschnitte  im  Zusammenhange  mit  den 
confocalen  Kegelschnitten  und  den  elliptischen  Coordinaten 
nachgetn^en  worden. 

Die  Symmetrie  neben  der  Dualität  der  Behandlungsweise, 
welche  sich  mit  ihren  Consequenzen  durch  das  ganze  Buch 
hindurchzieht,  wird  zur  leichteren  Auffassung  erheblich  bei- 
tragen, und  dasselbe  vorzugsweise  als  ein  Lehrbuch  der  ge- 
nannten Disciplin  empfehlen. 

Heidelberg,  im  October  1861. 
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Vorrede  zur  zweiten  Auflage. 


Die  Anordnung  des  Stoffes  ist  in  dieser  Auflage  fast 
ungeändert  geblieben.  Die  einzige  Ausnahme  bildet  die  Vor- 
lesung über  die  Transformation  homogener  Functionen  zweiter 
Ordnung  y  welche  den  Vorlesungen  über  Coordinatentrans- 
formation  und  über  Transformation  der  Oberflächen  zweiter 
Ordnung  früher  voranging,  hier  nachfolgt.  Diese  Aenderung 
ist  gemacht  worden,  um  in  den  vorausgeschickten  Vorlesungen 
lebhafteres  Interesse  für  die  nachfplgende  zu  erregen. 

Beiträge,  welche  die  verflossenen  acht  Jahre  geliefert 
haben,  sind  an  den  passenden  Stellen  aufgenommen  worden. 
Auch  Beispiele  der  Anwendung  sind  hinzugekommen,  wie 
am  Ende  der  Vorlesung  über  die  Anwendung  der  Deter- 
minanten. 

Neu  sind  zwei  Vorlesungen  aus  der  analytischen  Mechanik. 

Die  eine  von  diesen  Vorlesungen  über  die  Axen  des 
Körpers  konnte  den  übrigen  Vorlesungen  eingereiht  werden, 
weil  der  Gegenstand  sich  als  ein  rein  geometrischer  auf- 
fassen Hess. 

Die  andere  Vorlesung  über  Planetenbewegung,  welche 
das  D'Alembert'sche  Princip  der  Mechanik  voraussetzt, 
bildet  den  Anhang.  Sie  ist  darum  hier  aufgenommen  worden, 
weil  sie  Gelegenheit  giebt,  vorgetragene  Sätze  über  Deter- 
minanten und  Rotationsoberflächeu  zweiter  Ordnung  in  ge- 
fälliger Weise  in  Anwendung  zu  bringen. 

München,  im  November  1869. 

O.  Hesse. 


Vorrede  zur  dritten  Auflage. 


Als  ich  infolge  einer  ehrenvollen  Aufiforderung  von  Seiten 
der  Frau  Prof.  Hesse  die  Besorgung  der  vorliegenden  dritten 
Auflage  übernahm ;  war  ich  entschlossen,  vor  allem  die  har- 
monische Einheit  in  der  Darstellung  meines  verewigten 
Lehrers  zu  wahren  und  nur  den  im  Werke  bereits  enthalte- 
nen Stoff  geeignetenfalls  zu  ergänzen.  Diese  Beschränkung 
meiner  Aufgabe  ist  während  der  ganzen  Revision  für  mich 
der  leitende  Gesichtspunkt  geblieben. 

Um  die  Lücken  auszufüllen ,  welche  der  Autor  in  der 
Lehre  von  den  Focalcurven  und  Ereisschnitten  einer  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  gelassen,  wurden  die  Vorlesungen  24. 
und  28.  einer  theilweisen  Umarbeitung  unterworfen.  Als 
eine  unmittelbare  Anwendung  von  Theoremen  aus  der  letz- 
teren dieser  beiden  Vorlesungen  ist  gleichzeitig  eine  Unter- 
suchung über  die  partielle  Differentialgleichung  dritter  Ord- 
nung für  den  Parameter  einer  Dupin'schen  Flächenschaar  auf 
den  Seiten  441 — 448  eingefügt  worden. 

Da  die  meisten  Ergebnisse  des  Buches  aus  einer  und 
derselben  Quelle,  aus  *der  Theorie  der  quadratischen  Formen 
fliessen,  so  habe  ich  den  weiteren  Ausbau  dieser  Theorie  auf 
Grund  der  Arbeiten  von  Kronecker  und  Weierstrass 
unternehmen  zu  müssen  geglaubt,  und  zwar  in  besonderen  l 
Supplementen,  damit  die  darauf  bezüglichen  eigenartigen 
Untersuchungen  Hessens  keine  Schädigung  erführen. 


VI  Vorwort. 

Die  beiden  ersten  Supplemente  behandeln  die  lineare 
Transformation  einer  quadratischen  Form  in  eine  Summe  von 
Quadraten;  sowie  als  speciellen  Fall  hiervon  die  Eintheilung 
der  Flächen  zweiter  Ordnung  und  ihrer  Schnitte  mit  Ebenen. 
Der  dritte  Anhang  gibt,  zur  Ergänzung  der  sechzehnten  Vor- 
lesung, die  geometrische  Deutung  von  algebraischen  Formen, 
welche  in  der  Lehre  vom  Flächenbüschel  zweiter  Ordnung 
auftreten.  Die  dabei  angewandten  analytischen  Methoden 
verfolgen  überdiess  den  Zweck,  das  Yerständniss  der  all- 
gemeineren Ausführungen  über  das  simultane  System  zweier 
quadratischen  Formen  im  vierten  Supplemente  vorzubereiten. 

Unter  den  zahlreichen  kleineren  Zusätzen,  welche  an  ver- 
schiedenen Stellen  des  Buches  neu  aufgenommen'  wurden, 
hebe  ich  nur  die  Entwicklung  auf  Seite  240  Z.  1 — 9  v.  u. 
hervor.  Dieselbe  verbessert  einen  fehlerhaften  Beweis  der 
früheren  Auflagen  und  findet  sich  schon  in  dem  Hesse'schen 
Handexemplare  angemerkt. 

Tübingen,  Ostern  1876. 

N  S.  Gundelfinger. 
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Erste  Vorlesung. 
Einleitung. 


Die  Aufgabe  der  analytischen  Geometrie  ist  eine  vier- 
fache. Sie  lehrt  erstens  gegebene  Figuren  durch  Gleichungen 
ersetzen,  zweitens  transformirt  sie  diese  Gleichungen  in  For- 
men, die  sich  für  die  geometrische  Deutung  eignen,  drittens 
yermittelt  sie  den  Uebergang  von  den  transformirten  oder 
gegebenen  Gleichungen  zu  den  ihnen  entsprechenden  Figuren. 
Da  die  transformirten  Gleichungen  aber  aus  den  durch  die 
Figur  gegebenen  Gleichungen  folgen,  so  ist  auch  das  geo- 
metrische Bild  der  transformirten  Gleichungen,  das  ist  eine 
zweite  Figur,  eine  Folge  der  gegebenen.  Diese  Folgerung 
einer  zweiten  Figur  aus  einer  gegebenen  nennt  man  einen 
geometrischen  Satz.  Sie  lehrt  also  viertens  mit  Hülfe  des 
Calculs  auch  geometrische  Sätze  entdecken. 

Als  Hülfsmittel  zu  den  genannten  Zwecken  dient  das 
Coordinaten-System  von  Cartesius.  Im  engeren  Sinne 
versteht  man  darunter  drei  auf  einander  senkrecht  stehende 
feste  Ebenen,  Co^rdinaten-Ebenen.  Die  Schnittlinien  je 
zweier  von  ihnen  heissen  Coordinaten-Axen.  Der  den 
drei  Coordinaten-Axen  gemeinschaftliche  Punkt  wird  der  An- 
fangs-Punkt des  Systemes  genannt. 

Die  drei  von  einem  gegebenen  Punkte  auf  die  Coordinaten- 
Ebenen  gefällten  Lothe,  Goordinaten  des  Punktes,  sind 
durch  die  Lage  des  Punktes  bestimmt.  Umgekehrt  wird  die 
Lage  des  Punktes  durch  diese  Lothe  unzweideutig  bestimmt 
sein,  wenn  nicht  allein  die  Grösse,  sondern  auch  die  Bichtung 
dieser,    den  Coordinatenaxen   parallelen    Lothe    gegeben  ist. 

Huss,  analyt.  Geometrie  d.  Baamei.  3.  Aufl.  1 
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Um  die  Richtung  der  genannten  Lothe  zu  definiren^  denke 
man  sich;  dass  jede  der  drei  Goordinatenaxen  aus  zwei;  vom 
Coordinatenanfangspunkte  nach  entgegengesetzten  Richtungen 
ausgehenden  Strahlen  zusammengesetzt  sei.  Die  eine^  gleich- 
viel welche,  wird  als  die  positive,  die  andere  als  die  negative 
Richtung  der  Coordinatenaxe  angenommen.  So  oft  nun  eines 
der  drei  Lothe  der  Richtung  der  ihm  parallelen  Coordinaten- 
axe entgegengesetzt  ist,  erhält  es  das  positive  Vorzeichen,  im 
anderen  Falle  das  negative.  Nach  diesen  Festsetzungen  hat 
jeder  Punkt  des  Raumes  seine  bestimmten  (^oordinaten,  und 
jede  drei  reellen  Grössen  können  als  die  Coordinaten  eines 
bestimmten  Punktes  angesehen  werden. 

Die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  im  Räume  be- 
zeichnet man  mit  den  Buchstaben  x,  y^  z.  Die  ihnen  paral- 
lelen Coordinatenaxen  werden  respective  die  a:Axe,  die  t/ Axe, 
die  jsrAxe  genannt.  Die  Coordinatenebenen  endlich  werden 
durch  zwei  der  genannten  Buchstaben  bezeichnet  nach  den 
Coordinatenaxen,  welche  in  ihnen  liegen. 

Man  kann  aber  die  Coordinaten  eines  gegebenen  Punktes 
noch  auf  eine  zweite  Art  bestimmen,  die  in  manchen  Fallen 
den  Vorzug  verdient  vor  der  angegebenen  Bestimmungsweise. 
Fällt  man  nämlich  drei  Perpendikel  von  dem  gegebenen  Punkte 
auf  die  drei  Coordinatenaxen,  so  sind  die  Abschnitte  auf  den 
Coordinatenaxen ,  vom  Anfangspunkte  des  Systems  gerechnet, 
den  Coordinaten  des  Punktes  gleich,  wenn  man  festsetzt,  dass 
diese  Abschnitte  positiv  zu  nehmen  sind  auf  der  positiven 
Seite  der  Axen,  dagegen  negativ  auf  der  negativen  Seite.  Es 
steht  daher  auch  frei,  diese  Abschnitte  als  die  Coordinaten 
des  Punktes  zu  betrachten. 

Sind  denmach  a,  6,  <?  die  Coordinaten  eines  gegebenen 
Punktes  im  Räume,  so  sind  die  drei  Gleichungen: 

der  analytische  Ausdruck  des  Punktes,  und  umgekehrt  ist  ein 
ganz  bestimmter  Punkt  des  Raumes  das  geometrische  Bild 
für  diese  drei  Gleichungen  in  der  Voraussetzung,  dass  a,  h,  c 
gegebene  reelle  Grössen  bedeuten.  Dieser  Punkt  liegt  in 
der  y;e: Ebene,    wenn  a  =  0;    er  liegt  in  der  jE?Axe,   wenn 
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a  =  &  =»  0;  er  ist  endlich  der  Anfangspunkt  des  Coordinaten- 
systems,  wenn  a  =  b  =  c  =  0, 

Wenn  also  ein  bestimmter  Punkt  im  Räume  das  geo- 
metrische Bild  ist  jener  drei  Gleichungen,  so  drängt  sich  zu- 
nächst die  Frage  auf,  welches  das  geometrische  Bild  sein 
werde  einer  dieser  Gleichungen,  zum  Beispiel  der  Gleichung: 

Die  Coordinaten  Xy  y,  z  aller  Punkte,  die  in  einer  der 
2(ie -Ebene  parallelen  und  von  ihr  um  den  Abstand  a  entfern- 
ten Ebene  liegen,  genügen  dieser  Gleichung,  und  umgekehrt 
alle  Punkte,  deren  Coordinaten  dieser  Gleichung  genügen, 
liegen  in  der  genannten  Ebene.  Aus  diesem  Grunde  wird  die 
angegebene  Gleichung  die  Gleichung  jener  Ebene  genannt. 
Sie  ist  der  analytische  Ausdruck  für  die  Ebene,  weil  die 
Coordinaten  aller  Punkte  in  ihr  der  Gleichung  genügen,  und 
die  Ebene  ist  das  geometrische  Bild  der  Gleichung,  weil  alle 
Punkte,  deren  Coordinaten  der  Gleichung  genügen,  in  der 
genannten  Ebene  liegen.  In  dieser  Weise  sind  y  =  h  und 
ß  =  c  die  Gleichungen  zweier  Ebenen,  die  von  den  Coordi- 
natenebenen  zx  und  xy  um  b  und  c  abstehen  und  ihnen 
parallel  sind. 

Die  Coordinaten  aUer  Punkte  der  Schnittlinie  der  beiden 
Ebenen  y  =  b  und  js  =  c  genügen  zugleich  den  beiden  Glei- 
chungen : 

y  =  b,      g^c, 

und  umgekehrt ' alle  Punkte,  deren  Coordinaten  den  beiden 
Gleichungen  zu  gleicher  Zeit  genügen,  liegen  in  jener  Linie. 
Diese  beiden  Gleichungen  sind  daher  der  analytische  Ausdruck 
für  jene  Linie  und  umgekehrt.  Die  angegebenen  beiden  Glei- 
chungen nennt  man  daher  die  Gleichungen  der  geraden  Linie, 
in  welcher  sich  die  beiden  Ebenen  schneiden. 

Wenn  man  diese  Betrachtungen  ausdehnt,  so  sieht  man, 
dass  eine  Gleichung  zwischen  den  Coordinaten  x,  y,  0  eines 
Punktes  das  Aequivalent  ist  für  eine  räumliche  Fläche,  Ober- 
fläche; dass  zwei  Gleichungen  derselben  Art  eine  Curve,  die 
Schnittcurve  der  beiden  Oberflächen,  darstellen,  von  denen 
jede  durch  eine  der  genannten  Gleichungen  ausgedrückt  ist; 

dass  endlich  drei  Gleichungen  analytisch  diejenigen  Punkte 

1* 
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darstellen,  in  welchen  sich  die  drei  durch  die  drei  Gleichungen 
ausgedrückten  Oberflächen  schneiden. 

Die  Coordinaten  eines  Punktes  sind  auch  unzweideutig 
durch  irgend  drei  lineare  Gleichungen  zwischen  diesen  Coor- 
dinaten bestimmt.  Die  geometrische  Bedeutung  einer  dieser 
linearen  Gleichungen  ist  die  zunächst  liegende  Frage,  deren 
Beantwortung  in  der  nä<5hstfolgenden  Vorlesung  erfolgen  soll, 
nachdem  wir  einige  Fundamental -Sätze  und  -Aufgaben  vor- 
ausgeschickt haben,  die  hier  und  in  der  analytischen  Geometrie 
überhaupt  yon  häufiger  Anwendung  sind. 

(1)  ...  Die  senkrechte  Projection  einer  begrenzten 
geraden  Linie  auf  eine  unbegrenzte  andere  ist 
gleich  der  begrenzten  geraden  Linie,  multiplicirt 
mit  dem  Cosinus  des  Neigungswinkels  der  beiden 
geraden  Linien. 

Wenn,  man  von  den  Endpunkten  einer  begrenzten  gera- 
den Linie  Lothe  fällt  auf  eine  unbegrenzte,  so  ist  das  zwischen 
den  Fusspunkten  der  Lothe  liegende  Stück  der  unbegrenzten 
'geraden  Linie  die  senkrechte  Projection  der  ersteren.  Im  Falle 
der  eine  Begrenzungspunkt  der  ersteren  in  der  unbegrenzten 
geraden  Linie  liegt,  ist  der  angegebene  Satz  nichts  anderes 
als  der  Ausdruck  der  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreiecks 
durch  die  Hypotenuse  und  den  eingeschlossenen  Winkel.  Um 
den  Satz  auf  diesen  Fall  zurückzuführen,  lege  man  zwei 
Ebenen  durch  die  Endpunkte  der  begrenzten  geraden  Linie, 
senkrecht  gegen  die  unbegrenzte  gerade  Linie.  Das  zwischen 
diesen  Ebenen  liegende  Stück  der  unbegrenzten  geraden  Linie 
wird  die  gesuchte  senkrechte  Projection  sein.  Ihr  gleich  sind 
alle  durch  die  beiden  Ebenen  begrenzten  Stücke  der  mit  der 
unbegrenzten  Linie  parallelen  Linie.  Wählt  man  aber  unter 
diesen  parallelen  Linien  gerade  die,  welche  durch  einen  End- 
punkt der  begrenzten  Linie  geht,  und  nimmt  für  die  senk- 
rechte Projection  das  von  den  beiden  Ebenen  begrenzte  Stück 
dieser  Linie,  so  hat  man  den  erwähnten  Fall.  Denn  man 
nennt  Neigungswinkel  zweier  gegebenen  geraden  Linien,  die 
sich  nicht  schneiden,  den  Winkel,  der  durch  zwei  gerade 
Linien  gebildet  wird,  die  den  gegebenen  parallel  von  einem 
und  demselben  Punkte  ausgehen.    Das  sind  hier  die  begrenzt« 
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gerade  Linie  und  die  mit  der  unbegrenzten  parallele  Linie, 
welche  durch  den  einen  Endpunkt  der  ersteren  geht. 

(2)  ...  Die  senkrechte  Projection  einer  begrenzten 
Ebene  auf  eine  unbegrenzte  andere  ist  ihrem  Flä- 
cheninhalte nach  gleich  dem  Flächeninhalte  der 
begrenzten  Ebene,  multiplicirt  mit  dem  Cosinus  des 
Neigungswinkels  der  beiden  Ebenen. 

Wenn  man  von  sämmtlichen  Begrenzungspunkten  einer 
begrenzten  Ebene  Lothe  fiillt  auf  eine  andere  unbegrenzte 
Ebene,  so  begrenzen  die  Fusspunkte  der  Lothe  eine  Figur  in 
der  unbegrenzten  Ebene,  die  man  die  senkrechte  Projection 
der  begrenzten  Ebene  nennt.  Da  man  jede  begrenzte  Ebene 
durch  gerade  Linien  in  Dreiecke  zertheilen  kann,  die  als  die 
Elemente  der  begrenzten  Ebene  zu  betrachten  sind,  so  braucht 
man  den  angegebenen  Satz  nur  für  ein  Dreick  nachzuweisen, 
selbst  nur  für  ein  Dreieck,  dessen  Grundlinie  der  unbegrenzten 
Ebene  parallel  ist.  Denn  das  Dreieck  lässt  sich  noch  durch  eine, 
durch  eine  Ecke  desselben  gelegte,  mit  der  unbegrenzten  Ebene 
parallele  Linie  in  zwei  Elementardreiecke  zerlegen ,  deren  ge- 
meinschaftliche Grundlinie  der  unbegrenzten  Ebene  parallel  ist. 

Ein  solches  Elementardreieck  hat  mit  seiner  senkrech- 
ten Projection  gleiche  Grundlinie  und  die  Projection  der 
Höhe  ist  die  Höhe  des  projicirten  Dreiecks.  Die  projicirte 
Höhe  ist  aber  nach  (1)  gleich  der  Höhe  des  Elementardrei- 
ecks, multiplicirt  mit  dem  Cosinus  des  Neigungswinkels  beider 
Höhen,  d.  i.  des  Neigungswinkels  der  beiden  Ebenen.  .Ver- 
gleicht man  daher  die  Flächeninhalte  des  Elementardreiecks 
und  seiner  Projection,  ausgedrückt  durch  Grundlinie  und  Höhe, 
so  hat  man  den  angegebenen  Satz  für  das  Elementardreieck. 
Nimmt  man  nun  statt  des  Elementardreiecks  die  Summe  aller 
Elementardreiecke  und  statt  der  Projection  des  Elementar- 
dreiecks die  Summe  der  Projectionen  der  Elementardreiecke, 
so  ergiebt  sich  der  oben  angegebene  Satz. 

(3)  ...  Wenn  a,  /3,  y  die  Winkel  sind,  die  eine  ge- 
rade Linie  mit  den  Coordinatenaxen  bildet,  oder 
eine  Ebene  mit  den  Coordinatenebenen,  so  ist: 

cos'^a  +  cos^/5  +  cos^y  =  1. 
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Eine  Ebene  bildet  mit  drei  auf  einander  senkrecht  stehen- 
den Ebenen  dieselben  Neigungswinkel;  als  das  Loth  der  Ebene 
mit  den  drei  auf  einander  senkrecht  stehenden  Schnittlinien 
je  zweier  von  den  drei  Ebenen.  Nach  diesem  Fundamental- 
satze aus  der  Stereometrie  braucht  man  den  angegebenen 
Satz  nur  für  eine  gerade  Linie  nachzuweisen.  Er  gilt  dann 
auch  für  eine  Ebene. 

Da  alle  parallelen  Linien  dieselben  Winkel  mit  den  Coor- 
dinatenaxen  bilden  ^  so  kann  man  annehmen^  dass  die  gerade 
Linie,  von  welcher  der  angegebene  Satz  handelt,  durch  den 
Anfangspunkt  des  Coordinatensystems  geht.  Schneidet  man 
nun  auf  dieser  vom  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems  in 
der  Richtung,  in  welcher  sie  mit  den  positiven  Coordinaten- 
axen  die  genannten  Winkel  bildet,  ein  Stück  ab,  welches 
gleich  der  Einheit  ist,  und  legt  durch  den  Begrenzungspunkt 
des  Stückes  drei  den  Coordinatenebenen  parallele  Ebenen,  so 
schliessen  diese  und  die  drei  Coordinatenebenen  ein  Parallel- 
epipedum  ein,  dessen  Diagonale  der  Einheit  gleich  ist.  In 
einem  rechtwinkligen  Parallelepipedum  ist  aber  das  Quadrat 
der  Diagonale  gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  drei  von 
einer  Ecke  auslaufenden  Kanten.  Die  Kanten  des  Parallel- 
epipedums,  welche  von  dem  Anfangspunkt  des  Coordinaten- 
systemes  ausgehen,  sind  aber  die  Cosinusse  der  Neigungs- 
winkel der  Diagonale  mit  ihnen.  Hiernach  ist  der  zu  bewei- 
sende Satz  nichts  anderes,  als  der  analytische  Ausdruck  des 
oben  angeführten  Satzes  der  Stereometrie. 

(4)  ...  Die  Entfernung  D  zweier  durch  ihre  Coor- 
dinaten  x^y^z  und  x^,  y^fjs^  gegebenen  Punkte  wird 
durch  die  Gleichung  bestimmt: 

Die  senkrechten  Projectionen  der  beiden  Punkte  auf  die 
Coordinatenaxen  begrenzen  auf  denselben  Stücke,  die  den 
Coordinaten  dieser  Punkte  gleich  sind.    Es  sind  demnach: 

^  — ^i;      y  —  Vi,      ^  —  ^1 
die  senkrechten  Projectionen  der  Verbindungslinie  D  der  beiden 
durch  ihre  Coordinaten   gegebenen  Punkte.     Nach  Satz  (1) 
kann  man  diese  Projectionen  auch  ausdrücken  durch: 
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jÖ  cos  «  ,      D  cos  ß  ,      D  cos  y  , 

wenn  a,  ß,  y  die  Winkel  bedeuten,  die  die  Linie  D  mit  den 
Goordinatenaxen  bildet.     Man  hat  daher: 

Z>  cos  a  =  X — Xi  y      I)  cos  ß  =  y — y^  ,      D  cos  y  =  z — z^  , 

Quadrirt  man  diese  Gleichungen,  so  erhält  man  durch  Addi- 
tion mit  Rücksicht  auf  (3)  die  Gleichung  (4). 

(5)  ...  Wenn  ^  den  Flächeninhalt  einer  begrenz- 
ten ebenen  Figur  und  -4,  B,  C  die  Flächeninhalte 
der  senkrechten  Projectionen  derselben  bedeuten 
auf  die  drei  Coordinatenebenen^  so  ist: 

A^  =  A'  +  -B2  -f  C'^ . 

Denn  man  hat  nach  (2): 

^  cos  a  =  Ä  ,      jd  cos  ß  =  JB  ,      ^  cos  y  =  G  y 

wenn  a,  ß,  y  die  Neigungswinkel  der  Ebene  sind,  in  welcher 
die  begrenzte  Figur  liegt,  zu  den  Coordinatenebenen.  Quadrirt 
man  aber  diese  Gleichungen  und  addirt  sie,  so  erhält  man 
mit  Rücksicht  auf  (3)  die  Gleichung  (5). 

Wenn  man  drei  auf  einander  senkrecht  stehende  Ebenen 
durch  irgend  eine  vierte  schneidet,  so  schliessen  die  vier  Ebe- 
nen eine  dreiseitige  rechtwinklige  Pyramide  ein.  Von  den 
sie  begrenzenden  Dreiecken  nennt  man  das  in  der  vierten 
Ebene  liegende  das  Hypotenusendreieck,  die  drei  anderen  die 
Kathetendreiecke.  Letztere  sind  die  senkrechten  Projectionen 
des  Hypotenusendreiecks  auf  die  drei  auf  einander  senkrecht 
stehenden  Ebenen.     Man  hat  daher  den  Satz: 

„In  einer  dreiseitigen  rechtwinkligen  Pyramide  ist  das 
„Quadrat  des  Hypotenusendreiecks  gleich  der  Summe  der 
„Quadrate  der  Kathetendreiecke*'. 

(6)  .  .  .  Wenn  a,  ß,  y  die  Neigungswinkel  sind,  die 
eine  gerade  Linie  im  Räume  mit  den  Coordinaten- 
axen  bildet,  a|,/3,,yj  die  entsprechenden  Neigungs- 
winkel einer  anderen  geraden  Linie,  und  v  der 
Winkel,  den  die  beiden  geraden  Linien  mit  ein- 
ander bilden,   so  ist: 

cos  V  =  cos  a  cos  a^  -f-  cos  ß  cos  ß^  +  cos  y  cos  y^  . 
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Da  es  sich  nur  um  die  Richtung  der  geraden  Linien  han- 
delt, so  kann  man  annehmen,  dass  beide  gerade  Linien  von 
dem  Goordinatenanfangspunkt  ausgehen.  Trägt  man  auf  jede 
derselben  in  der  Richtung,  in  der  sie  die  genannten  Winkel 
mit  den  positiven  Coordinatenaxen  bilden,  ein  Stück  gleich 
der  Einheit  auf  und  verbindet  die  Endpunkte  dieser  Stücke 
durch  eine  gerade  Linie,  so  hat  man  nun  ein  gleichschenk- 
liges Dreieck.  Das  Quadrat  der  ungleichen  Seite  D  dieses 
Dreiecks,  deren  Endpunkte  die  Coordinaten  haben  cos  a,  cos  /3, 
cos  y  und  cos  a,  ,  cos  ß^ ,  cos  y^ ,  lässt  sich  in  doppelter  Weise 
ausdrücken.     Einmal  nach  Satz  (4)  wie  folgt: 

Z)^  =  (cos  a  —  cos  a,)^  -f"  (cos  ß  —  cos  ß^Y  +  (cos  y —  cos  y,)^, 

das  andere  Mal  durch  die  beiden  Seiten  des  Dreiecks  und  den 
von  ihnen  eingeschlossenen  Winkel  vi 

2)2  =  2  —  2  cos  V. 

Setzt  man  diese  beiden  Werthe  von  D^  einander  gleich,  so 
erhält  man  mit  Rücksicht  auf  (3)  die  Gleichung  (6). 

Quadrirt  man  die  Gleichung  (6)  und  zieht  beide  Seiten 
der  Gleichung  von  der  Einheit  ab,  so  erhält  man: 

sin^  V  =  1  —  (cos  a  cos  a^  +  ^^s  ß  cos  ß^  +  ^^s  y  cos  y,)* 

oder  mit  Rücksicht  auf  (3): 

sin^v  =  (cos'^a  +  cos^/J  +  cos'y)  (cos^aj  +  cos*^/5|  -|"COS*y,) 
—  (cos  a  cos  a,  -f-  cos  ß  cos  ß^  +  cos  y  cos  y^y  , 

welche  Gleichung  sich  leicht  in  die  elegantere  Form  bringen 
lässt: 

(7)  ....  .  sin^  v  =  (cos  ß  cos  y,  —  cos  /J,  cos  yY 

+  (cos  y  cos  «1  —  cos  y,  cos  a)^ 
+  (cos  «  cos  ß^  —  cos  «1  cos  ßy  .*) 

*}  So  einfach  auch  die  Transformation  des  rechten  Theiles  der  vor- 
hergehenden Gleichung  in  den  rechten  Theil  der  Gleichung  (7)  ausgeführt 
werden  kann,  so  wollen  wir  doch  bemerken,  dass  sie  ein  ganz  speciel- 
1er  Fall  eines  allgemeinen,  in  der  siebenten  Vorlesung  bewiesenen  Deter- 
minanten-Satzes ist,  der  sich  so  aussprechen  lässt: 

„Wenn 
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Alle  Theile  dieser  Gleichung  haben  eine  geometrische 
Bedeutung,  mit  deren  Berücksichtigung  sich  die  Gleichung 
auch  aus  (5)  herleiten  lässt. 

Man  denke  sich  zu  diesem  Zwecke  ein  Dreieck  in  der 
j:i/ Ebene,  dessen  Spitze  in  dem  Anfangspunkte  des  Coor- 
dinatensystemes  liegt.  Die  Goordinaten  der  beiden  anderen 
Ecken  des  Dreiecks  seien  Xj  y  und  x,,  y^.  In  dieser  Voraus- 
setzung findet  man  den  doppelten  Inhalt,    2z/  des  Dreiecks: 

(8) 2^  =  a?y, -- a;,y. 

Die  senkrechte  Projection  des  vorhin  erwähnten  gleich- 
schenkligen Dreiecks  auf  die  xyEbene  ist  ein  Dreieck,  dessen 
Spitze  im  Anfangspunkte  des  Coordinatensystemes  liegt.  Die 
Coordiuaten  der  beiden  anderen  Ecken  sind  cos  a,  cos  ß  und 
cos  a, ,  cos  /5| .  Es  ist  daher  2C  =  cos  a  cos  jSj  —  cos  a^  cos  ß 
der  doppelte  Flächeninhalt  dieses  Dreiecks.  Die  doppelten 
Flächeninhalte  2-4,  2B,  2C  der  senkreckten  Projectionen 
des  gleichschenkligen  Dreiecks  auf  die  drei  Coordinatenebenen 
sind  daher: 

2A  =  cos  ß  cos  y^  ■—  cos  ß^  cos  y , 

2  JS=  cos  y  cos  a^  —  cos  y^  cos  a , 

2  C  =  cos  a  cos  ß^  —  cos  «j  cos  ß , 

während  der  doppelte  Inhalt  2^  des  gleichschenkligen  Drei- 
ecks selbst  ist: 

2z/  =  sin  V  . 

(9)  ...  Den  körperlichen  In  halt  77  einer  dreiseitigen 
Pyramide  zu  bestimmen,  wenn  die  Kanten  r,  r, ,  rj 
gegeben    sind,    die    in    einer    Ecke    der    Pyramide 


„und  C^  =  «5  &o  +  «1  *1   +   •  •  .  +  On& 

„BO  ist  nicht  allein:  C  =  A  .  /f , 

„sondern  auch: 

dC  ^oÄ^  d_B    ^dÄ  dB    ,  .dÄdB 

Der  rechte  Theil  dieser  letzten  Gleichung  gebt  nämlich  über  in  die 
Summe  von  Quadraten,  aus  welcher  eben  der  rechte  Theil  der  Glei- 
chuDg  (7)  besteht,  wenn  die  Elemente  a  den  entsprechenden  Elementen 
h  gleich  werden. 
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zusammenstossen,  und  die  Winkel  a^aj^orj^diediese 
Kanten  einschliessen. 

Der  doppelte  Inhalt  der  Grundfläche  der  Pyramide,  ge- 
bildet von  den  beiden  Kanten  r,  r, ,  die  den  Winkel  «j  ®^^' 
schliessen,  ist: 

rrj  sin  a^  . 

Die  Höhe  der  Pyramide  ist: 

rj  sin  a,  sin  Ä , 

wenn  A  der  Neigungswinkel  der  beiden  Seitenflächen  der  Pyra- 
mide ist,    welche  sich  in   der  Kante  r  schneiden.    Man  bat 

daher: 

6  77  =  TTi  r^  sin  Ä  sin  a^  sin  «j  • 

Es  bleibt  noch  übrig,  den  Sinus  des  Neigungswinkels  ^ 
der  beiden  Seitenflächen  der  Pyramide  auszudrücken  durch 
die  Winkel  ec,  ai,  a.^.  Zu  diesem  Zwecke  beschreibe  man  um 
die  in  Rede  stehende  Ecke  der  Pyramide  als  Mittelpunkt  eine 
Kugel  mit  dem  Radius  =  1.  Auf  der  Kugelobcrfläche  schnei- 
den die  drei  in  dem  Mittelpunkte  der  Fläche  zusammenlaufen- 
den Seitenflächen  der  Pyramide  ein  sphärisches  Dreieck  ab, 
dessen  Seiten  sind  a,  et j ,  ct^,  von  denen  die  beiden  letzteren 
tt]  und  a.^  den  Winkel  A  einschliessen.     Alsdann  hat  man: 

cos  a  =  cos  ofj  cos  a^  +  sin  «j  sin  «j  cos  A  . 

Setzt  man  den  durch  diese  Gleichung  bestimmten  Werth 
von  cos  A  ein  in: 

677  =  rr^r^  sin  «,  sin  «2  y{\  —  cos^  A) , 
so  erhält  man: 


(10)  .  .  .  677  =  rr,r5 


. /j  1  —  cos'a  —  cos'ofj  —  cos^Äj  \ 
'^    \        -f-  2  cos  «  cos  «1  cos  «2       j 


Man  kann  diese  Gleichung  auch  in  folgende  elegantere  Form 
bringen: 


sm  —       - — -  '  sm x_  »rr._« 


(11)...  6/7=  2.  rr,r,y  ' 

r  I      •       «  —  IT|  -\-  «2  • 


Sin •  ■— =  •  sm      — ^— ;'- 


>   7 


woraus  man  den  bekannten  Ausdruck  für  den  doppelten  In- 
halt eines   ebenen  Dreiecks  erhält,   gebildet  von  den  Seiten 


-  ~  "'=2*:>'.j!-~'.-^"7f" ' 
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Uf  «1,  a^y  wenn  man  annimmt,  dass  diese  Seiten  unendlich 
klein  und  r  =  r j  =  rj  =  1 .  Denn  man  hat  unter  dieser  Vor- 
aussetzung eine  dreiseitige  Pyramide ,  deren  Grundfläche  das 
ebene  Dreieck  und  deren  Höhe  =  1. 

Die  angegebenen  Ausdrücke  für  den  Gfachen  Inhalt  der 
dreiseitigen  Pyramide  beweisen  zugleich  folgenden  Satz: 

(12)  ...  Zwei  dreiseitige  Pyramiden,  welche  zwi- 
schen denselben,  in  einer  Ecke  zusammenstossen- 
den  Kanten  beschrieben  werden,  sind  ihrem  kör- 
perlichen Inhalte  nach  einander  gleich,  wenn  das 
Product  der  drei  Kanten  in  der  einen  Pyramide 
gleich  ist  dem  Product  der  entsprechenden  Kanten 
in  der  anderen  Pyramide. 

(13)  .  .  .  Den  körperlichen  Inhalt  einer  dreiseitigen 
Pyramide  zu  bestimmen,  deren  Spitze  in  dem  An- 
fangspunkte des  Coordinatensystemes  liegt,  wäh- 
rend die  übrigen  Ecken  durch  ihre  Coordinaten 
gegeben  sind. 

Wir  beginnen  die  Auflösung  dieser  Aufgabe  mit  der  Dar- 
stellung des  Inhaltes  z/  eines  in  der  a;f/ Ebene  gelegenen  Drei- 
ecks durch  die  Coordinaten  seiner  Ecken.  Legt  man  in  eine 
der  Ecken  des  Dreiecks  den  Anfangspunkt  eines  neuen,  dem 
ersteren  parallelen  Coordinatensystemes  und  bezeichnet  in 
diesem  die  Coordinaten  der  beiden  anderen  Ecken  des  Drei- 
ecks mit  ^2^2  ^^^  ^3^3?  ^0  ^^^  ™^^  nach  (8): 

Sind  nun  die  gegebenen  Coordinaten  der  drei  Ecken  des 
Dreiecks  in  dem  ursprünglichen  Coordinat^nsystem  respective : 

-4j £j  ,      A2S2}      -^3 "^3  } 
so  hat  man: 

§2  =  -4^  —  ^\  }         §3  ^^  -^3         ^l) 
^2  =  ^2  ~  ^1  ?  Vi—^S—^\' 

Setzt  man  diese  Werthe  in  den  für  den  doppelten  Inhalt 
des  Dreiecks  angegebenen  Ausdruck,  so  erhält  man: 

(14)  . . .  2J= (A^^-Ä,B,) + {A,B,-A^B^) + {A,B^-A,B,). 
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Denkt  man  sich  nun  die  von  der  Spitze  auslaufenden 
Kanten  der  gegebenen  dreiseitigen  Pyramide  durch  eine  der 
:r  2/ Ebene  parallele  Ebene  so  geschnitten ,  dass  diese  Ebene 
eine  neue  Pyramide  begrenzt  von  demselben  körperlichen  In- 
halte^  als  die  gegebene^  und  nimmt  an^  dass  die  Ecken  der 
neuen  Pyramide  die  Coordinaten  haben  A^B^Ci,  A^B^Co, 
A^B^C-^y  wobei  zu  bemerken  ist,  dass: 

Cj  =  6  2  =  C3 , 
so  hat  man: 

677  =  {A,B^-A^B,)  C,+{A^B^-A,B^)  aM^,B^—A^B,)C^ . 

Die  drei  von  der  Spitze  ausgehenden  Kant^en  der  ge- 
gebenen Pyramide  seien  rj,  r^^r^y  die  ihnen  entsprechenden 
Kanten  der  zweiten  Pyramide  seien  q^,  q^,  (»3.  Alsdann  hat 
man  folgende  Relationen: 

-^1  =  Tj*  -^t  ?        ^^2  =  /  ^2  ;        -^3  =  /  -^3  ? 

B,  =  f;r,,    £,  =  gr,,    b,  =  ';j,, 

^1  —  F  ^  '  ^-J  ^^   r    ^^  '  ^'^  —  -.    -^3  ; 

^1  '2  M 

wenn  X,  F,  Z^ ,  Xj  Y^  Z.^ ,  X3  Y^  Z,  die  Coordinaten  der 
drei  Ecken  der  gegebenen  Pyramide  bedeuten. 

Setzt  man  diese  Werthe  für  die  verschiedenen  Grössen 
-4,  By  C  in  den  gefundenen  Ausdruck  von  6/7  und  berück- 
sichtigt, dass  nach  (12)  r^r.^r^  =  QiQ^Q^y  weil  die  beiden 
Pyramiden  der  Voraussetzung  nach  gleichen  Inhalt  haben  ^  so 
erhält  man: 

(15)  . . .  611  ^  {X,Y,^X,Y,)Z,  +  {X,Yi-X,Y,)Z, 

(16)  .  .  .  Den  körperlichen  Inhalt  11  irgend  eines 
Tetraeders  durch  die  Coordinaten  der  vier  Ecken 
auszudrücken. 

Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  ergiebt  sich  aus  dem  Vor- 
hergehenden. Denn  wählt  man  ein  Coordinatensystem  dem 
vorigen  parallel  ^  in  Rücksicht  auf  welches  die  Coordinaten 
der   Spitze  der  dreiseitigen  Pyramide  sind  Xy  y,  z  und  die 
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Coordinaten  der  öbrigen  Ecken  x^  y,  ^^  ,  x^  y^  z^  y  x^  y^  e^ ,  so 
hat  man  folgende  Relationen: 

(17)  ...  r,  =y,— y,       Yi^^Vi—y,       Yj^y^  —  y, 

Man  braucht  nur  diese  Werthe  (17)  in  (15)  einzusetzen^ 
um  den  gesuchten  Ausdruck  für  den  6fachen  Inhalt  des  Tetra- 
eders zu  erhalten;  ausgedrückt  durch  die  Coordinaten  der 
vier  Ecken:  0,  1,  2,  3. 

Um  eine  Einsicht  in  diesen  weiten  Ausdruck  von  677  zu 
erhalten ;  der  vollständig  entwickelt  24  Glieder  umfasst^  von 
welchen  die  eine  Hälfte  das  positive  ^  die  andere  das  negative 
Vorzeichen  hat,  gehen  wir  zurück  auf  den  analog  gebil- 
deten Ausdruck  (14)  für  den  doppelten  Inhalt  des  Dreiecks. 
Derselbe  ändert  sein  Vorzeichen,  wenn  man  zwei  Ecken  des 
Dreiecks  mit  einander  vertauscht.  Daher  giebt  die  Gleichung 
(14)  nicht  den  absoluten  Werth  des  doppelten  Inhaltes  2^ 
des  Dreiecks,  sondern  sie  giebt  den  doppelten  Inhalt  des 
Dreiecks  mit  dem  positiven  oder  negativen  Vorzeichen-  je 
nach  der  Bezeichnung  der  Ecken.  Dasselbe  gilt  auch  von 
(8)  und  (15).  Dasselbe  gilt  auch  von  dem  Ausdrucke  des 
Gfachen  Inhalts  des  Tetraeders  durch  die  Coordinaten  der 
Ecken.  Dieser  Ausdruck  ändert  nämlich  nur  sein  Vorzeichen, 
wenn  man  zwei  von  den  drei  Ecken  1,2,3  mit  einander  ver- 
tauscht. Da  die  geloste  Aufgabe  (16)  aber  eine  symmetrische 
ist  in  Rücksicht  auf  alle  vier  Ecken  des  Tetraeders,  so  wird 
auch  das  Resultat  ein  symmetrisches  sein  müssen,  in  der  Art, 
dass,  was  von  zwei  bestimmten  Ecken  gilt,  auch  für  irgend 
zwei  gelten  muss.  Vertauscht  man  also  in  dem  erwähnten 
Ausdrucke  von  677  die  Coordinaten  irgend  zweier  von  den 
vier  Ecken  des  Tetraeders,  so  ändert  derselbe  nur  sein  Vor- 
zeichen. 

Dieser  Ausdruck  von  677  ist  femer  linear  in  Rücksicht 
auf  die  Coordinaten  des  Punktes  1 ,  ebenso  in  Rücksicht  auf 
die  Coordinaten  des  Punktes  2  oder  3.  Obwohl  er  scheinbar 
von  der  dritten  Ordnung  ist  in  Rücksicht  auf  die  Coordinaten 
des  Punktes  0,  so  wird  er  in  der  Entwickelung  auch  in  Rück- 
sicht auf  diese  Coordinaten  linear  sein  müssen.    Er  ist  also 
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linear  in  Rücksicht  auf  die  Coordinaten  einer,  gleichviel  wel- 
cher, Ecke  des  Tetraeders*). 

Denkt  man  sich  die  drei  Ecken  1,  2^  3  des  Tetraeders 
gegeben,  die  Ecke  0  aber  variabel,  so  verschwindet  677  jedes 
Mal,  wenn  die  variable  Ecke  in  die  durch  1,  2,  3  gelegte 
Ebene  fallt.  Umgekehrt  wenn  677  verschwindet,  so  liegt  die 
variable  Ecke  in  der  genannten  Ebene.    Es  ist  demnach: 

(18) 677  =  0 

der  analytische  Ausdruck^  die  Gleichung  der  Ebene,  die  durch 
die  drei  gegebenen  Punkte  hindurchgeht,  und  umgekehrt,  ist 
die  genannte  Ebene  das  geometrische  Bild  jener  Gleichung. 

Die  Gleichung  jeder  Ebene  stellt  sich  hiernach  als  eine 
lineare  dar  in  der  Form: 

(19)    .    .    .    .    Ax  +  By+Ce  +  D  =  0, 

Es  entsteht  aber  die  Frage,  ob  auch  jeder  Gleichung  von 
dieser  Form  als  geometrisches  Bild  derselben  eine  Ebene  im 
Räume  entspricht.  Diese  Frage  würde  man  dadurch  beant- 
worten können,  dass  man  nachwiese,  wie  jeder  lineare  Aus- 
druck der  Coordinaten,  mit  einem  zu  bestimmenden  Factor 
multiplicirt  sich  auf  die  angegebene  Form  677  zurückführen 
lässt.  Allein  da  der  Ausdruck  677  nicht  einfach  genug  ist, 
so  werden  wir  den  angedeuteten  Weg  zur  Beantwortung  der 
angeregten  Frage  verlassen,  indem  wir  sie  in  der  folgenden 
Vorlesung  von  einem  anderen  Gesichtspunkte  aus  wieder 
aufnehmen. 


*)  Die  eigentliche  Natur  des  Aasdruckes  617,  welche  in  der  ana- 
lytischen Geometrie  allerdings  von  der  grössten  Bedeutung  ist,  lässt 
sich  an  dieser  Stelle  ohne  weitere  Hülfsmittel  nicht  darlegen ;  sie  wird 
erst  mit  den  Determinanten  in  der  achten  Vorlesung  hervortreten. 
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Zweite  Vorlesung. 
Die  Ebene  im  Räume. 


Wenn  man  in  irgend  einem  Punkte  einer  gegebenen 
Ebene  auf  derselben  zwei  gleich  grosse  Lothe  nach  den  ent^ 
gegengesetzten  Seiten  von  der  Ebene  errichtet;  so  ist  es  eine 
charakteristische  Eigenschaft  eines  beliebigen  Punktes  p  der 
Ebene ;  dass  die  Entfernungen  dieses  Punktes  Ton  den  End- 
punkten qy  q  der  beiden  Lothe  einander  gleich  sind.  Denn 
von  keinem  andern  Punkte  ausserhalb  der  Ebene  gilt  dasselbe. 
Drückt  man  daher  diese  Eigenschaft  durch  eine  Gleichung 
auS;  so  wird  man  die  Gleichung  der  Ebene  haben. 

Der  Kürze  wegen  kann  man  annehmen  ^  dass  der  Punkt  q 
der  Anfangspunkt  sei  des  Coordinatensjstemes,  welches  zum 
Grunde  gelegt  wird.  In  dieser  Voraussetzung  erhält  man  den 
Punkt  qy  indem  man  vom  Anfangspunkt  des  Coordinaten- 
systemes  auf  die  gegebene  Ebene  ein  Perpendikel  fällt  und 
dieses  Perpendikel  um  sich  selbst  über  die  Ebene  hinaus  ver- 
längert. Der  Endpunkt  q  dieser  Verlängerung  habe  die  Coor- 
dinaten  a,  hy  c,  der  beliebige  Punkt  ^  der  Ebene  habe  die  Coor- 
dinaten  Xy  y,  0.  Drückt  man  nun  die  Gleichung  {pqf  =  (pq'y 
durch  die  gegebenen  Coordinaten  der  Punkte  nach  (4)  der 
ersten  Vorlesung  aus,  so  erhält  man  die  Gleichung  der  Ebene: 

(1) . . .  x^  +  y^  +  ^'  =  {^-ay  +  {y-by  +  {0-cyy 

welche  auf  folgende  zurückführt: 

(2) ax-^by  +  cz-  £!+^  =  0. 

Man  ersieht  hieraus ^  dass  jede  Ebene  durch  eine  lineare 
Gleichung  zwischen  den  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes 
in  ihr  ausgedrückt  wird. 

Es  ist  aber  auch  umgekehrt  jede  lineare  Gleichung: 

(3) Ax  +  By+G0  +  D  =  O 

der  analytische  Ausdruck  einer  Ebene  im  Räume.  Diese  Be- 
hauptung wird  sich  dadurch  rechtfertigen ,  dass  man  nach- 
weist, wie  die  Gleichung  (3)  auf  die  Form  (2)  gebracht  werden 
kann.    Denn  da  (2)  wieder  auf  (1)  zurückführt,  so  wird  man 
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die  auf  (1)  zurückgeführte  Gleichung  (3)  als  den  Ausdruck  jener 
charakteristischen  Eigenschaft  der  Ebene  auffassen  können. 

Multiplicirt  man  die  Gleichung  (3)  mit  einem  noch  un- 
bestimmten Factor  ^  und  setzt  die  Coefficienten  gleicher  Va- 
riabeln  in  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  einander  gleich  ^  so 
erhält  man  folgende  vier  Gleichungen  zwischen  den  vier  Un- 
bekannten /t;  a,  b,  c: 

woraus  man  durch  Auflosung  nach  den  Unbekannten  erhält: 

_         — 2J) 
_      -"IDA 

_       — 2D(7 

Hiemach  führt  die  mit  dem  Factor  ft  multiplicirte  Gleichung 
(3)  zurück  auf  (2),  in  welcher  a,  6,  c  die  angegebenen  Werthe 
haben,  und  die  Gleichung  (2)  schliesslich  auf  (1). 

Die  Gleichung  (3)  mit  den  willkürlichen  Constanten  -4, 
Jö,  C;  D  wird  die  allgemeine  Form  der  Gleichung 
einer  Ebene  genannt  zum  Unterschiede  von  der  zunächst 
folgenden,  die  in  vielen  Fällen  grosse  Yortheile  gewährt. 

Auf  die  eben  angedeutete  Form  gelangt  man ,  wenn  man 
in  (2)  statt  der  Coordinaten  des  Punktes  g  die  Winkel  cc,  ß,  y 
einführt;  welche  das  vom  Anfangspunkt  des  Coordinaten- 
systemes  gefällte  Loth  mit  den  Coordinatenaxen  bildet,  und 
den  senkrechten  Abstand  d  der  Ebene  von  dem  Coordinaten- 
anfangspunkt.  Projicirt  man  zu  diesem  Zwecke  die  Verbin- 
dungslinie des  Coordinatenanfangspunktes  und  des  Punktes  q 
auf  die  Coordinatenaxen,  so  erhält  man  die  Coordinaten  des 
Punktes  q,  oder  nach  (1)  der  ersten  Vorlesung: 

aa^2dcosct,      6  =  2Äcos/3,      c  =  2d'cosy. 

Setzt  man  diese  Werthe  von  a,  &,  c  in  (2),  so  erhält  man 
mit  Rücksicht  auf  (3)  der  ersten  Vorlesung : 

(4) xcosa  -}-  y  cos  ß  -^  0  cos  y  —  d  =  0 . 
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Diese  Form  der  Gleichung  wird  die  Normal  form  der 
Gleichung  der  Ebene  genannt.  In  ihr  bedeuten  a,  ß,  y 
die  Winkel,  welche  die  Normale  der  Ebene  mit  den  Coordi- 
natenaxen  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Winkel,  welche  die 
Ebene  mit  den  Coordinatenebenen  bildet,  und  8  den  senk- 
rechten Abstand  der  Ebene  von  dem  Coordinatenanfangspunkt, 
der  immer  positiv  angenommen  wird. 

(5)  .  .  .  Die  gegebene  Gleichung  einer  Ebene  in  der 
allgemeinen  Form  ist  zurückzuführen  auf  die  Nor- 
malform, oder,  was  dasselbe  ist,  die  Winkel  sind 
zu  bestimmen,  welche  die  Normale  der  Ebene  mit 
den  Coordinatenaxen  bildet,  und  der  senkrechte 
Abstand  der  Ebene  von  dem  Coordinatenanfangs- 
punkt. 

Wenn  (3)  und  (4)  die  Gleichungen  derselben  Ebene  sind, 
80  können  diese  Gleichungen  sich  nur  durch  einen  Factor  von 
einander  unterscheiden.  Multiplicirt  man  daher  die  Gleichung 
(3)  mit  einem  Factor  fi,  so  wird  sich  derselbe  so  bestimmen 
lassen,  dass  die  Gleichungen  (3)  und  (4)  Glied  für  Glied 
übereinstimmen.     Man  hat  daher: 

fi^  =  cosa,    (ili  '^  cos  ß ,    ^(7=cosy,     [iD^=i  —  ö. 

Aus  diesen  vier  Gleichungen  kann  man  mit  Zuziehung 
der  bekannten  Gleichung  cos'a  +  cos'/3  +  cos'y  =1  die  5 
Unbekannten  a,  ß,  y,  S,  fi  berechnen  und  erhält: 

A 
cosa  = 


cos/3 


B 

c 

cos  y  =  -~:rr-       > 

±y(A^+B»+C^)  ' 


f*  = 


±V{A^+B'+Ü^) 


Da  ä  in  der  Gleichung  (4)  als  eine  positive  Grosse  betrach- 
tet wird,  so  hat  man  der  Quadratwurzelgrösse  y{A'^  -^B'-j-CP) 

Hbbsb,  analyt.  Geometrie  d.  Baumes.    S.  Aufl.!  'Z 
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in  allen  Formeln  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  von  D  zu- 
zuertheilen.     Zu  bemerken  ist  hier  noch  der  Factor  , 


durch  welchen  die  allgemeine  Form  (3)  der  Gleichung  der 
Ebene  auf  die  Normalform  (4)  zurückgeführt  wird. 

Man  kann  noch  folgende  Form  der  Gleichung  einer  Ebene 
hervorheben: 

(6) ^^+^-+-^  —  1  =  0, 

die  bemerkenswerth  ist  wegen  der  einfachen  Bedeutung  der 
Constanten  m,  n,p  in  ihr.  Man  erkennt  nämlich  leicht,  dass 
diese  Grössen  die  von  der  Ebene  auf  den  Coordinatenaxen 
abgeschnittenen  Stücke  ausdrücken. 

Da  nach  (5)  die  allgemeine  Form  der  Gleichung  einer 
Ebene,  unter  welcher  auch  die  Form  (6)  begriffen  ist,  sich 
auf  die  einfachste  Weise  auf  die  Normalform  zurückführen 
lässt,  so  kann  man,  ohne  der  Allgemeinheit  der  Betrachtungen 
Eintrag  zu  thun,  letztere  als  die  gegebene  betrachten,  wie 
in  folgender  Aufgabe: 

(7)  .  .  .  Den  senkrechten  Abstand  ^  eines  durch 
seine  Coordinaten  X,  Yy  Z  gegebenen  Punktes  P 
von  einer  durch  ihre  Gleichung  in  der  Normalform 
gegebenen  Ebene  zu  ermitteln. 

Da  man  den  senkrechten  Abstand  des  Coordinatenanfangs- 
punktes  von  der  Ebene  nach  (5)  unter  allen  Umständen  als 
positiv  zu  betrachten  hat,  so  wird  der  senkrechte  Abstand 
eines  Punktes  von  der  gegebenen  Ebene  positiv  oder  negativ 
sein,  je  nachdem  dieser  Punkt  mit  dem  Coordinatenanfangs- 
punkt  auf  derselben  Seite  der  Ebene,  oder  auf  der  entgegen- 
gesetzten liegt.  Nimmt  man  daher,  um  einen  bestimmten 
Fall  vor  Augen  zu  haben,  an,  dass  der  Punkt  P  mit  dem 
Coordinatenanfangspunkt  auf  derselben  Seite  der  durch  ihre 
Gleichung: 

X  cos  a  +  y  cos  ß  -\-  z  cos  y  —  8  =  0 

gegebenen  Ebene  liege,  und  legt  eine  Ebene  parallel  der  ge- 
gebenen durch  den  Punkt  P,  so  wird  ihre  Gleichung: 


•"ni"  ."^ 
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a:  cos  «  +  y  cos  ß  -{-  z  cos  y  —  d'  =  0 , 
indem  d     den  senkrechten  Abstand   dieser  Ebene   von  dem 
Coordinatenanfangspunkt  bedeutet;    und  da  der  Punkt  F  in 
ihr  liegt^  so  hat  man: 

Xcosa  -|-  Ycos^  +  -^cosy  — 8'  =  0. 

Der  senkrechte  Abstand  z/  des  Punktes  P  von  der  Ebene  ist: 

J==8  —  ä\ 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  für  8'  den  Werth  aus  der 
Yorhergehenden^  so  erhalt  man: 

—  ^  =  X cos  a  +  Fcos  ß  -{-  Zcosy  —  8 . 

Dieses  Resultat  lässt  sich  in  Worten  also  wiedergeben : 

(8)  ...  Wenn  man  den  linken  Theil  einer  in  der 
Normalform  (4)  gegebenen  Gleichung  einer  Ebene 
von  ihrem  rechten  Theile,  der  =  0  ist,  trennt,  so 
drückt  jener  den  negativen  senkrechten  Abstand 
des  durch  die  Coordinaten  Xj  y,  0  gegebenen  Punk- 
tes Yon  der  Ebene  aus. 

Darauf  gestützt  kann  man  die  Bedingung  leicht  angeben, 
unter  welcher  ein  Punkt  p  von  zwei  gegebenen  Ebenen  gleich 
weit  absteht.  Denn  bezeichnet  man  mit  den  Symbolen  A  und 
Am  die  Ausdrücke: 

(9)  ....  A  =^  X  cos  «   +  y  cos  /3   +  jer  cos  y  —  8 , 

A^zzix  cos  «1  +  y  cos  ßi  -{-  z  cos  ^1  —  d,  , 

so  sind  —A  und  — A^  die  senkrechten  Absiände  des  durch 
die  Coordinaten  x,y,  z  gegebenen  Punktes  p  von  den  beiden 
gegebenen  Ebenen  ^  =  0  und  ^,  =  0 .     Mithin  ist: 

(10) ^  —  ^,  =  0 

die  gesuchte  Bedingung.  Dieses  ist  aber  die  Gleichung  einer 
Ebene.  Daher  beschreibt  der  Punkt  jp,  dessen  senkrechte  Ab- 
stände von  zwei  gegebenen  Ebenen  gleich  sind,  wieder  eine 
Ebene.  Nun  weiss  man  aber,  dass  der  geometrische  Ort  des 
Punktes  p  die  Ebene  ist,  welche  den  Neigungswinkel  halbirt, 
den  die  gegebenen  Ebenen  mit  einander  bilden.  Mithin  ist 
die  Gleichung  (10)  die  Gleichung  dieser  Halbirungsebene. 

2* 
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Ebenso  erhält  man  die  Bedingung  für  den  Punkt  P;  dessen 
senkrechte  Abstände  von  den  beiden  gegebenen  Ebenen  gleich, 
aber  von  entgegengesetztem  Vorzeichen  sind : 

(11) A  +  A^=0. 

Dieses  ist  die  Gleichung  derjenigen  Ebene ,  welche  den 
zweiten  von  den  gegebenen  Ebenen  gebildeten  Neigungswinkel 
halbirt.  Die  beiden  Ebenen  (10)  und  (11)  stehen  auf  einander 
senkrecht.  Man  braucht  daher  nur  die  Gleichungen  zweier 
Ebenen  auf  diese  Form  zurückzuführen ,  um  dadurch  nach- 
zuweisen,  dass  die  Ebenen  in  einem  vorliegenden  Falle  auf 
einander  senkrecht  stehen.  Die  gemachten  Bemerkungen  fassen 
wir  aber  als  Satz  also: 

(12)  .  .  .  Wenn  A  =  0  und  -4,  *=0  die  Gleichungen 
zweier  gegebenen  Ebenen  in  der  Normalform  sind, 
so  sind  ^  —  -4j  =  0  und  A'\-A^=0  die  Gleichungen 
der  Ebenen,  welche  die  Neigungswinkel  der  ge- 
gebenen Ebenen  halbiren. 

Die  Gleichungen  der  beiden  Ebenen  (10)  und  (11),  welche 
durch  die  Schnittlinie  der  beiden  gegebenen  Ebenen  A^^O 
und  ^1=0  hindurchgehen,  sind  zusammengesetzt  aus  diesen 
beiden  Gleichungen.  Diese  Bemerkung  lässt  sich  erweitern 
durch  folgenden  Satz: 

(13)  .  .  .  Wenn  zwischen  den  Gleichungen  dreier 
Ebenen  in  irgend  einer  Form  Z7=  0,  U^  =0,  U^  =  0 
die  Identität  obwaltet: 

so  schneiden  sich  die  drei  Ebenen  in  einer  und 
derselben  geraden  Linie. 

Denn  auf  Grund  dieser  Identität  verschwindet  U.^  für  alle 
Werthe  der  Y ariabeln ,  welche  den  Gleichungen  E/  =  0  und 
U^  =0  zugleich  genügen,  das  ist  für  die  Coordinaten  aller 
Punkte  in  der  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  U  =0  und 
Z7]  =  0;  welches  eben  beweiset,  dass  sämmtliche  Punkte  der 
Schnittlinie  in  der  Ebene  U^  <=  0  liegen. 


J-^/Tt^^' 
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Dehnt  man  diesen  Satz  noch  weiter  aus^  so  erhält  man 
folgenden: 

(14)  .  .  .  Wenn  zwischen  den  Gleichungen  von  vier 
Ebenen  in  irgend  welcher  Form  fT"  =  0,  E/^j  =  0, 
CTj  =  0,   ZJj  ==  0  die  Identität  stattfindet: 

kU+k,U,  +  k,  U,  ^%  U,  z=  0, 

so  schneiden  sich  die  vier  Ebenen  in  einem  und 
demselben  Punkte. 

Für  die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  der  drei  Ebenen 
[7=0,  fTj  ==  0,  f/j  =  0  werden  diese  Gleichungen  zugleich 
erfüllt.  Setzt  man  die  Werthe  dieser  Coordinaten  in  die  Iden- 
tität, so  sieht  man,  dass  auch  der  Gleichung  U^  =  0  genügt 
wird,  das  heisst,  der  Schnittpunkt  liegt  in  der  Ebene  (Tj  =  0. 

Die  beiden  letzten  Sätze  lassen  sich  auch  umkehren,  wie 
folgt: 

(15)  ..  .  Wenn  U=0,  Uy  =  0,  U^==0  die  Gleichungen 
von  drei  Ebenen  sind,  welche  sich  in  einer  und 
derselben  geraden  Linie  schneiden,  so  lassen  sich 
immer  drei  Constanten  k  der  Art  bestimmen,  dass 
man  identisch  hat: 

kU+k^U^  +  k^U2  =  0. 

Es  ist  nämlich  nach  (13)  kU -{-  k^Ui  =0  die  Gleichung 
einer  Ebene,  welche  durch  die  Schnittlinie  der  Ebenen  Z7=  0 
und  tr,  =  0  geht,  mögen  die  Constanten  k,  k^  irgend  welche 
Werthe  haben.  Diese  Constanten  lassen  sich  nun  so  bestim- 
men, dass  die  genannte  Ebene  durch  einen  gegebenen  Punkt 
der  Ebene  f/j  «=  0  geht.  Mit  dieser  Bestimmung  fallen  aber 
die  Ebenen  A  ü"  +  *i  i^i  =  ^  ^^^  U2  =  0  zusammen,  was 
eben  die  identische  Gleichung  in  (15)  analytisch  ausdrückt. 

(16)  .  .  .  Wenn  Z7  =  0,  U^  =  0,  t/j  =  0,  U^  =  0  die 
Gleichungen  von  vier  Ebenen  sind,  welche  sich  in 
einem  und  demselben  Punkte  schneiden,  so  lassen 
sich  immer  vier  Constanten  k  der  Art  bestimmen, 
dass  man  identisch  hat: 
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Nach  (14)  ist  Ä  17  +  ^i  ^i  +  ^2  ^2  =  0  mit  den  drei  willkür- 
lichen Constanten  Tc  die  Gleichung  einer  Ebene  ^  welche  durch 
den  Schnittpunkt  der  drei  Ebenen  17=^0,  U^  =  0,  172  =  0 
geht.  Die  willkürlichen  Constanten  lassen  sich  nun  so 
bestimmen ;  dass  die  genannte  Ebene  durch  zwei  gegebene 
Punkte  der  Ebene  Ü3  =  0  geht.  Dann  fallen  aber  die  Ebenen 
Ä 17  +  Ä,  [7,  +  ^2  £72  =  0  und  Z/g  =  0  in  eine  zusammen, 
wofür  die  identische  Gleichung  in  (16)  der  analytische  Aus- 
druck ist. 

Die  Sätze  (13)  und  (14)  bieten  die  Mittel,  auf  eine  leichte 
Art  nachzuweisen^  dass  gewisse  Ebenen  sich  in  einer  und 
derselben  geraden  Linie  schneiden ,  oder  dass  gewisse  Ebenen 
durch  einen  und  denselben  Punkt  hindurchgehen,  wie  dieses 
in  den  folgenden  Betrachtungen  hervortreten  wird. 

Es  seien  die  Gleichungen  von  irgend  drei  Ebenen  in  der 
Normalform  gegeben: 

^0  =  0,     A^=  0,      ^2  =  0. 

Diese  Ebenen  zertheilen  den  Raum  in  8  Fächer,  von  welchen 
wir  das  Fach  ins  Auge  fassen  wollen,  in  welchem  der 
Coordinatenanfangspunkt  liegt.  Die  Halbirungsebeneu  der 
Neigungswinkel  von  je  zwei  Ebenen  in  dem  Fache  stellen 
sich  nach  (12)  also  dar: 

^,  —  -42  =  0,     A^  —  Ä^  =  0,     Äq  —  -4j  ==  0 . 

Da  die  Summe  der  linken  Theile  dieser  Gleichungen 
identisch  gleich  0  ist,  so  folgt  hieraus  nach  (13),  dass  die  sie 
darstellenden  drei  Ebenen  sich  in  einer  und  derselben  geraden 
Linie  schneiden. 

Um  diesem  Satze  eine  bequemere  Fassung  zu  geben, 
beschreibe  man  eine  Kugel  um  den  Schnittpunkt  P  der 
gegebenen  drei  Ebenen  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius  =  1, 
und  projicire  die  6  Ebenen  auf  die  Kugeloberfläche.  Die 
drei  gegebenen  Ebenen,  welche  ein  bestimmtes  Fach  bilden, 
schneiden  dann  auf  der  Kugeloberfläche  ein  sphärisches 
Dreieck  ab,  und  die  Projectionen  der  drei  anderen  Ebenen 
auf  die  Kugeloberfläche,  welche  die  Winkel  des  Dreiecks 
halbiren,  haben  nach  dem  Vorhergehenden  die  Eigenschaft, 
welche  der  folgende  Satz  angiebt: 


■'-■'■r-r -jr 
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Die  grössten  Kreise,  welche  die  Winkel  eines 
sphärischen  Dreiecks  halbiren,  schneiden  sich  in 
einem  und  demselben  Punkte. 

Wenn  man  annimmt,  dass  das  sphärische  Dreieck  nur 
einen  unendlich  kleinen  Theil  der  Kugeloberfläche  umfasse, 
so  kann  man  dasselbe  als  ein  ebenes  betrachten  und  den 
angegebenen  Satz  auf  ein  ebenes  Dreieck  übertragen. 

Die  Gleichungen  der  drei  Ebenen,  welche  die  äusseren 
Neigungswinkel  des  Faches  halbiren,  sind  nach  (12): 

A,  +  Ä^  =  0,     A^  +  A,  =  0,      ^0  +  ^1  =  0 . 

Stellt  man  die  linken  Theile  der  beiden  ersten  Gleichungen 
zusammen  mit  dem  linken  Theile  der  dritten  vorhin  an- 
gegebenen Gleichung,  so  bemerkt  man,  dass: 

(A,  +  A,)  -  (A,  +  A,)  +  (A,  -  ^,)  ^  0, 

woraus,  wie  vorhin,  durch  Uebertragung  auf  die  Kugelober- 
fläche der  Satz  hervorgeht: 

Die  Halbirungslinien  zweier  äusseren  und  des 
dritten  innerenWinkels  eines  sphärischen  Dreiecks 
schneiden  sich  in  einem  und  demselben  Punkte. 

Dieser  Satz  ist  von  dem  vorhergehenden  eigentlich  nicht 
verschieden.  Denn  betrachtet  man  das  sphärische  Dreieck, 
welches  von  den  Verlängerungen  zweier  Seiten  und  der  drit- 
ten Seite  des  gegebenen  Dreiecks  gebildet  wird,  so  sind  die 
Halbirungslinien  der  inneren  Winkel  dieses  Dreiecks  die 
Halbirungslinien  zweier  äusseren  und  eines  inneren  Winkels 
des  gegebenen  Dreiecks.  Man  kann  ihn  aber  auch  auf  die 
Ebene  übertragen,  in  welchem  Falle  er  in  der  That  eine  neue 
Eigenschaft  des  Dreiecks  erkennen  lässt. 

Betrachten  wir  endlich  die  durch  die  folgeuden  vier 
Gleichungen  analytisch  dargestellten  Ebenen: 

Ä,  +  A,  +  A,  =  0, 

-A,  +  A,  +  A,^0, 

Aq  —  A^+A^^  0, 

Aq  +  A^  -~  A2  =  0, 

so  ist  aus  (14)  ersichtlich,  dass  diese  vier  Ebenen  sämmtlich 
durch  den  Punkt  P  gehen.    Die  erste  von  diesen  Ebenen  geht 
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nach  (13)  durch  die  Schuittlinie  von  ^  =  0  und  A^-\-A2=^0, 
ebenso  durch  die  Schnittlinie  von  A^=0  und  A2  -^  Äq  =  0 
und  die  Schnittlinie  von  Ao  =  0  und  Aq  -]-  A^  =  0.  Es  ist 
also  eine  bemerkenswerthe  Eigenschaft  dieser  drei  Schnitt- 
linien^ dass  sie  auf  einer  und  derselben  Ebene  liegen.  Ebenso 
liegen  auf  der  zweiten  Ebene  die  Schnittlinien  der  Ebenen- 
paare ^0  =  0  und  A^  -|-  A^  =  0,  -4,  =  0  und  A2  —  A^)  =  0, 
A2  =  0  und  Aq  —  A^  =  0.  Die  analogen  Eigenschaften  der 
beiden  letzten  Ebenen  ergeben  sich  hiernach  von  selbst. 
Uebertragen,  wie  vorhin,  auf  die  Kugeloberfläche,  drücken 
diese  Eigenschaften  folgende  Sätze  aus: 

Die  Halbirungslinien  der  drei  äusseren  Winkel 
eines  sphärischen  Dreiecks  schneiden  die  gegen- 
überliegenden Seiten  des  Dreiecks  in  drei  Punkten, 
welche  in  einem  grössten  Kreise  liegen. 

Die  Halbirungslinien  zweier  inneren  Winkel 
und  des  dritten  äusseren  Winkels  eines  sphärischen 
Dreiecks  schneiden  die  gegenüberliegenden  Seiten 
in  drei  Punkten,  die  auf  einem  grössten  Kreise 
liegen. 

Diese  Sätze  kann  man  wieder  auf  das  ebene  Dreieck 
übertragen. 

Sätze  auf  der  Kugeloberfläche  lassen  sich  leicht  ver- 
doppeln durch  Anwendung  eines  Principes,  welches  wir  das 
Princip  der  Kugel  nennen  wollen  und  welches  sich  stützt 
auf  die  Bemerkungen: 

(17)  .  .  .  Die  Pole  der  grössten  Kreise  auf  der  Kugel- 
oberfläche, welche  sich  in  einem  und  demselben 
Punkte  schneiden,  liegen  auf  einem  grössten  Kreise, 
und  die  grössten  Kreise,  deren  Pole  auf  einem  und 
demselben  grössten  Kreise  liegen,  schneiden  sich 
in  einem  Punkte.  Der  Bogen  eines  grössten  Kreises, 
der  die  Pole  zweier  grössten  Kreise  verbindet,  ist 
gleich  dem  Neigungswinkel  der  beiden  grössten 
Kreise. 

Denn  beschreibt  man  zu  einer  auf  der  Kugeloberfläche 
gegebenen  Figur  die  Polarfigur,  welche  entsteht,  indem  man 
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für  jeden  grössten  Kreis  der  gegebenen  Figur  den  Pol  und 
für  jeden  Punkt  der  gegebenen  Figur  den  grössten  Kreis 
nimmt,  dessen  Pol  der  Punkt  ist,  so  werden  Eigenschaften 
der  gegebenen  Figur  nach  den  gemachten  Bemerkungen  ent- 
sprechende Eigenschaften  der  Polarfigur  zur  Folge  haben. 
Da  aber  die  Polarfigur  der  Polarfigur  wieder  die  gegebene 
Figur  ist,  so  braucht  man  nur  die  Polarfigur  als  gegeben  zu 
betrachten  und  die  entsprechenden  Eigenschaften  an  ihrer 
Polarfigur  nachzuweisen,  um  den  Beweis  der  Eigenschaften 
der  gegebenen  Polarfigur  zu  führen. 

Nach  diesem  Uebertragungsprincip  ergeben  sich  aus  den 
angegebenen  vier  Sätzen  auf  der  Kugeloberfläche  folgende: 

Di eHalbirungsp unkte  der  Complemente  der  Sei- 
ten eines  sphärischen  Dreiecks  liegen  anf  einem 
grössten  Kreise. 

Die  Halbirungspunkte  zweier  Seiten  eines  sphä- 
rischen Dreiecks  und  der  Halbirungspunkt  des 
Complementes  der  dritten  Seite  liegen  auf  einem 
grössten  Kreise. 

DieVerb  in  dun  gs  kreise  der  Mittelpunkte  der  Sei- 
ten eines  sphärischen  Dreiecks  mit  den^  gegenüber- 
liegenden Ecken  schneiden  sich  in  einem  Punkte. 

Die  Verbindungskreise  der  Mitten  der  Comple- 
mente zweier  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  mit 
den  gegenüberliegenden  Ecken  und  der  Verbin- 
dungskreis der  Mitte  der  dritten  Seite  mit  der 
gegenüberliegenden  Ecke  schneiden  sich  in  einem 
Punkte. 

Von  diesen  vier  Sätzen  der  Kugeloberfläche  lässt  sich  nur 
der  vorletzte  in  der  oben  angedeuteten  Weise  auf  das  ebene 
Dreieck  tibertragen. 

Um  die  angestellten  Betrachtungen  zu  erweitern,  nehme 
man  an,  dass  die  Seitenflächen  eines  Tetraeders  durch  ihre 
Gleichungen  in  der  Normalform  gegeben  seien: 

A  =  0,      ^1  =  0,      ^,  =  0,      ^3  =  0. 
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Unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Goordinatenanfangs- 
punkt  innerhalb  des  Tetraeders  liege,  sind  dann  die  Glei- 
chungen der,  die  Neigungswinkel  der  Seitenflächen  halbiren- 
den.  Ebenen: 

Aq  —    -^1  =  ^7       -^1  -^2  ^^  ^}       ^2  -^3  "^  ^'> 

A^  ^2  =  0,       -4|  -^3  =  0, 

Aq  —  A^  =  0, 

und  die  Gleichungen  der,   die  äusseren  Neigungswinkel  hal- 
birenden,  Ebenen: 

A  +  ^i  =0,    ^,  +  ^2  =  0,    A^  +  A,  =  0, 
Ao  +  A,  =  (),    A^  +  A,  =  0, 

^  +  ^3=0. 

Da  aus  den  drei  in   der  ersten  Horizontalreihe  aufgeführten 

Gleichungen  die  drei  übrigen  des  ersten  Systemes  folgen,  so 

hat  man  nach  (14)  den  Satz: 

« 

Die  6   Halbirungsebenen    der    Neigungswinkel 

der  Seitenflächen  eines  Tetraeders   schneiden  sich 

in  einem  und  demselben  Punkte. 

Es  ist  dieser  Punkt  der  Mittelpunkt  der  dem  Tetraeder 
einbeschriebenen  Kugel. 

Es  schneiden  sich  aber  auch  folgende  Ebenen  in  einem 
und  demselben  Punkte: 

Aq    -A,=0,  ^  +  ^3  =  0, 

A^  —^2  =  0,  A^  +^3  =  0, 

A^  —  Aq  =  Of  A^  -|-  ^43  =  0, 

woraus  der  Satz  entspringt: 

Die  Halbirungsebenen  der  Neigungswinkel  der 
drei  Seitenflächen  eines  Tetraeders,  welche  eine 
Ecke  bilden,  und  die  Halbirungsebenen  der  drei 
gegenüberliegenden  äusseren  Neigungswinkel  der 
Seitenflächen  schneiden  sich  in  einem  und  dem- 
selben Punkte. 

Dieser  Punkt  ist  der  Mittelpunkt  der  äusseren  Berührungs- 
kugel des  Tetraeders. 
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Die  16  aufgeführten  Ebenen  bilden  eine  Figur  im  Raume^ 
an  der  sich  mit  Jäülfe  der  Sätze  (13)  und  (14)  auf  dem  an- 
gedeuteten Wege  leicht  noch  andere  Eigenschaften  entdecken 
lassen. 


Dritte  Vorlesung. 
Ebenen  im  Räume. 

Wenn  man  durch  die  Schnittlinie  zweier,  durch  ihre 
Gleichungen  in  der  Normalform  gegebenen,  Ebenen  0,  1: 

(1) A  =  o,  A  =  o 

und  durch  einen  Punkt  P,  dessen  senkrechte  Abstände  von 
den  beiden  Ebenen  sich  verhalten  wie  die  gegebenen  Grössen 
Oq  :  aj,  eine  Ebene  legt;  öo  theilt  jeder  Punkt  dieser  Ebene 
mit  dem  Punkte  P  die  Eigenschaft,  dass  die  senkrechten  Ab- 
stände sich  wie  die  gegebenen  Grössen  verhalten. 

Die  Bedingung,  dass  die  senkrechten  Abstände  —Äq  und 
—  A^  eines  durch  die  Coordinaten  x,  y,  0  bestimmten  Punktes 
von  den  gegebenen  Ebenen  0,  1  sich  verhalten,  wie  Uq  :  a, : 

(2) ^  —  ^'  =  0 

wird  hiemach  die  Gleichung  jener  durch  die  Schnittlinie  ge- 
legten Ebene  sein. 

Verändert  man  die  Lage  des  Punktes  P  nach  Belieben, 
so  dreht  sich  die  Ebene  um  die  Schnittlinie,  und  erhält  nach 
und  nach  alle  Lagen,  die  eine  durch  jene  Schnittlinie  gelegte 
Ebene  annehmen  kann.  Die  Gleichung  (2)  stellt  also  jede 
beliebige  Ebene  2  dar,  die  durch  die  Schnittlinie  der  Ebenen 
0  und  1  hindurchgeht.     Sie  erhält  die  Gestalt: 

(3) A,~lA,  =  0, 

wenn  man  setzt  A  =  - ,  und  dieser  Factor  l  hat  in  der  Vor- 

aussetzung,  dass  (20)  und  (21)  die  Neigungswinkel  bedeuten, 
welche  die  Ebene  2  mit  0  und  1  bildet,  die  geometrische 
Bedeutung : 


:?•: 
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Eine  andere  Ebene  3,  die  ebenfalls  durch  die  Schnitt- 
linie der  Ebenen  0  und  1  hindurchgeht,  hat  zur  Gleichung: 

(5) A,-  tiA^  =  0. 

Das  Verhältniss: 

.^.  l  sin  (20) ,  &in(30) 

zwischen  den  Sinus  der  Neigungswinkel  heisst  das  anhar- 
monische Verhältniss  des  Ebenenpaares  2  und  3  zu  dem 
Ebenenpaare  0  und  1. 

Allgemeiner  stellen  sich  die  Gleichungen  von  vier  Ebenen, 
die  sich  in  einer  und  derselben  geraden  Linie  schneiden, 
also  dar: 

(7)...Fo  =  0,     K,  =0,     Fo-IF,=-0,     Fo-mF,  =0, 

wenn  man  annimmt,  dass  die  beiden  ersten  Gleichungen  in 
der  allgemeinen  Form  gegeben  seien.  Um  das  anharmonische 
Verhältniss  zu  finden,  braucht  man  nur  die  beiden  ersten 
Gleichungen  auf  die  Normalform  zurückzuführen,  indem  man 
setzt:  Vq  =  QqAqj  V^  =  q^A^,  wodurch  die  angegebenen  vier 
Gleichungen  übergehen  in: 

A  =  0,    .4,  =0,    A,^l^A,==o;    A,^mfA,=0 

und  woraus  sich  das  gesuchte  anharmonische  Verhältniss  — 

ergiebt. 

Noch  allgemeiner  ist  die  folgende  Aufgabe: 

(8)  .  .  .  Gegeben  sind  die  Gleichungen  von  vier 
Ebenen,  die  sich  in  einer  und  derselben  geraden 
Linie  schneiden,  in  der  Form: 

das  anharmonischeYerhältniss  des  letzten  Ebenen- 
paares zu  dem  ersten  zu  bestimmen. 

Setzt,  man  f/o  —  AZ7,  =  Fq,  Üq  —  ^Uy  =V^,  und  drückt  U^ 
und  Ui  durch  Vq  und  Fj  aus,  so  stellen  sich  die  gegebenen 
vier  Gleichungen  in  der  Form  (7)  dar,   woraus  das  gesuchte 

anharmonische  Verhältniss  —  erhalten  wird: 

m 


7H    "    .         * 


(9) 
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^—  ^1  >  — .«1 

Das  allharmonische  Yerhältniss  wird  zu  einem  harmo- 
nischen Verhältniss,  wenn  dasselbe  den  Werth  —  1  an- 
nimmt. Man  erhält  daher  die  Bedingung,  welche  zu  erfiillen 
ist^  wenn  zwei  Paare  Ebenen  ^  die  durch  dieselbe  gerade  Linie 
gehen^  harmonische  Ebenenpaare  sein  sollen^   aus  (6): 

CiCfS  M"  (20)    I    sin  (30)  _  /^ 

^  ^ sin(21)    '    8in(31)""^^ 

oder,  wenn  die  Gleichungen  der  Ebenen  in  der  Form  (7) 
gegeben  sind,  w  =  —  Z;  weshalb  sich  die  Gleichungen  von 
zwei  harmonischen  Ebenenpaaren  darstellen  in  der  Form: 

(11)...   7o  =  0,    Fi  =  0;    Fo-iF,=0,   Fo  +  ZF,=0. 

Man  erkennt  hieraus,  dass  von  zwei  harmonischen  Ebenen- 
paaren drei  Ebenen,  die  durch  dieselbe  gerade  Linie  gehen, 
beliebig  gewählt  werden  können,  dass  durch  sie  aber  die 
vierte  harmonische  Ebene  bestimmt  ist.  Nimmt  man  an,  dass 
das  erste  Ebenenpaar  gegeben  sei.  dass  die  dritte  Ebene  aber 
sich  um  die  Schnittlinie  der  beiden  ersten  drehe,  so  kann  man 
sich  durch  Discussion  der  Gleichung  (10)  für  specielle  Fälle 
leicht  eine  Vorstellung  bilden  von  der  Lage  von  zwei  har- 
monischen Ebenenpaaren  zu  einander.  Halbirt  zum  Beispiel 
die  dritte  Ebene  den  Neigungswinkel  des  gegebenen  Ebenen- 
paares, so  halbirt  die  vierte  harmonische  Ebene  den  anderen 
Winkel,  den  das  gegebene  Ebenenpaar  einschliesst.  Nähert 
sich  die  dritte  Ebene  einer  der  gegebenen  Ebenen,  so  dass 
sie  nahezu  mit  ihr  zusammenfällt,  so  fällt  auch  die  vierte 
harmonische  Ebene  nahezu  mit  ihr  zusammen. 

Sind  die  Gleichungen  von  zwei  Ebenenpaaren,  welche 
durch  dieselbe  gerade  Linie  gehen,  in  der  Form  (8)  gegeben, 
so  erhält  man  die  Bedingung,  dass  diese  beiden  Ebenenpaare 
harmonisch  seien,  indem  man  den  Ausdruck  (9)  gleich  —  1 
setzt;  woraus  die  Bedingungsgleichung  für  zwei  harmonische 
Ebenenpaare  (8)  hervorgeht: 

(12) A,t-i(A  +  ^)(^,+,t,)  +  A,,t,  =0. 

Auch  diese  Gleichung  liefert  den  Beweis,  dass  von  zwei 
harmonischen  Ebenenpaaren  drei  Ebenen  die  vierte  unzwei- 
deutig bestimmen. 
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Da  durch  ein  gegebenes  Ebenenpaar  das  ihm  zugeordnete 
harmonische  Ebenenpaar  nicht  vollständig  bestimmt  ist,  so 
werden  zwei  gegebene  Ebenenpaare  dazu  erforderlich  sein, 
was  die  Auflösung  der  folgenden  Aufgabe  bestätigen  wird. 

(13)  ...  Dasjenige  Ebenenpaar  zu  bestimmen,  wel- 
ches harmonisch  ist  zu  zwei  Paar  Ebenen,  die  sich 
in  derselben  geraden  Linie  schneiden. 

Es  seien  die  Gleichungen  der  beiden  gegebenen  Ebenenpaare : 

und  die  Gleichung  des  gesuchten  Ebenenpaares: 

Dieses  letztere  ist  harmonisch  zu  jedem  der  gegebenen  Ebenen- 
paare  unter  folgenden  Bedingungen: 

^f*  —  i  ('1  +  ^)  i^o+l^o)  +  hN  =  0, 
k(i  —  ^  (A  +  ^)  (A,  +  ft,)  +  X^^l^  =  0. 

Da  in  diese  Gleichungen  das  Product  Ifi  und  die  Summe 
A-j-fi  der  Unbekannten  in  linearer  Weise  eingehen,  so  kann 
man  ihre  Werthe  unzweideutig  berechnen,  und  daraus  eine 
quadratische  Gleichung  bilden,  deren  Wurzeln  die  Unbekannten 
selbst  sind. 

Die  angestellte  Untersuchung  lehrt,  dass  es  immer  ein 
bestimmtes  Ebenenpaar  giebt,  welches  harmonisch  ist  zu  zwei 
gegebenen  Ebenenpaaren,  die  durch  dieselbe  gerade  Linie 
gehen.  Dieses  Ebenenpaar  ist  reell  oder  imaginär,  je  nach- 
dem die  Wurzeln  der  erwähnten  quadratischen  Gleichung  reell 
oder  imaginär  sind. 

Drei  Paare  Ebenen,  welche  durch  dieselbe  gerade  Linie 
gehen,  bilden  eine  Involution,  wenn  ein  viertes  Ebenen- 
paar gefunden  werden  kann,  welches  harmonisch  ist  zu  jedem 
der  drei  Ebenenpaare. 

Zwei  gegebene  Ebenenpaare,  die  durch  dieselbe  gerade 
Linie  gehen,  bestimmen,  wie  man  gesehen  hat,  dasjenige 
Ebenenpaar,  welches  harmonisch  ist  zu  jedem  der  gegebenen 
Ebenenpaare.     Ein    drittes    zu    dem    letzteren   harmonisches 


]r 
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Ebenenpaar  wird  also  mit  den  beideu  gegebenen  eine  Involution 
bilden.  Da  aber  von  diesem  dritten  Ebenenpaare  eine  Ebene 
beliebig  durch  jene  gerade  Linie  gelegt  werden  kann,  wodurch 
erst  die  andere  bestimmt  ist^  so  sieht  man,  dass  von  drei 
Ebenenpaaren  der  Involution  fünf  durch  eine  und  dieselbe  ge- 
rade Linie  gehende  Ebenen  beliebig  gewählt  werden  können^ 
dass  die  sechste  aber  durch  sie  bestimmt  ist. 

Zwischen  drei  Paaren  Ebenen^  welche  durch  dieselbe 
gerade  Linie  gehen,  wird  daher  eine  Bedingungsgleichung 
stattfinden  müssen ,  wenn  die  Ebenenpaare  eine  Involution 
bilden  soUen. 

(14)  ...  Es  sind  die  Gleichungen  von  drei  Paar 
Ebenen  gegeben,  welche  durch  dieselbe  gerade 
Linie  gehen: 

n- ^0^1=0,     n-A,Fi=0,     Fo-A,F,  =0,. 

die  Bedingung  anzugeben,  unter  welcher  diese  drei 
Ebenenpaare  eine  Involution  bilden. 

Bilden  die  angegebenen  drei  Ebenenpaare  eine  Involution, 
so  hat  man  nach  der  Definition  ein  Ebenenpaar: 

F,  -  A  F,  =  0, 

F,-,tF.  =  0, 

welches  zu  jedem  derselben  harmonisch  ist;  was  zutrifft  unter 
den  Bedingungen: 

X(i  —  i(A  +  fi)  (Xo  +  ^o)  +  ^o**o  =  0, 

^f*  — iC'l  +  f*)  (^i  +  ^l)  +  ^l^l  =0; 

1(1  —  i(A  +  f*)  (Aa  +  fij)  +  ^2^2  =  0. 

Eliminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  l^i  und  A-{-f(,  welche 
linear  darin  vorkommen,  so  erhält  man  die  gesuchte  Be- 
dingungsgleichung, der  man  folgende  Form  geben  kann: 

(15) . . .  (^-^,)(^i-f»2)(^-<*o)  +  (fto-^iX^i-tOCf»»-!»)  =  0.*) 


*)  Die  angegebene  Form  (15)  der  Bedingungsgleicbunt?  der  Involution 
kann  man  durch  Rechnung  leicht  verificiren.  Es  ist  diese  Art  der 
Verification  allerdings  nur  ein  Nothbehelf.  Wir  werden  deshalb  nach 
der  Vorbereitung  weiterer  analytischer  Hulfsmittel  durch  die  siebente 
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Wenn  man  in  dieser  Gleichung  setzt  A^,  =  (Aq  £==  A  und 
zugleich  Aj  =  ^i^  =  |li  setzt,  so  geht  dieselbe  in  die  Be- 
dingungsgleichung für  vier  harmonische  Ebenen  über,  welche 
man  erhält,  wenn  man  das  anharmonische  Yerhältniss  (9) 
gleich  —  1  setzt.     Aus  dieser  Bemerkung  fiiesst  der  Satz : 

Wenn  von  drei  Ebenenpaaren  der  Involution 
das  eine  Ebenenpaar  mit  einer  Ebene,  ein  zweites 
Ebenenpaar  mit  einer  zweiten  Ebene  zusammen- 
fallen, so  ist  das  dritte  Ebenenpaar  der  Involution 
harmonisch  zu  den  beiden  Ebenen. 

Jede  drei  Paare  Ebenen,  welche  durch  dieselbe  gerade 
Linie  gehen,  lassen  sich  analytisch  auch  so  darstellen: 

Aq    =0,  Aq    Aj    A^    S=    0,  Aq    ^2   -4.J    SBS3    0, 

^1  =  0,  ^0  — /*i^i==^;  A  — f*2A  =  0, 
indem  man  annimmt,  Aq  =  0  und  -4,  =  0  seien  die  Glei- 
chungen des  ersten  Ebenenpaares  in  der  Normalform.  Die 
Bedingung,  unter  welcher  diese  drei  Ebenenpaare  eine  Invo- 
lution bilden,  erhält  man  aus  (15),  wenn  man  setzt:  Aq  «=  0, 
fCQ  =  (x>,  nämlich: 

A,ft,  —  A2ft2  =  0. 

^^  •  

Erinnert  man  sich  aber  der  geometrischen  Bedeutung  der 
Grossen  ^if<]  *  ^21:127  ^^  kann  man  diese  Gleichung  auch  so 
darstellen,  wenn  man  mit  0,  1  das  erste,  mit  2,  3  das  zweite 
und  mit  4,  5  das  dritte  Ebenenpaar  bezeichnet: 

(\f{\  8in(20)       sin (30) sin (40)      sin (50) ^ 

^^    '    •   •    Bm{ii)    '  Bin (31)         8111(41)  '  810(51)  ~      * 

Aus  dieser  Gleichung,  welche  man  als  Definition  dreier, 
eine  Involution  bildenden  Ebenenpaare  nehmen  kann,  gehen 
noch  zwei  andere  Gleichungen  hervor,  die  man  erhält,  wenn 
man  das  Ebenenpaar  0,  1  mit  dem  Ebeüenpaare  2,  3,  oder 
mit  dem  Ebenenpaare  4,  5  vertauscht.  Da  alle  diese  Glei* 
chungen  nichts  anderes  sind,  als  verschiedene  Formen  für 
eine  und  dieselbe  Bedingung  der  Involution,  so.  muss  sich 
jede  derselben  direct  aus  einer  von  ihnen  herleiten  lassen. 


VorleBong  in  der  achten  Vorlesung  nicht  allein  jene  Form  der  Bedlngnngs- 
gleichiing  naturgeniäsB  ableiten,  8ondern  auch  andere  Formen,  auf 
welche  die  Analytiker  mit  Kecht  Werth  legen. 


.  ^ 


Ebenen  im  Baume.  33 

Um  auf  andere  Formen  für  dieselbe  Bedingung  der  In- 
volution  zu  kommen ;  gehen  wir  auf  die  ursprüngliche  Defi- 
nition der  Involution  von  drei  Ebenenpaaren  zurück.  Nach 
derselben  stellen  die  drei  Gleichungenpaare: 

irgend  drei  Ebenenpaare  Ol;  2  5,  4  5  der  Involution  dar  und 
Fq  =  0,  Fj  =  0  dasjenige  Ebenenpaar,  welches  harmonisch 
ist  zu  jedem  der  drei  Paare. 

An  Stelle  der  zwei  Symbole  F^,  V^,  durch  welche  jene 
sechs  Gleichungen  ausgedrückt  sind,  wählen  wir  drei  Sym- 
bole Uq,  Z7,  ,  JTj,  welche  wir  durch  die  Gleichungen  de- 
finiren : 

Alsdann  hat  man  die  identische  Gleichung: 

(18) Uo+U,+  U,^0, 

und  jene  sechs  Gleichungen  gehen ,  wenn  man  symmetrisch 
die  zwei  Symbole  durch  die  drei  Symbole  ersetzt,  über  in: 

CTo^O  17,  =  0  U^^O 

(19)  "  Ux_Uf^Q      ^«_  ^0  =  0      ^«  -  ^»  =  0 

indem  ft^^  n^,  112  die  Ausdrücke  bezeichnen: 

»I  ~~  Af  ^^  Aj  —  Ag   Aq A|    

Da  die  drei  Grossen  [i  ebenso  willkürlich  sind,  als  die 
drei  Grossen  X,  aus  welchen  sie  zusammengesetzt  sind,  so 
werden  die  Gleichungen  (19)  mit  willkürlichen  Factoren  [i  — 
unter  Voraussetzung  der  identischen  Gleichung  (18),  welche 
aasdrückt;  dass  die  Ebenen  tTJ,  =  0,  Z7,  =  0,  JJj  =  0  sich 
in  einer  und  derselben  geraden  Linie  schneiden,  unter 
welcher  Voraussetzung  auch  die  anderen  drei  Ebenen  durch 
dieselbe  gerade  Linie  gehen  —  irgend  drei  Ebenenpaare  der 
Involution  darstellen. 

Hii8B,  »nftlyt.  G«omttri«  d.  Raumei.    3.  Aufl.  3 
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Wenn  wir  endlich  für  die  Gleichungen  der  Ebenen  Uq  =  0, 
?7,  =  0,  ZJj  =  0  ihre  Normalformen  einführen,  indem  wir 
setzen:  (>q  JJq  =  Äq,  q^  11^  =  A^,  q.,  U.y=^Ä2,  so  geht  die 
identische  Gleichung  (18)  über  in: 

(20) f+f+f^O, 

Qq         9i  9% 

und   die  Gleichungen  (19)    der  Ebenenpaare   der  Involution 
nehmen  die  Gestalt  an: 

^0  =  0,  ^1=0,  ^2  =  0, 

^         -^         -^1     -^2      ___   Q  j4i    __  <>      -__;   Q  -^     J^l      ^j_.    A 

^i9i         M2P»  '      t^zQi        I^oQq  '      NQo        f*i9t 

Erinnern  wir  uns  nun  nach  (4)  der  geometrischen  Bedeu- 
tung der  Grössen: 

fiiQi sin  (12)        fij 94 sin  f34)        (i^Qg ain  (50) 

1^2  Qi        Bin  (14) '     /üy^ü        sin  (SO) '     fitQt        sin  (52)  ' 

so  erhalten  wir  durch  Multiplication  dieser  Gleichungen: 

,c^9\  1    sin  (12)  ■  ain  (34)  •  sin  (50) 

(^  J^)    ....      1  —  sin  (14)  .  Bin  (30)  .  8in"("ö2) ' 

Diese  Gleichung  ist  nur  eine  von  (16)  verschiedene  Form 
der  Bedingungsgleichung  der  Involution  von  drei  Ebenen- 
paaren Ol,  2  3,  45.  Man  erhält  aus  ihr  noch  drei  andere 
äquivalente  Formen,  wenn  man  die  Ebenen  0  und  1  oder 
die  Ebenen  2  und  3  oder  die  Ebenen  4  und  5  mit  einander 
vertauscht. 

Wir  haben  demnach  im  Ganzen  sieben  verschiedene  Forr 
men  für  die  Bedingungsgleichung  der  Involution  von  drei 
Ebenenpaaren  mit  Hülfe  von  geometrischen  Betrachtungen 
abgeleitet.  Es  ist  eine  elegante  Aufgabe  der  Algebra ,  all? 
diese  Formen  aus  einer  von  ihnen  direct  zu  entwickeln*). 

*)  Hülfsmittel  zur  Lösung  der  genannten  algebraischen  Aufgabe 
findet  man  in  der  sechsten  meiner  Vorlesungen  aus  der  analytischen 
Geometrie.  1865,  und  hier  in  demjenigen  Theile  der  achten  Vorlesung, 
welcher  die  sieben  Formen  der  Bedingungsgleichung  der  Involution 
behandelt. 
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Die  angestellten  Betrachtungen  bieten  ein  Mittel  y  die  ani 
Ende  der  vorhergehenden  Vorlesung  entwickelten  Sätze  weiter 
aaszudehnen.     Denn  nehmen  wir  an,  dass: 

^0  =  0,      ^,=0,      ^2  =  0 

die  Gleichungen  von  irgend  drei  Ebenen  seien  in  der  Normal- 
form, die  sich  in  einem  Punkte  P  schneiden,  oder,  was 
dasselbe  ist,  die  drei  von  einem  Punkte  P  ausgehende  gerade 
Linien  paarweise  verbinden,  so  sind: 

-^y ^  ___  A        ^t "4?  -— s  0        ■      -  -  =  0 

die  Gleichungen  von  drei  Ebenen ,  die  eine  vierte  von  P  aus- 
gehende gerade  Linie  immer  mit  einer  der  drei  ersteren  ver- 
binden. Die  angegebenen  sechs  Gleichungen  stellen  mithin 
drei  Ebenenpaare  dar,  die  vier  beliebige  von  einem  Punkte 
P  ausgehende  gerade  Linien  paarweise  verbinden. 

Die  Uebereinstimmung  dieser  drei  Gleichungenpaare, 
zwischen  welchen  aber  im  Allgemeinen  nicht  die  identische 
Gleichung  (20)  obzuwalten  braucht,  mit  (21),  beweist,  dass  drei 
Ebenenpaare  der  Involution  ein  specieller  Fall  sind  von  drei 
Ebenenpaaren,  welche  vier  von  einem  und  demselben  Piinkte 
ausgehende  gerade  Linien  paarweise  verbinden.  Denn  lässt 
man  die  vier  von  einem  und  demselben  Punkte  ausgehenden 
geraden  Linien  nahezu  in  eine  zusammenfallen,  so  wird  nahezu 
auch  die  Gleichung  (20)  erfüllt,  das  heisst,  nahezu  )Edle  Be- 
dingungen für  die  Ebenen  der  Involution. 

Lasst  man  den  Punkt  P  in  das  Unendliche  fallen,  so 
werden  die  vier  von  ihm  ausgehenden  geraden  Linien  vier 
beliebige  parallele  Linien,  und  zwischen  den  Sinus  der  Neigungs- 
winkel der  drei  Ebenenpaare,  welche  diese  Linien  paarweise 
verbinden,  findet  die  Gleichung  (22)  statt.  Da  diese  Gleichung 
aber  die  Bedingung  j[ür  Ebenen  der  Involution  ist,  so  wird 
man  Ebenen  der  Involution  erhalten,  wenn  man  durch  eine 
gegebene  gerade  Linie  sechs  Ebenen  legt,  welche  parallel 
sind  mit  drei  Ebenenpaaren,  welche  irgend  vier  mit  der 
gegebenen  geraden  Linie  parallele  Linien  paarweise  verbinden. 
Diese  Bemerkung  giebt  ein  Mittel  an  die  Hand,  zu  fünf  be- 
liebig durch  eine  und  dieselbe  gerade  Linie  gehenden  Ebenen 
die  sechste  Ebene  der  Involution  zu  bestimmen. 

3* 
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Durch  jede  der  drei  Schnittlinien  der  Ebenen  Aq^  A^,  A^ 
gehen  drei  Ebenen  der  beschriebenen  Baumfigur.  Die  vierten 
harmonischen  Ebenen  haben  zu  Gleichungen: 

-*+^  =  0,     ^*4.:^  =  0.    ^  +  ^'  =  0. 

Da  nun  zwischen  den  linken  Theilen  dieser  und  der  vor- 
hergehenden Gleichungen  identische  Relationen  stattfinden  wie: 

(^  _L  ^A  —  (^  +  Ao^  +(^  —  ^\  =  0, 

so  hat  man  nach  (13)  der  zweiten  Vorlesung  einen  Satz. 

Um  diesem  Satze  eine  elegante  Fassung  zu  geben  ^  pro- 
jicire  man  die  beschriebene  Baumfigur  von  dem  Punkte  P  als 
Mittelpunkt  einer  Kugel  mit  dem  Badius  1  auf  die  Oberfläche 
dieser  Kugel.  Nennt  man  dann  harmonische  grösste 
Kreise  der  Kugeloberfläche  solche,  deren  Ebenen  har- 
monische Ebenen  sind,  so  begrenzen  die  Ebenen  A^^  A^j  A^ 
ein  sphärisches  Dreieck,  von  welchem  der  Satz  erwiesen  ist: 

Wenn  man  von  einem  beliebigen  Punkte  der 
Kugeloberfläche  grösste  K*reise  zieht  nach  den 
Ecken  eines  sphärischen  Dreiecks  und  in  jeder 
Ecke  den  vierten  harmonischen  grossten  Kreis  con- 
struirt,  so  schneiden  sich  zwei  von  den  letzteren 
Kreisen  in  einem  Punkte,  durch  welchen  auch  der 
durch  die  dritte  Ecke  des  Dreiecks  und  den  belie- 
bigen Punkt  gelegte  grösste  Kreis  geht. 

Aehnliche  Betrachtungen  angestellt  an  folgenden  Glei- 
chungen: 

^  +  ^i  +  :^  =  0, 


«0  "^ 

«1 

+ 

4t 

=  0, 

«0 

^1 
«1 

+ 

4* 

-0, 

^1 
«1 

=  0, 

wie  in  der  vorhergehenden  Vorlesung  an  den  entsprechenden 
Gleichungen,  in  denen  aQ  =  aj=a2  =  l ,  führen  zu  den  Sätzen: 
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Wenn  man  von  irgend  einem  Punkte  der  Eugel- 
oberfläche  nach  den  Ecken  eines  sphärischen  Drei- 
ecks grösste  Kreise  zieht,  und  in  jeder  Ecke  den 
vierten  harmonischen  grössten  Kreis  construirt,  so 
schneiden  letztere  die  gegenüberliegenden  Seiten 
des  Dreiecks  in  drei  Punkten,  die  auf  einem  gross- 
ten  Kreise  liegen. 

Wenn  man  von  einem  beliebigen  Punkte  der 
Kugeloberfläche  nach  den  Ecken  eines  sphärischen 
Dreiecks  drei  grosste  Kreise  zieht  und  in  einer  Ecke 
des  Dreiecks  den  vierten  harmonischen  grössten 
Kreis  construirt,  so  schneidet  dieser  die  gegen- 
überliegende Seite  des  Dreiecks  in  einem  Punkte. 
Die  von  dem  beliebigen  Punkte  nach  den  beiden 
anderen  Ecken  des  Dreiecks  gezogenen  grössten 
Kreise  schneiden  die  Gegenseiten  des  Dreiecks  in 
zwei  Punkten.  Diese  drei  Schnittpunkte  liegen  auf 
einem  grössten  Kreise. 

Dieser  Satz  ist  besonders  wichtig,  weil  er  lehrt,  auf  lineare 
Weise,  das  heisst  durch  Zuziehung  allein  von  grössten  Kreisen, 
zu  drei  von  einem  Punkte  ausgehenden  grössten  Kreisen  den 
vierten  harmonischen  zu  finden;  oder,  was  dasselbe  ist,  zu 
drei  Ebenen,  welche  sich  in  einer  und  derselben  geraden 
Linie  schneiden,  die  vierte  harmonische  Ebene  ohne  weitere 
Hülfe  als  von  Ebenen  zu  construiren. 

Es  bleibt  noch  übrig,  einen  Satz  zu  entwickeln,  der  in 
linearer  Weise  zu  fünf  Ebenen,  die  sich  in  einer  und  der- 
selben geraden  Linie  schneiden,  die  sechste  Ebene  der  Involu- 
tion construiren  lehrt.  Diesem  Zwecke  dient  die  folgende 
Betrachtung. 

Es  seien  die  Gleichungen  von  irgend  vier  Ebenen,  welche 
durch  den  Mittelpunkt  P  einer  Kugel  mit  dem  Badius  1  gehen : 

^,  =  0,     1^1  =  0,     Z72  =  0,     Ü3  =  0. 

Bezeichnen  alsdann  Uq^  u^  ,  .  ,  die  Werthe,  welche  die 
Ausdrücke  Uq,  U^  •  •  •  annehmen,  wenn  man  in  letztere  für 
die  variabeln  Coordinaten  die  Goordinaten  eines  gegebenen 
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Punktes  p  setzt,  den  wir  der  Einfachheit  wegen  auf  der  Kugel- 
oberfläche annehmen  wollen,  so  sind: 


Uo     u,     0, 

1*1            M,               ' 

tr.      17.      0, 

U,       U,       0, 

Uo           U, 

die  Gleichungen  von  drei  Paai*  Ebenen,  die  sich  in  der  ge- 
raden Linie  Tp  schneiden  und  zugleich  durch  die  sechs  Schnitt- 
linien der  oben  bezeichneten  vier  Ebenen  gehen. 

Setzen  wir,  um  die  drei  ersten  Gleichungen  durch  Multi- 
plication  mit  Factoren  fi,  q  .  .  auf  die  Normalform  zurück- 
zuführen: 

Uo       Ih        A        Ih       Ih        ^i        Ih       Uz        -U 


so  gehen  die  angegebenen  drei  Gleichungenpaare  über  in: 
Jo  =  0,  -^1  =  0,  ^2  =-  0 

-4* ^^  — _  0      ^^« -^  __.  0      -^Q -4<_  — -  0 

Da  dieses  aber  gerade  die  Gleichungen  (21)  sind,  aus 
welchen  wir  dort  die  Bedingungsgleichung  (22)  der  Involution 
abgeleitet  haben,  so  ist  damit  ein  Satz  bewiesen,  der,  auf  die 
Kugeloberfläche  übertragen,  sich  so  ausdrücken  lässt: 

Wenn  man  einen  beliebigen  Punkt  der  Kugel- 
oberfläche durch  sechs  grösste  Kreise  verbindet 
mit  den  sechs  Schnittpunkten  von  irgend  vier  gross- 
ten  Kreisen,  so  bilden  die  sechs  Verbindungskreise 
eine  Involution. 

Es  sind  in  diesem  Satze  unter  grössten  Kreisen  der 
Involution  nämlich  solche  Kreise  zu  verstehen,  die  in  Ebenen 
liegen,  welche  eine  Involution  bilden.  In  dieser  Voraussetzung 
bietet  der  Satz  das  Mittel,  sowohl  den  sechsten  grössten  Kreis 
der  Involution  zu  construiren,  wenn  fünf,  von  einem  und 
demselben  Punkte  der  Kugeloberfläche  ausgehende  grösste 
Kreise  gegeben  sind,  als  auch  die  sechste  Ebene  der  In- 
volution zu  construiren,  wenn  fünf,  durch  eine  und  dieselbe 
gerade  Linie  gehende  Ebenen  gegeben  sind. 


r 
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Man  nennt  vier  gerade  Linien ,  welche  in  derselben  Ebene 
von  einem  und  demselben  Punkte  ausgehen,  harmonische 
Linie n,  wenn  zwischen  den  von  ihnen  eingeschlossenen 
Winkeln  die  Bedingungsgleichung  (10)  stattfindet.  Es  bilden 
femer  drei  in  derselben  Ebene  von  einem  Punkte  ausgehende 
Linienpaare  eine  Involution  von  sechs  geraden  Linien, 
wenn  zwischen  den  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkeln  die 
Bedingungsgleichung  (22)  obwaltet.  Dieses  vorausgesetzt,  kann 
man  die  angegebenen  vier  Sätze  der  Kugeloberflüche,  indem 
man  annimmt,  dass  die  Figuren,  von  welchen  sie  handeln, 
nur  einen  unendlich  kleinen  Theil  der  Kugeloberfläche  um- 
fassen, auf  die  Ebene  übertragen. 

Harmonische  Linien,  von  dem  Mittelpunkte  der  Kugel 
ausgehend,  auf  die  Kugeloberfläche  projicirt,  werden  harmo- 
nische Punkte  der  Kugeloberfläche  genannt.  Zwischen 
den  Bogen  grosster  Kreise,  welche  sie  verbinden,  findet  die 
Bedingungsgleichung  (10)  statt,  welche  zugleich  als  Definition 
der  harmonischen  Punkte  der  Kugeloberfläche  dient. 

Ebenso  schneiden  sechs  von  dem  Mittelpunkte  der  Kugel 
ausgehende  gerade  Linien  der  Involution  die  Kugeloberfläche 
in  sechs  Punkten  der  Involution  auf  der  Kugelober- 
fläche. Zwischen  den  sie  verbindenden  Bogen  grosster  Kreise 
hat  man  die  Bedingungsgleichung  (22),  welche  ebenfalls  als 
Definition,  der  Punkte  der  Involution  auf  der  Kugeloberfläche 
zu  betrachten  ist. 

Gestützt  auf  diese  Definition  kann  man  mit  tlülfe  des 
in  der  vorhergehenden  Vorlesung  in  (17)  beschriebenen  Prin- 
eipes  der  Kugel  aus  den  angegebenen  vier  Sätzen  folgende 
ableiten : 

Wenn  man  die  Seiten  eines  sphärischen  Dreiecks 
oder  ihre  Verlängerungen  durch  einen  grössten 
Kreis  durchschneidet  und  zu  diesen  Schnittpunk- 
ten auf  den  Seiten  des  Dreiecks  die  vierten  harmo- 
nischen Punkte  construirt,  so  liegen  je  zwei  von 
diesen  harmonischen  Punkten  und  der  dritte  Schnitt- 
punkt auf  einem  grössten  Kreise. 

Wenn  man  die  Seiten  eines  sphärischen  Drei- 
ecks oder  ihre  Verlängerungen  durch  einen  gröss- 


? 
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tenKreis  schneidet  und  auf  jederSeite  des  Dreiecks 
den  vierten  harmonischen  Punkt  construirt^  so 
schneiden  sich  die  drei  grossten  Kreise^  welche  die 
harmonischen  Punkte  mit  den  gegenüberliegenden 
Ecken  des  Dreiecks  verbinden,  in  einem  und  dem- 
selben Punkte. 

Wenn  man  die  Seiten  eines  sphärischen  Drei- 
ecks oder  ihre  Verlängerungen  durch  einen 
grössten  Ereis  schneidet,  und  zwei  von  diesen 
Schnittpunkten  durch  grösste  Kreise  mit  den  gegen- 
überliegenden Ecken  des  Dreiecks  verbindet,  so 
schneiden  sich  diese  in  einem  Punkte,  durch  wel- 
chen auch  derjenige  grösste  Kreis  hindurchgeht, 
welcher  den,  zu  dem  dritten  Schnittpunkte  harmo- 
nischen Punkt  mit  der  gegenüberliegenden  Ecke 
des  Dreiecks  verbindet 

Drei  Paare  grosster  Kreise,  welche  irgend  vier 
Punkte  der  Kugeloberfläche  paarweise  verbinden, 
schneiden  irgend  einen  anderen  grössten  Kreis  in 
Punkten  der  Involution. 

Die  beiden  letzten  Sätze  lehren,  zu  drei  auf  einem  gröss- 
ten Kreise  der  Kugeloberfläche  gegebenen  Punkten  den  vier- 
ten harmonischen,  und  zu  fünf  Punkten  der  Involution  den 
sechsten  in  linearer  Weise  construiren. 

Die  Bedingungsgleichung  (10)  für  harmonische  Punkte 
auf  dem  grössten  Kreise  der  Kugeloberfläche  geht  über  in: 

/9QN  (20)    ,     (30)  _  ^ 

^^^^ (2r)  +  (3r)  — ^' 

wenn  man  annimmt,  dass  die  harmonischen  Punkte  unendlich 
nahe  an  einander  liegen,  und  die  von  ihnen  begrenzten  Stücke 
des  grössten  Kreises  können  als  gerade  Linien  betrachtet 
werden. 

Ebenso  geht  die  Bedingungsgleichung  (22)  für  Punkte 
der  Involution  auf  einem  grössten  Kreise  der  Kugeloberfläche 
über  in: 

fOA\  1    _   (12)  •  (34)  •  (50) 

^  ^ (14)  .  (30)  •  (52)  ' 
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wenn  die  Punkte  der  Involution  unendlich  nahe  an  einander 
liegen  y  und  die  von  ihnen  begrenzten  Stücke  des  grossten 
Kreises  werden  gerade  Linien. 

Nimmt  man  daher  die  Gleichung  (23)  als  Definition  der 
harmonischen  Punkte  auf  einer  geraden  Linie,  und 
die  Gleichung  (24)  als  Definition  der  Punkte  der  Involu- 
tion auf  einer  geraden  Linie,  so  lassen  sich  durch 
das  unendlich  Kleine  die  angegebenen  vier  Sätze  der  Kugel- 
oberflache ohne  Schwierigkeit  auf  die  Ebene  übertragen. 

Schliesslich  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  die  in  der 
vorhergehenden  Vorlesung  angedeuteten  Betrachtungen  des 
Tetraeders  auf  Grund  der  in  dieser  Vorlesung  entwickelten 
Sätze  sich  leicht  ausdehnen  lassen,  was  zu  interessanten  Sätzen 
fuhrt  über  ein  Tetraeder  in  Verbindung  mit  einem  beliebigen 
Punkte  des  Raumes. 
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Das  Pascal'sche  Sechseck  und  damit  verwandte 

Figuren. 


Die  geschickte  Anwendung  der  in  den  beiden  vorher- 
gehenden Vorlesungen  eingeführten  Symbole  führt  oft  mit 
solch  überraschender  Einfachheit  zu  complicirten  geometrischen 
Sätzen,  dass  es  gerechtfertigt  erscheint,  diesem  Gegenstande 
noch  einen  kurzen  Abschnitt  zu  widmen. 

Man  weiss  nach  (15)  der  zweiten  Vorlesung:  wenn  U=  0, 
ifj,  =0,  1/2  =  0  die  Gleichungen  von  Ebenen  sind,  welche 
sich  in  einer  und  derselben  geraden  Linie  schneiden,  dass 
sich  immer  drei  Constanten  h  der  Art  bestimmen  lassen ,  dass 
man  identisch  hat: 

Setzt  man  zur  Abkürzung:  JcU  ==  r^  Tt^TJ^'^  /,  äJj  U2  =  ^'% 
so  stellen  die  Gleichungen: 

r  =  0,     /  =  0,     r"  =  0 
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irgend  welche  drei  Ebenen  dar,  welche  sich  in  einer  und 
derselben  geraden  Linie  schneiden,  unter  der  Bedingung: 

(1) r  +  /  +  /'  =  0. 

Man  kann  daher  sagen,  dass  die  identische  Gleichung  (1) 
die  Bedingung  der  angegebenen  Figur  ausdrücke,  welche 
besteht  aus  drei  Ebenen  r,  die  sich  in  einer  und  derselben 
geraden  Linie  schneiden. 

Um  diese  Figur  weiter  auszuführen,  nehme  man  auf  der 
gemeinsamen  Schnittlinie  der  drei  Ebenen  r  einen  Punkt  P 
als  die  Spitze  einer  dreiseitigen  Pyramide  -4,  deren  drei  Seiten- 
kanten respective  in  den  Ebenen  r  liegen.  Die  Bedingungen 
der  so  erweiterten  Figur  werden  dann  durch  (1)  und  in  glei- 
cher Weise  durch  die   identischen  Gleichungen  ausgedrückt: 

(2)..    a  —  a   "^Ty    a   —  a^L^r ,    a  —  a  ^r  y 

indem  a  =  0,  a'  =  0,  a"  =  0  die  Seitenflächen  der  dreisei- 
tigen Pyramide  A  analytisch  darstellen. 

Beschreibt  man  noch  zwei  andere  dreiseitige  Pyramiden 
B  und  C  mit  der  gemeinsamen  Spitze  P,  deren  Seitenkanten 
gleichfalls  in  den  Ebenen  r  liegen,  so  drücken  sich  die  Be- 
dingungen des  hinzugekommenen  Theiles  der  Figur  in  gleicher 
Weise  durch  die  identischen  Gleichungen  aus: 

(3)..     i'  — 6"  =  r,    h''  —  h^r\    6-6'-/', 

/  j\  '  ft    »r  f  r  tr 

(4)  ..     c  —  c^r,     c   — ^Cr=r,     c  —  c  ^ar  . 

Die  Bedingungen  der  beschriebenen  sehr  complicirten 
Raumiigur  drücken  sich  hiemach  durch  die  zehn  aufgestellten 
Gleichungen  auf  ganz  einfache  Weise  aus.  Der  Vortheil  dieser 
Ausdrucksweise  besteht  aber  darin,  dass  man  aus  den  über- 
sichtlichen identischen  Gleichungen  andere  eben  so  einfache 
ableiten  kann,  deren  geometrische  Deutung  Eigenschaften 
der  Figur  leicht  erkennen  lässt.  Denn  stellt  man  folgende 
Gleichungen : 

h  —  c~:a  Q y     c  —  a:£2  q',    a  —  6^=  (>", 

als  Definition  der  Symbole  Qy  q  ,  q"  auf,  so  sieht  man,  das 
aus  den  angegebenen  zehn  identischen  Gleichungen  folgende 
hervorgehen : 
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(5) q  +  q'  +  q"~0. 

(6)  .  .    b   —  c  ^  Q,    c  —  a  ^  q',    a  —  6  ^  q'\ 

(7)  .  .    V  —  c  ^  Qy    c  —  a'  ^  q\    d  —  V  ^  q" , 
(öj..    0  —  c  ^  Qy    c  —  a:^(>,    a  —  ozzp. 

Die  letzten  9  Gleichungen  beweisen,  dass  die  Ebenen  6 
und  Cy  V  und  c,  6"  und  c"  sich  in  drei  geraden  Linien  schnei- 
den ,  welche  auf  einer  Ebene  q  liegen  u.  s.  w.,  und  die  Glei- 
chung (5),  dass  die  drei  Ebenen  q  durch  eine  und  dieselbe 
gerade  Linie  gehen. 

Alle  Ebenen,  von  welchen  die  beschriebene  Raumfigur 
handelt;  gehen  durch  einen  und  denselben  Punkt  P.  Die  Pro- 
jectionen  derselben  auf  eine  Kugeloberfiäche,  deren  Mittel- 
punkt P  ist,  werden  daher  grösste  Kreise,  und  die  bewiesenen 
Eigenschaften  der  ßaumfigur  lassen  sich  als  Satz  auf  der 
Kugeloberfläche  also  ausdrücken: 

Wenn  die  Ecken  von  drei  sphärischen  Dreiecken 
auf  drei  grössten  Kreisen  r  der  Kugeloberfläche 
liegen,  welche  sich  in  einem  und  demselben  Punkte 
schneiden,  so  schneiden  sicH  die  entsprechenden 
Seiten  je  zweier  dieser  Dreiecke  in  drei  Punkten, 
weiche  auf  einem  grössten  Kreise  p  liegen,  und  die 
drei  grössten  Kreise  q  schneiden  sich  wieder  in 
einem  und  demselben  Punkte  der  Kugeloberfiäche. 

Das  Princip  der  Kugel  lässt  aus  diesem  Satze  folgenden 
hervorgehen: 

Wenn  die  Seiten  von  drei  sphärischen  Dreiecken 
durch  drei  Punkte  r  der  Kugeloberfiäche  gehen, 
welche  auf  einem  grössten  Kreise  liegen,^  so  schnei- 
den sich  die  drei  grössten  Kreise,  welche  die  ent- 
sprechenden Ecken  von  je  zwei  Dreiecken  verbin- 
den, in  einem  und  demselben  Punkte  Qy  und  die 
drei  Punkte  q  liegen  auf  einem  grössten  Kreise. 

Dass  diese  Sätze  der  Kugeloberfläche  ebenfalls  für  die 
Ebene  gelten,  wenn  man  für  die  grössten  !^)Lreise  gerade 
Linien  in  der  Ebene  nimmt,  bedarf  nach  dem  Vorhergehenden 
kaum  der  Erwähnung. 
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Um  eine  zweite  Anwendung  zu  machen  von  den  Sym- 
bolen der  Ebenen^  betrachten  wir  irgend  eine  sechsseitige 
Pyramide,  deren  gegenüberliegende  Seitenflächen  sich  paar- 
weise in  "drei  geraden  Linien  schneiden,  welche  in  einer  und 
derselben  Ebene  liegen.  Eine  solche  sechsseitige  Pyramide 
nennen  wir  eine  PascaTsche  Pyramide  nach  dem  Ent- 
decker der  Eigenschaften  derselben,  und  die  Ebene,  in  wel- 
cher sich  die  gegenüberliegenden  Seitenflächen  derselben  paar- 
weise schneiden,  nennen  wir  die,  der  Pyramide  zugehörige, 
PascaTsche  Ebene. 

Die  Bedingungen  der  PascaFschen  Pyramide  drücken  sich 
nun  einfach  durch  folgende  drei  identische  Gleichungen  aus: 


/ ff 

a  —  a  ^r 


} 


(9) 6  -  6'  =  r'% 

c—c'  =/', 

indem  a  =  0  und  a  =  0,  6  =  0  und  6'  =  0,  c  =  0  und  c  =  0 
die  Gleichungen  der  gegenüberliegenden  Seitenflächen  der 
Pyramide  vorstellen,  und  r"  =  0  die  Gleichung  der  ihr  zu- 
gehörigen PascaFschen  Ebene. 

Alle 'diese  Ebenen,  sowie  diejenigen,  welche  in  der  Folge 
betrachtet  werden,  gehen  durch  die  Spitze  P  der  Pyramide. 

Definirt  man  nun  die  Ausdrücke  a\  6",  c"  durch  die  iden- 
tischen Gleichungen: 

(10)  a"-f  6-f  c'  =  0,    a  +  6'  +  c'^0,    a'+6"-fc  =  0, 

so  hat  man  mit  Zuziehung  der  identischen  Gleichungen  (9) 
auch  folgende: 

(11)  a''  +  6'  +  c  =  0,    a  +  K-^c^Oy    a+h  +  d'^0. 

Diese  sechs  identischen  Gleichungen  beweisen,  dass 
d  «=a  0,  6"  =  0,  c '  =  0  die  Gleichungen  von  drei  Ebenen 
sind,  welche  die  gegenüberliegenden  Seitenkanten  der  sechs- 
seitigen Pyramide  paarweise  verbinden.  Wir  bezeichnen  sie 
mit  dem  Namen  der  Diagonalebenen  der  sechsseitigen 
Pyramide. 

Definirt  man  ferner  zwei  andere  Ausdrücke  r  und  /  durch 
die  identischen  Gleichungen: 


a'  —  d'  ^  r,    a"  —  a^=i  r 
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so  hat  man  mit  Berücksichtigung  von  (10)  und  (11): 


r  ff  //  f 

a  —  a   =^r,    a    —  a  ^  r 


(12) 6'  _  6"  =  r,    r  -h  =  r, 

c  — c    ^r,     c    — c^r, 

und  aus  (9)  und  (12)  folgt: 

(13) r  +  r  +r"=0. 

Noch  andere  identische  Gleichungen  von  derselben  Form 
erhält  man,  wenn  man  drei  Ausdrücke  Q,  q\  q'  durch  die 
identischen  Gleichungen  definirt: 

6  —  c^n  Q,    c  —  a  =-z  Q  ,    a  —  h^  q\ 

aus   welchen  man  mit  Zuziehung  der  vorhergehenden  Glei- 
chungen leicht  folgende  ableiten  kann: 

h  —  c  ^  Q  j    c  —  a  ^1  q' ,    a  —  h  "^  q\   ^ 

(14)  .    V  —  c'  ^  Q  y    c  —  a  ^^  Q  y     a  —  V  ^  q"  , 

6tt        ff  ff         ff f        ff       %ff // 

—  c  ^^  Q  ,    c  —  a  ^^  Q  y     a  —  0  ^  Q  , 

(15) (,  +  p'  +  9'  =  0. 

Die  fünf  Systeme  Gleichungen  (12)  und  (14)  sind  conform 
mit  dem  Systeme  (9),  den  Bedingungen  der  PascaFschen  Py- 
ramide. Sie  sind  also  die  Ausdrücke  für  andere  PascaVsche 
Pyramiden,  die  in  der  betrachteten  ihren  Ursprung  haben, 
und  die  Gleichungen  (13)  und  (15)  liefern  den  Beweis,  dass 
die  diesen  Pyramiden  zugehörigen  PascaFschen  Ebenen  sich, 
zu  dreien  combinirt  in  einer  und  derselben  geraden  Linie 
schneiden. 

Forscht  man  aber  diesem  Ursprünge  näher  nach,  so  er- 
sieht man  aus  (12),  dass  die  geraden  Seitenflächen  und  die 
drei  Diagonalebenen  der  gegebenen  Pascal'schen  Pyramide 
eine  zweite,  und  dass  die  ungeraden  Seitenflächen  und  die 
drei  Diagonalebenen  der  gegebenen  Pascal'schen  Pyramide 
eine  dritte  Pascal'sche  Pyramide  bilden,  beide  mit  denselben 
Seitenkanten  als  die  gegebene  Pyramide.  Die  diesen  drei 
Pyramiden  entsprechenden  PascaFschen  Ebenen  r  schneiden 
sich  nach  (13)  in  einer  und  derselben,  durch  die  gemeinsame 
Spitze  der  Pyramiden  gehenden  geraden  Linie. 


J 


\ 
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Die  sechs  Seitenflächen  und  die  drei  Diagonalebenen  der 
gegebenen  Pascal'schen  Pyramide  bilden  aber,  zu  sechs  com- 
binirt,  nach  (14)  noch  drei  Undere  Pascal'sche  Pyramiden  mit 
denselben  Seitenkanten  als  die  gegebene.  Die  ihnen  ent- 
sprechenden Pascal'schen  Ebenen  q  schneiden  sich  nach  (15) 
in  einer  durch  die  gemeinsame  Spitze  der  Pyramiden  gehen- 
den geraden  Linie. 

Nennt  man,  um  die  bewiesenen  Sätze  durch  Protection 
von  der  gemeinsamen  Spitze  P  der  Pyramiden  als  Mittelpunkt 
auf  die  Eugeloberfläche  zu  übertragen,  ein  sphärisches  Sechs- 
eck auf  der  Eugeloberfläche  ein  PascaPsches  Sechseck 
auf  der  Eugeloberfläche,  wenn  die  gegenüberliegenden 
Seiten  desselben  sich  paarweise  in  drei  Punkten  schneiden, 
die  auf  einem  grossten  Ereise,  dem  PascaTschen  Ereise 
des  Sechsecks,  liegen,  so  kann  man  denselben  folgenden 
Ausdruck  geben: 

Wenn  auf  der  Eugeloberfläche  irgend  ein  Pas- 
caPsches  Sechseck  gegeben  ist,  so  bestimmen  die 
sechs  Seiten  und  die  drei  Diagonalen  desselben,  als 
Seiten  zu  sechs  combinirt,  zwei  Gruppen  von  drei 
PascaTschen  Sechsecken,  deren  Ecken  mit  den 
Ecken  des  gegebenen  Sechsecks  zusammenfallen. 
Die  Sechsecke  der  ersten  Gruppe  sind  das  gegebene, 
ein  zweites  Sechseck,  gebildet  aus  den  geraden  Sei- 
ten des  gegebenen  und  den  drei  Diagonalen,  und 
ein  drittes  Sechseck,  gebildet  aus  den  ungeraden 
Seiten  und  den  Diagonalen.  Die  PascaTschen  Ereise 
r  der  ersten  Gruppe  schneiden  sich  in  einem  und 
demselben  Punkte;  ebenso  schneiden  sich  die  Pas- 
caTschen  Ereise  9  der  zweiten  Gruppe  wieder  in 
einem  Punkte. 

Aus  der  Uebereinstimmung  der  in  dieser  Untersuchung 
aufgestellten  Gleichungen  mit  den  Gleichungen,  welche  die 
vorhergehende  darbot,  ist  man  zu  schliessen  berechtigt,  dass 
beide  Untersuchungen  in  ihrem  Verlauf  dieselben  Raumfiguren 
ergeben.  Den  einzigen  Unterschied  führen  die  Gleichungen 
(10)  und  (11)  herbei,  welche  in  der  ersten  Untersuchung 
fehlen.     Da  diese  Gleichungen   aber  eine  Beschränkung  aus- 
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drücken,    so  sieht  man,    dass  die   Figur  der   letzten  Unter- 
suchung einen  specielleren  Charakter  hat. 

Um  schliesslich  noch  eine  Eigenthömlichkeit  der  beschrie- 
benen specielleren  Raumfigur  vorzuführen,  definiren  wir  drei 
Ausdrücke  JB,  und  drei  Ausdrücke  P  durch  folgende  iden- 
tische Gleichungen: 

r"-r    ^B,     (>"-(>'  =P, 

(16) r    -r-^.R\      Q-g=r, 

r'  —r   =  R\    Q.-Q=  F', 

woraus  mit  Hülfe  der  vorhergehenden  identischen  Gleichungen 
folgende  hervorgehen: 

R  +  P_3a,    R  +  P^'da,    R' +  P  =3a\ 
(17)    R  +  PziE3b,    R  +  P=^3b\    ir'  +  p-^Sfc' 
R  +  P'=Scy    B'  +  P'— 3c,    -R"-fP"  =  3c 

Vergegenwärtigt  man  sich  die  Gleichungen  (13),  (15) 
und  (16),  so  sieht  man,  dass  ü  ==«  0,  JB'  ==  0,  jR"  =  0  die 
den  drei  Ebenen  r,  r  ,  r"  in  ihren  möglichen  Combinationen 
entsprechenden  vierten  harmonischen  Ebenen,  und  dass  P=  0 
P'  =  0^  P"  =  0  die  den  drei  Ebenen  q,  q\  ()"  *entsprechen- 
den  vierten  harmonischen  Ebenen  darstellen,  während  die 
Gleichungen  (17)  den  Beweis  liefern,  dass  die  drei  vierten 
harmonischen  Ebenen  der  ersten  Gruppe  die  drei  vierten  har- 
monischen Ebenen  der  zweiten  Gruppe  in  neun  geraden  Linien 
schneiden,  welche  auf  den  Seitenflächen  und  den  Diagonal- 
ebenen der  betrachteten  PascaFschen  Pyramide  liegen. 

Man  hat  daher  im  Anschluss  an  den  oben  angegebenen 
Satz  folgenden: 

Die  drei  vierten  harmonischen  grössten  Kreise 
zu  den  drei  PascaTschen  Kreisen  r  schneiden  die 
drei  vierten  harmonischeu  grössten  Kreise  zu  den 
drei  Pasc aTs che n  Kreisen  9  in  neun  Punkten,  welche 
auf  den  Seiten  und  den  Diagonalen  des  gegebenen 
PascaTschen  Sechsecks  liegen. 

Das  Princip  der  Kugel  angewendet  auf  diese  Sätze  führt 
auf  neue  Sätze.    Alle  diese  Sätze  kann  man  auch  auf  die  Ebene 
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übertragen^  indem  man  gerade  Linien  in  der  Ebene  für  die 
grossten  Kreise  der  Eugeloberfläche  nimmt. 

An  die  vorhergehende  Betrachtung  der  Pascarschen  sechs- 
seitigen Pyramide ;  deren  Bedingungen  die  Gleichungen  (9) 
ausdrücken,  schliessen  wir  noch  folgende  zusätzliche  Be- 
merkungen an. 

Wie  eine  zwischen  den  variabeln  Coordinaten  lineare 
Gleichung  eine  Ebene  definirt;  so  definirt  irgend  eine  ge- 
gebene Gleichung  zwischen  denselben  Coordinaten  eine  Ober- 
fläche. Ist  die  gegebene  Gleichung  von  der  zweiten  Ordnung, 
das  heisst,  besteht  sie  aus  Gliedern,  die  nur  die  Quadrate  der 
Coordinaten  und  die  Producte  derselben  in  der  zweiten 
Dimension  neben  Gliedern  der  ersten  und  nullten  Ordnung 
enthalten,  so  sagt  man,  die  Oberfläche  sei  von  der  zweiten 
Ordnung.     Hiernach  ist  zum  Beispiel: 

(18)  . .  r"r'  -  r'{a  -^b  +  c) +  hc  +  ca  +  ah  =  0 

die  Gleichung  einer  bestimmten  Oberfläche  zweiter  Ordnung. 
Diese  Gleichung  geht,  wenn  man  a  gleich  0  setzt,  mit  Bück- 
sicht auf  (9)  über  in: 

Die  Gleichung  (18)  wird  also  erfüllt,  wenn  man  a  «=  0  und 
zugleich  6'  «=  0  setzt,  das  heisst,  für  die  Coordinaten  aller 
Punkte,  welche  in  der  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  a  =  () 
und  &'e=  0  liegen,  die  sich  in  einer  Seitenkante  der  gegebe- 
nen PascaFschen  sechsseitigen  Pyramide  schneiden.  Diese 
Seitenkante  liegt  daher  in  der  durch  die  Gleichung  (18)  ge- 
gebenen Oberfläche  zweiter  Ordnung. 

Da  sich  dieselben  Bemerkungen  bei  jeder  Seitenkante 
jener  Pascal'schen  Pyramide  wiederholen,  so  liegen  sämmt- 
liche  sechs  Seitenkanten  der  gegebenen  Pascal'schen  Pyramide 
in  der  durch  die  Gleichung  (18)  gegebenen  Oberfläche  zweiter 
Ordnung. 

Eine  charakteristische  Eigenschaft  dieser  Oberfläche  lässt 
sich  leicht  aus  ihrer  Gleichung  (18)  erkeimen,  wenn  man  die 
Spitze  P  der  Pyramide  in  den  Coordinatenanfangspunkt  legt. 
Denn  in  dieser  Voraussetzung  werden  die  Ausdrücke  a,  6,  c,  r" 
woraus  die  Gleichung  (18)  zusammengesetzt  ist,  lineare  homo- 
gene Ausdrücke  von  der  Form: 
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ux  -^  vy  -\-  W0 , 

welche  sammtlich  den  Factor  Je  erhalten  ^    im  Uebrigen  aber 

nngeändert  bleiben,  wenn  man  für  x,  y^  z   respective  setzt 

1c x^  hy,  Icz,    Durch  diese  Aenderung  erhalt  der  linke  Theil  S 

der  Gleichung  (18)  den  Factor  h'^,  bleibt  aber  im  Uebrigen 

ungeändert. 

Wenn  daher  x^  y,  z  ^e  Coordinaten  irgend  eines  Punk- 
tes der  Oberfläche  (18)  sind,  so  sind  auch  hx^  ky,  kz  die 
Coordinaten  eines  Punktes  derselben  Oberfläche.  Geometrisch 
bedeutet  dieses,  dass  jede  gerade  Linie,  welche  irgend  einen 
Punkt  der  Oberfläche  mit  dem  Coordinatenanfangspunkt  P 
verbindet,  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  in  der  Oberfläche 
liegt.  Die  Oberfläche  (18)  besteht  daher  aus  lauter  geraden 
Linien,  die  in  dem  Punkte  P  zusammenstossen.  Eine  solche 
Oberfläche  nennt  man  einen  Kegel,  und  da  derselbe  durch 
eine  Gleichung  zweiter  Ordnung  (18)  definirt  wird,  einen 
Kegel  zweiter  Ordnung.  Man  hat  daher  den  Satz  „dass  die 
sechs  Seitenkanten  einer  Pascal'schen  Pyramide  in  einem  Kegel 
zweiter  Ordnung  liegen". 

Um  die  wahre  Bedeutung  dieses  Satzes  zu  erkennen, 
bedarf  es  zweier  Voraussetzungen,  die  freilich  erst  in  den 
späteren  Untersuchungen  bewiesen  werden ;  erstens,  dass  ein 
Kegel  zweiter  Ordnung  durch  fünf  Kanten  desselben  unzwei- 
deutig bestimmt  ist,  zweitens,  dass  eine  durch  zwei  Kanten 
des  Kegels  zweiter  Ordnung  gelegte  Ebene  den  Kegel  nur  in 
diesen  zwei  Kanten  schneidet.  [Wir  weisen  auf  die  vierzehnte 
Vorlesung  hin,  in  welcher  die  Voraussetzungen  bewiesen  wer- 
den.] Denn  macht  man  diese  Voraussetzungen,  so  sieht  man, 
dass  der  angegebene  Satz  alle  Kanten  des  Kegels  zweiter  Ord- 
nung linear  construiren  lehrt,  wenn  fünf  Kanten  des  Kegels 
gegeben  sind;  woraus  wiederum  folgt  „dass  alle  einem  Kegel 
zweiter  Ordnung  einbeschriebenen  sechsseitigen  Pyramiden 
Pascal'sche  Pyramiden  sind."     , 

Definirt  man  einen  sphärischen  Kegelschnitt  als 
die  Schnittcurve  eines  Kegels  zweiter  Ordnung  und  einer 
Kugel,  deren  Mittelpunkt  in  der  Spitze  des  Kegels  liegt,  so 
überträgt  sich  der  bewiesene  Satz  auf  die  Kugeloberfläche 
wie  folgt: 

Hk»sk,  »nalyt.  Geometrie  d.  Baumes.    3.  Aufl.  4 


50  Vierte  Vorlesung. 

Die  Ecken  eines  PascaTschen  Sechsecks  auf 
der  Kugeloberfläche  liegen  auf  einem  sphärischen 
Kegelschnitt. 

Der  aus  den  angegebenen  Voraussetzungen  hervorgegan- 
gene Satz,  auf  die  Kugeloberfläehe  übertragen,  lässt  sich  also 
wiedergeben: 

Jedes,  einem  sphärischen  Kegelschnitt  einbe- 
schriebene sphärische  Sechseck  ist  ein  Pascal'- 
sches  Sechseck. 

Das  Princip  der  Kugel,  angewendet  auf  diese  beiden  Sätze, 
veranlasst  die  Frage,  welches  die  Curve  sei,  die  von  den  gross- 
ten  Kreisen  der  Kugeloberfläche  berührt  wird,  deren  Pole 
einen  sphärischen  Kegelschnitt  beschreiben.  Es  lässt  sich 
nachweisen,  wozu  die  späteren  Untersuchungen  [in  der  vier- 
zehnten Vorlesung  über  Kegel  zweiter  Ordnung]  die  Mittel 
bieten,  dass  diese  grossten  Kreise  einen  sphärischen  Kegel- 
schnitt berühren.  Setzt  man  dieses  als  bewiesen  voraus,  so 
ergeben  sich  durch  das  Princip  der  Kugel  aus  den  zuletzt 
angegebenen  Sätzen  neue,  die  sich,  gleich  wie  jene,  auch 
auf  die  Ebene  übertragen  lassen. 


Die  Geometrie  auf  der  Kugeloberfläche,  aus  welcher  in  den  vor- 
Btehenden  Vorlesungen  nur  einzelne  Sätze  entwickelt  worden  sind,  ist 
allgemeiner,  pIs  die  Geometrie  in  der  Ebene.  Denn  wenn  man  Punkte 
und  gerade  Linien  in  der  Ebene  als  Punkte  und  grösste  Kreise  auf  der 
Kugeloberfläehe  auffasst,  so  hat  nicht  jeder  Satz  in  der  Ebene,  ohne 
Beschränkung  auf  diis  unendlich  Kleine,  seinen  entsprechenden  Satz  auf 
der  Kugeloberfläche.  Dagegen  hat  jeder  Satz  auf  der  Kugeloberfläche 
seine  Gültigkeit  in  der  Ebene,  wenn  die  Figur,  von  welcher  der  Satz 
handelt,  sich  auf  einen  unendlich  kleinen  Theil  der  Kugeloberfläehe 
beschränken  lässt. 

Die  Zahl  der  Sätze  auf  der  Kugeloberfläche  ist  viel  grösser,  als 
die  Zahl  der  Sätze  in  der  Ebene.  Ueberdies  hat  die  Geometrie  auf 
der  'Kugeloberfläche  den  Vortheil  zweier  Uebertragungsprincipe  zur 
Verdoppelung  der  Sätze,  des  genannten  Principes  der  Kugel  und  des 
Principes  der  Reciprocität,  während  die  Geometrie  in  der  Ebene  nur 
von  letzterem  Gebrauch  machen  kann.  Es  lassen  sich  daher  die  Sätze 
auf  der  Kugeloberfläche  in  einen  viel  innigeren  Zusammenhang  bringen, 
als  die  entsprechenden  Sätze  in  der  Ebene. 

In  der  Ebene  lassen  sich  zum  Beispiel  eine  Ellipse  und  ihre 
Brennpimkte  nicht  als  entsprechende  Figur  einer  Hyperbel  und  ihrer 
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Asymptoten  auffassen.  Darum  kennt  man  -in  der  Ebene  auch  keine 
Verbindung  zwischen  den  Sätzen  von  den  Brennpunkten  einer  Ellipse 
ond  den  Sätzen  von  den  Asymptoten  einer  Hyperbel.  Auf  der  Eugel- 
oberfiäche  ist  das  Princip  der  Kugel  das  Band  zwischen  diesen  Sätzen. 
Denn  den  Brennpunkten  eines  sphärischen  Kegelschnittes  entsprechen 
nach  dem  erwähnten  Principe  die  Asymptoten  eines  anderen  sphärischen 
Kegelschnittes,  wie  umgekehrt. 

Die  Geometrie  auf  der  Kugeloberfläche  kennt  keinen  Unterschied 
zwischen  sphärischer  Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel.  Ein  sphärischer 
Kegelschnitt  hat  sowohl  Brennpunkte  wie  Asymptoten.  Es  lassen  sich 
darum  die  Eigenschaften  der  drei  Gattungen. Kegelschnitte  in  der  Ebene, 
die  dort  getrennt  behandelt  werden,  auf  der  Kugeloberfläche  an  einem 
und  demselben  sphärischen  Kegelschnitt  stndiren. 

Zur  Einleitung  in  das  Studium  der  sphärischen  Kegelschnitte  sei 
folgende  Aufgabe  empfohlen: 

„Den  geometrischen  Ort  eines  Punktes  c  auf  der  Kugel  Oberfläche 

„zu  bestimmen,  zwischen  dessen  sphärischen  Abständen  ca  und  eh  von 

„zwei  gegebenen  Punkten  a  und  h  auf  der  Kugeloberfläche  die  Relation 

besteht: 

ca^  ch  ^^^  2-4. 


»» 


Es  wird  sich  zeigen,  dass  der  Radius  der  Kugel,  welcher  durch  den 
variabeln  Punkt  c  geht,  einen  Kegel  zweiter  Ordnung  beschreibt.  Nach 
der  Definition  ist  dann  der  gesuchf^  geometrische  Ort  des  Punktes  c  ein 
sphärischer  Kegelschnitt. 

Diese  aus  den  Brennpunkten  a  und  h  der  Ellipse  in  der  Ebene  auf 
der  Kugeloberfläche  nachgebildete  Curve  ist  zugleich  der  Hyperbel  nach- 
gebildet. Denn  ist  d  der  Punkt  auf  der  Kugeloberfläche,  in  welchem 
der,  durch  a  gehende  Durchmesser  die  Kugeloberfläche  zum  zweiten 
Male  trifft,  so  ist: 

ca  +  cd  =  '2Ä, 

und  wenn  man  die  erste  Relation  von  dieser  abzieht: 

cd  —  ch  =  2E  —  2Ä, 

welches  beweist,  das»,  wenn  man  für  die  Brennpunkte  a  und  b  die 
Brennpunkte  d  und  b  nimmt,  für  diese  letzteren  die  Differenz  der  Breun- 
strahlen  eine  constante  Grdsse  ist,  wie  für  die  ersteren  die  Summe. 

Construirt  man  zu  der  in  Rede  stehenden  Figur  die  Polarfigur, 
nämlich  demjenigen  sphärischen  Kegelschnitt,  welcher  nach  der  letzten 
Bemerkung  in  der  Vorlesung  von  dem  grössten  Kreise  berührt  wird, 
dessen  Pol  der  variable  Punkte  ist,  und  die  grössten  Kreise ,  deren  Pole 
a  und  b  sind,  so  sind  diese  beiden  grössten  Kreise  die  Asymptoten 
des  construirten  Kegelschnittes.  Denn  man  hat  mit  der  Lösung  der 
vorgelegten  Aufgabe  und  durch  das  Princip  der  Kugel  zugleich  den 
Beweis  des  Satzes: 

„Wenn  eine  Seite  eines  sphärischen  Dreiecks  sich  so  bewegt,  dass 
„der  Inhalt  des  Dreiecks  unverändert  bleibt,  so  berührt  die  bewegliche 

4* 
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„Seite  in  allen  ihren  Lagen  einen  und  denselben  sphärischen  Kegelschnitt, 
„dessen  Asymptoten  die  beiden  anderen  Seiten  des  Dreiecks  sind. 

Wenn  wir  noch  weiter  vorgreifen  wollen  in  die  spätere  Yoriesnng 
über  die  Ereisschnitte  der  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  so  können  wir 
hier  schon  die  Frage  erheben  „nach  dem  Zusammenhange  der  Asymp- 
toten eines  sphärischen  Kegelschnittes  und  den  Kreisschnitten  des  Kegels 
zweiter  Ordnung,  welcher  auf  der  Kugeloberfläche  den  sphärischen 
Kegelschnitt  begrenzt".  Man  wird  finden,  dass  die  Asymptotenebenen 
den  Kegel  in  Kreisen  schneiden. 


Fünfte  Vorlesung. 
Der  Punkt  im  Räume  und  Punkte  im  Räume. 


Wie  die  Lage  eines  Punktes  im  Kaume  durch  drei 
G  rossen ;  durch  seine  Goordinaten  unzweideutig  bestimmt 
ist;  so  kann  man  auch  die  Lage  einer  beliebigen  Ebene  im 
Räume  durch  drei  Grössen  ausdrücken.  Ist  nämlich  die  Glei- 
chung irgend  einer  Ebene: 

(1) wa?  +  vy  +  ^^  +  1  =  0 

gegeben ;  auf  welche  Form  sich  die  Gleichung  jeder  Ebene 
zurückführen  lässt^  so  sieht  man^  dass  die  Lage  dieser  Ebene 
allein  abhängt  von  den  Werthen  der  Gonstanien  w,  v,  w, 
welche  linear  in  die  Gleichung  eingehen.  Weil  diese  Con- 
stanten die  Lage  der  Ebene  im  Räume  unzweideutig  bestim- 
men ^  so  werden  wir  sie  die  Goordinaten  der  Ebene  nennen^ 
oder  Ebenencoordinaten,  zum  Unterschiede  von  den  einen 
Punkt  im  Räume  bestimmenden  Punktcoordinaten. 

Sind  demnach  die  Goordinaten  u,v,w  einer  Ebene  ge- 
geben,  so  kann  man  aus*ihnen  die  Gleichung  (1)  zusammen- 
setzen, die  Gleichung  der  Ebene,  durch  welche  die  Ebene 
selbst  im  Räume  bestimmt  ist.  Die  Goordinaten  der  Ebene^ 
geometrisch  gedeutet,  sind  also  die  negativen  reciproken  Ab- 
schnitte,  welche  die  Ebene  auf  den  Coordinatenaxen  macht. 

Fragt  man  nach  den  Eigenschaften  aller  Punkte,  deren 
Goordinaten  irgend  einer  gegebenen  linearen  Gleichung  der 
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Coordinateu  genügen^  so  weiss  man,  dass  alle  diese  Punkte 
auf  einer  und  derselben  Ebene  liegen.  Die  analoge  Frage  im 
Falle  Ton  Ebenencoordinaten  stellt  sich  so:  welche  Eigen- 
schaften haben  alle  Ebenen,  deren  Goordinaten  irgend  einer 
gegebenen  linearen  Gleichung  genügen: 

(2) ^w  +  JBt;  +  C«;  +  2)  =  0  . 

Es  wird  sich  zeigen,  dass  alle  diese  Ebenen  durch  einen 
und  denselben,  durch  die  Gleichung  (2)  bestimmten  Punkt 
hindurchgehen.  Wenn  nun  im  ersten  Falle  die  gegebene,  in 
Punktcoordinaten  lineare  Gleichung  die  Gleichung  der  Ebene 
genannt  wurde,  so  verlangt  die  Analogie  in  dem  anderen 
Falle,  dass  man  die  gegebene,  in  Ebenencoordinaten  lineare 
Gleichung  (2)  die  Gleichung  des  Punktes  nenne,  durch 
welchen  alle  jene  Ebenen  gehen.  Von  dieser  Benennungs- 
weise soll  in  dem  Folgenden  ein  vielfältiger  Gebrauch  ge- 
macht werden. 

Es  bleibt  aber  noch  nachzuweisen  übrig,  dass  alle  Ebe- 
nen (1),  deren  Goordinaten  der  Gleichung  (2)  genügen,  wirk- 
lich durch  einen  und  denselben  Punkt  hindurchgehen.  Um 
diesen  Nachweis  zu  fQhren,  kann  man  bemerken,  dass  in  der 
Gleichung  (2)  die  Goordinaten  u,  v  beliebige  Werthe  anneh- 
men, dass  aber  der  Werth  von  w  durch  sie  bestimmt  ist. 
Setzt  man  daher  diesen  Werth  von  w  in  die  Gleichung  (1), 
so  erhält  man  die  Gleichung  aller  Ebenen  (1),  deren  Goor- 
dinaten der  Gleichung  (2)  genügen,  in  der  Form: 

(3)..    (Cx-- Az)u  +  (Cy-Bz)v  +  (C-^D0)=^O 

mit  den  beiden  ganz  willkürlichen  Gonstanten  ti,  v.  Diese 
Gleichung  ist  aber  zusammengesetzt  aus  den  Gleichungen  der 
drei  Ebenen: 

(4)  .  .  Cx  —  A0  =  O,    Cy  -^  Bz  =  0,    C—Dz  =  0. 

Die  Ebene  (3)  geht  also  durch  den  Schnittpunkt  P  der  drei 
Ebenen  (4),  dessen  Goordinaten  sind: 

,-.  ABC 

(P)    ^  =  D>    y=^n>    ^  =  D' 

Dieser  Punkt  P  ist  es  also,  welchen  die  Gleichung  (2) 
analytisch  darstellt.     Es  ergiebt  sich  hieraus  zugleich  eine 
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Regel  für  die  Bestimmung  der  Coordinaten  eines,  durch  seine 
Gleichung  gegebenen  Punktes,  wie  für  die  Bildung  der  Punkt- 
gleichung, wenn  die  Coordinaten  des  Punktes  gegeben  sind. 
Denn  bringt  man  dje  gegebene  Punktgleichung  (2)  durch 
Multiplication  mit  einem  constanten  Factor  auf  die  Form ,  in 
welcher  das  constante  Glied  gleich  der  Einheit  ist,  so  sind 
die  Coefficienten  von  u,  v,  w  die  Coordinaten  des  Punktes. 
Multiplicirt  man  dagegen  die  gegebenen  Coordinaten  eines 
Punktes  respective  mit  den  Ebenencoordinaten  und  setzt  die 
Summe  dieser  Producte  zur  Einheit  addirt  gleich  0,  so  hat 
man  die  Gleichung  des  Punktes. 

Da  die  Gleichung  (l),  welche  durch  die  Gleichung  (2) 
auf  die  Form  (3)  gebracht  wurde,  in  dieser  Form  mit  den 
beiden  willkürlichen  Constanten  u,  v  nach  (14)  der  zweiten 
Vorlesung  alle  möglichen  Ebenen  darstellt,  welche  durch  den 
Punkt  P  gehen,  so  sieht  man,  dass  die  variabeln  Ebenen- 
coordinaten «i,  V,  w,  welche  nur  der  Gleichung  (2),  der  Glei- 
chung des  Punktes  P,  genügen,  allen  möglichen  Ebenen 
zugehören,  welche  durch  diesen  Punkt  gehen. 

Die  Form  (2)  der  Gleichung  des  Punktes  wird  fortan  die 
allgemeine  Form  der  Gleichung  des  Punktes  genannt 
werden  zum  Unterschiede  von  der  Form: 

(6) ate  +  6t;  -}-  c«<?  +  1  =  0, 

die  wir  die  Normalform  der  Gleichung  des  Punktes 
nennen. 

(7)  .  .  .  Wenn  die  Coordinaten  U,  V,  W  einer  Ebene 
und  die  Gleichung  eines  Punktes  im  Räume  in  der 
Normalform  gegeben  sind,  den  senkrechten  Ab- 
stand ^  des  Punktes  von  der  Ebene  zu  bestimmen. 

Diese  Aufgabe  lässt  sich  leicht  zurückführen  auf  die  Auf- 
gabe (7)  in  der  zweiten  Vorlesung.  Denn  es  ist  die  Gleichung 
der  Ebene  in  der  Normalform: 

-y(u*  +  v^+w^)       ' 

und  wenn  (6)  die  gegebene  Gleichung  des  Punktes  ist,  so  hat 
man  die  Coordinaten  desselben 

a,    6,    c , 


.  -■  ' 
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Daraus  ergiebt  sich  nun  nach  der  in  (8)  der  zweiten 
Vorlesung  angegebenen  Kegel  der  senkrechte  Abstand  des 
Punktes  von  der  Ebene: 

.  ^Ua+Vb+Wc+  \ 

'y{u*'+'v*  +  w*)  ' 

Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  (6),  so  kann  man 
folgende  ßegel  aufstellen: 

(8)  .  .  .  Wenn  man  den  linken  Theil  einer  in  der 
Normalform    gegebenen    Gleichung    eines   Punktes 

dividirt  durch  ^'(w^  +  t;^ -f"  ^')7  so  drückt  derQuotient 
den  senkrechten  Abstand  des  Punktes  von  einer, 
durch  ihre  Coordinaten  w,  v,  lo  gegebenen  Ebene 
aus.  * 

Setzt  man: 
.^vs  A   ^:z  a  u  -{-  h  V  -{-  c  w  -^^  l , 

so  wird  nach  (8): 

(10) Ä  —  Äi==^i) 

die  Bedingung  ausdrücken,  dass  eine,  durch  ihre  Coordinaten 
u,  Vf  w  bestimmte  Ebene  von  den,  äurch  ihre  Gleichungen 
-4=0  und  ^,  =  0  gegebenen  Punkten  gleich  weit  abstehe. 
Da  (10)  aber  die  Gleichung  eines  Punktes  ist,  so  werden  alle 
Ebenen,  deren  senkrechte  Abstände  von  den  beiden  Punkten 
gleich  sind,  durch  jenen  Punkt  hindurchgehen.  Es  ist  dieses 
bekanntlich  derjenige  Punkt,  der  auf  der  Verbindungslinie 
der  beiden  gegebenen  Punkte  in  dem  unendlichen  liegt. 

Sind  die  senkrechten  Abstände  der  Ebene  von  den  beiden 
gegebenen  Punkten  gleich,  aber  von  entgegengesetzten  Vor- 
zeichen, so  hat  man  dafür  die  Bedingung: 

(11) ^  +  J,  =0, 

v^relches  die  Gleichung  desjenigen  Punktes  ist,  der  die  Ver- 
bindungslinie der  beiden  gegebenen  Punkte  ^4.  =  0  und  A^=Q 
halbirt.  Denn  alle  Ebenen,  welche  durch  diesen  Punkt  gehen, 
haben  von  den  beiden  gegebenen  Punkten  gleiche,  aber  dem 
Vorzeichen  nach  entgegengesetzte  Abstände.  Man  hat  daher 
den  Satz: 
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(12)  .  .  .  Wenn  ^4  =  0  und  -4,  «=  0  die  Gleichungen 
zweier  gegebenen  Punkte  in  der  Normalform  sind, 
so  sind  A  —  ^j  =  0  und  A-^  Ä^  =  0  die  Gleichungen 
zweier  anderen  Punkte  auf  der  Verbindungslinie 
der  ersteren,  von  welchen  der  eine  in  dem  Un- 
endlichen liegt;  der  andere  die  Verbindungslinie 
halbirt. 

Die  Bemerkung;  dass  die  Gleichungen  (10)  und  (11)  der 
Punkte;  welche  auf  der  Verbindungslinie  der  gegebenen  Punkte 
A^=0  und  -4|  =  0  liegen;  aus  den  Gleichungen  der  ge* 
gebenen  Punkte  zusammengesetzt  sind;  lässt  sich  erweitem, 
wie  folgt: 

(13)  .  .  .  Wenn  zwischen  den  Gleichungen  dreier 
Punkte  U  =  Oy  Z7,  =0;  £^2=  0  die  Identität  statt  hat: 

so  liegen  die  drei  Punkte  auf  einer  und  derselben 
geraden  Linie. 

Die  Coordinaten  aller  Ebenen;  welche  durch  die  beiden  Punkte 
ü'=0  und  ?7,  =  0  hindurchgehen;  genügen  diesen  beiden 
Gleichungen  zugleich;  sie  genügen  also  auch;  mit  Rücksicht 
auf  die  Identität,  der  Gleichung  I/j  =  0.  Da  aber  alle  Ebe- 
nen; deren  Coordinaten  der  Gleichung  1/2  =  0  genügen,  durch 
einen  und  denselben  Punkt  f/^j  =  0  gehen ;  und  die  vorhin 
erwähnten  Ebenen;  welche  durch  die  Verbindungslinie  der 
beiden  Punkte  gehen ;  mit  zu  diesen  Ebenen  gehören;  so  muss 
der  Punkt  Pj  =  0  auf  der  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte 
liegen. 

(14)  .  .  .  Wenn  zwischen  den  Gleichungen  von  vier 
Punkten  [7=0;  t^,  =  0;  U^^O,  f/3  =  0  die  Identität 
statt  hat: 

jcU+h,U,+Jc^U2  +  hü,  =  0, 

so  liegen  die  vier  Punkte  auf  einer  und  derselben 
Ebene. 

Man  hat  nur  eine  Ebene ;  deren  Coordinaten  den  drei  Punktr 
gleichungen  ü  =0,  U^  =0,  f/j  =  0  zu  gleicher  Zeit  ge- 
nügen;   nämlich  die  Ebene ;   welche  durch  die  drei  Punkte 
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hindurchgeht  Die  Coordinaten  dieser  Ebene  genügen^  mit 
Rücksicht  auf  die  Identität;  der  Gleichung  U^  =^  0.  Da  nun 
alle  Ebenen^  welche  der  Gleichung  IJ^  =»  0  genügen,  durch 
einen  und  denselben  Punkt  17-^  =  0  gehen ,  so  muss  auch  die 
angegebene  Ebene  durch  diesen  Punkt  gehen. 

Die  beiden  letzten  Sätze  (13)  und  (14)  ^  welche  analog 
gebildet  sind,  wie  die  Sätze  (13)  und  (14)  der  zweiten  Vor- 
lesung, kann  man  umkehren,  wie  jene: 

(15)  ...  Wenn  U=0,  U^=0,U^  =  0  die  Gleichungen 
von  drei  Punkten  sind,  welche  auf  einer  und  der- 
selben geraden  Linie  liegen,  so  lassen  sich  immer 
drei  Constanten  k  der  Art  bestimmen,  dass  man 
identisch  hat: 

(16)  ..  .  Wenn  17=0,  Z7,  =  0,  U^  =  0,  U^  =  0  die  Glei- 
chungen  von  vier  Punkten  sind,  welche  auf  einer 
und  derselben  Ebene  liegen,  so  lassen  sich  immer 
vier  Constanten  k  der  Art  bestimmen,  dass  man 
identisch  hat: 

kU+  A-,  Uy+k2U^  +  k^ü^  =  0, 

Die  Beweise  dieser  umgekehrten  Sätze  (15)  und  (16) 
ergeben  sich  aus  den  Beweisen  der  analogen  Sätze  (15)  und 
(16)  in  der  zweiten  Vorlesung;  man  braucht  nur  die  Bedeu- 
tung der  Punkte  und  Ebenen  zu  vertauschen. 

Betrachtet  man  irgend  ein  ebenes  Dreieck,  dessen  Ecken 
durch  die  Punktgleichungen  in  der  Normalform  gegeben  seien : 

J.o  =  0,     ^1  =  0,     ^2  =  0, 

so  hat  man  nach  dem  Vorhergehenden  für  die  Halbirungs- 
punkte  der  Seiten  die  Gleichungen: 

A,  +  Ä,^0,    A,  +  A,  =  0,    Ä,  +  A,=0, 

und  die  Gleichung: 

^0  +  ^1  +  A  =  0 

stellt  einen  Punkt  im  Räume  dar,  der  nach  (14)  in  der  Ebene 
des  Dreiecks  und  nach  (13)  auf  jeder  der  drei  geraden  Linien 


">. 
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liegt,  welche  die  Mittelpunkte  der  Seiten  des  Dreiecks  ver- 
binden mit  den  gegenüberliegenden  Ecken.  Es  ist  dieses  ein 
Satz^  dem  man  folgenden  Ausdruck  geben  kann: 

Wenn  man  die  Mittelpunkte  der  Seiten  eines 
ebenen  Dreiecks  verbindet  durch  drei  gerade  Li- 
nien mit  den  ihnen  gegenüberliegenden  Ecken,  so 
schneiden  sich  die  drei  Verbindungslinien  in  einem 
und  demselben  Punkte,  dem  Schwerpunkte  des 
Dreiecks. 

Drücken  die  Punktgleichungen  in  der  Normalform: 

^0  =  0,     J,  =0,    A,  =  {),    A,  =  0 

die  Ecken  eines  Tetraeders  aus,  so  hat  mau  für  die  Halbirungs- 
2)unkte  der  Kanten  die  folgenden  Gleichungen: 

^  +  ^,  =0,  ^,  +  ^  =  0, 
^  +  ^,  =  0,  A,  +  At  =  0, 
A,-\-A,^.0,      A,  +  A^^{). 

Zwei  von  diesen,  in  derselben  Horizontallinie  stehenden  Glei- 
chungen zu  einander  axidirt  geben  dreimal  die  Gleichung: 

A,  +  A,  +  A,  +  Ä,  =  0, 

wodurch  nach  (13)  der  Beweis  des  Satzes  geführt  ist: 

Wenn  man  die  Mittelpunkte  der  gegenüberlie- 
genden Kanten  eines  Tetraeders  durch  drei  gerade 
Linien  verbindet,  so  schneiden  sich  die  drei  Ver- 
bindungslinien in  einem  und  demselben  Punkte. 

Man  kann  aber  auch  die  zuletzt  angeführte  Gleichung 
vier  Mal  zertheilen  in  die  Summe  von  drei  Gliedern  +  einem 
(iliede,  woraus  nach  (13)  der  Satz  entspringt: 

Wenn  man  den  Schwerpunkt  einer  jeden  Seiten- 
fläche eines  Tetraeders  durch  eine  gerade  Linie 
verbindet  mit  der  gegenüberliegenden  Ecke  des 
Tetraeders,  so  schneiden  sich  die  vier  Verbindungs- 
linien in  einem  und  demselben  Punkte. 


■■S^^y^^V  £'■ 
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Die  Analogie,  welche  die  vorstehenden  Untersuchungen 
mit  der  zweiten  Vorlesung  bieten,  erstreckt  sich  auch  auf  die 
folgenden  Untersuchungen  und  die  dritte  Vorlesung. 

Sucht  man  die  Bedingung,  welche  die  Coordinaten  u,  v,  iv 
einer  Ebene  zu  erfüllen  haben,  wenn  die  senkrechten  Ab- 
stände der  Ebene  von  zwei  durch  ihre  Gleichungen  in  der 
Normalform  gegebenen  Punkten: 

(17) A  =  o,     ^,==0 

sich  verhalten  sollen  wie  zwei  gegebene  Grössen  üq  :  a^ ,  so 
findet  man: 

(18) ^«-^-'  =  0. 

Es  ist  dieses  die  Gleichung  eines  Punktes.  Durch  ihn 
gehen  also  alle  Ebenen,  deren  senkrechte  Abstände  die  ge- 
nannte Eigenschaft  haben.  Die  geometrische  Anschauung 
lehrt,  dass  dieser  Punkt  auf  der  durch  die  beiden  Punkte 
gehenden  geraden  Linie  liegt.  Daher  stellt  die  Gleichung  (18) 
einen  Punkt  dieser  geraden  Linie  dar.  Die  geometrische  An- 
schauung lehrt  ferner,  dass  die  Abstände  dieses  Punktes  selbst 
von  den  beiden  gegebenen  Punkten  sich  ebenfalls  verhalten 
wie  die  gegebenen  beiden  Grössen  a^^  :  a^  .  Daraus  kann  man 
wiederum  schliessen,  class  die  Gleichung  (18)  jeden  beliebigen 
Punkt  auf  der  Verbindungslinie  der  beiden  gegebenen  Punkte 
ausdrückt.  Denn,  welches  auch  der  auf  der  Verbindungslinie 
angenommene  Punkt  sei,  es  wird  (18)  die  Gleichung  dieses 
Punktes  sein,  wenn  a^  und  a^  die  Abstände  desselben  von  den 
gegebenen  beiden  Punkten  ausdrücken. 

Bringt  man,  indem  man  X  =  ^"  setzt,  (18)  auf  die  Form: 

(10) A^^  XÄi=0 

und  bezeichnet  die  gegebenen  beiden  Punkte  mit  0  und  1, 
und  einen  dritten  beliebigen  Punkt  auf  der  Verbindungslinie 
der  gegebenen  Punkte  mit  2,  so  wird  dieses  die  Gleichung  des 
Punktes  2  sein,  in  der  Voraussetzung,  dass  l  denWerth  hat: 

(20) A=g-;. 

Dieser  Punkt  liegt  zwischen  den  gegebenen  beiden  Punkten, 
oder  ausserhalb  derselben,  je  nachdem  A  negativ  oder  positiv  ist. 
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Ein  anderer  Punkt  3^  der  ebenfalls  auf  der  geraden  Linie 
liegt,  hat  zur  Gleichung: 

(21) A,-iiA,=d. 

Das  Verhältniss: 

^   ^ ti~  (21)  •   (31) 

nennt  man  das  anharmonische  Verhältniss  des  Punkte- 
paares 2  und  3  zu  dem  Punktepaare  0  und  1. 

Das  anharmonische  Verhältniss  wird  wieder  - ,  wenn  die 

Gleichungen  der  beiden  Punktepaare  in  der  Form  gegeben 
sind: 

(23)..7o  =  0,     F,  =  0;     Ko-?K,  =  0,     F„-mF,  =  0, 

wovon  man  sich  leicht  überzeugt,  wenn  man  die  allgemeinen 
Formen  Kq,  Fj  der  Gleichungen  des  ersten  Punktepaares  durch 
ihre  Normalformen  ausdrückt. 

(24)  .  .  .  Gegeben  sind  die  Gleichungen  von  vier 
Punkten,  die  auf  einer  und  derselben  geraden  Linie 
liegen: 

U,-W^=0,  U„-iiU^^O;  F,-A,6r,=0,  tr,_^,J7,=0, 

das  anharmonische  Verhältniss  des  letzten  Punkte- 
paares  zu  dem  ersten  zu  bestimmen. 

Durch  Zurückführuug  der  gegebenen  Formen  auf  die  Formen 
(23)  erhält  man  aus  den  letzteren  das  gesuchte  anharmonische 

Verhältniss       gleich : 

(25) X  -  A,  .  X  -  p, 


Das  anharmonische  Verhältniss  wird  zu  einem  harmoni- 
schen Verhältniss,  wenn  ersteres  den  Werth  —  1  an- 
nimmt, und  die  beiden  Punktepaare  werden  unter  dieser 
Bedingung  harmonische  Punktepaare.  Man  erhält  daher 
aus  (22)  die  Bedingung  für  harmonische  Punktepaare  auf  einer 
geraden  Linie: 

(On^  (20)    ,     (30)  _  ^ 
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Es  ist  dieses  dieselbe  Gleichung,  welche  wir  am  Schlüsse 
der  dritten  Vorlesung  unter  (23)  als  Definition  von  harmoni- 
schen Punkten  auf  einer  geraden  Linie  aufgestellt  haben  zum 
Zwecke  der  Uebertragung  von  Sätzen  der  Eugeloberfläche  auf 
die  Ebene.  Ihre  Discussion  für  specielle  Fälle  giebt  eine  Vor- 
stellung von  der  Lage  von  zwei  harmonischen  Punktepaaren 
zu  einander.  So  kann  man  zum  Beispiel  bemerken ,  wenn 
von  einem  Punktepaare ;  welches  harmonisch  ist  zu  einem 
gegebenen  Punktepaar,  der  eine  Punkt  zwischen  die  gegebe- 
nen fällt;  dass  der  andere  ausserhalb  liegt;  wenn  der  eine 
Punkt  die  von  dem  gegebenen  Punktepaar  begrenzte  gerade 
Linie  halbirt;  dass  der  andere  in  das  L^nendliche  fällt;  und 
umgekehrt;  endlich ,  wenn  der  eine  Punkt  einem  der  ge- 
gebenen unendlich  nahe  rückt;  dass  der  andere  ihm  ebenfalls 
unendlich  nahe  rückt;  so  dass  im  Grenzfalle  drei  Punkte 
zusammenfallen. 

Da  für  harmonische  Punkte  ~  =  —  1  ist,  so  stellen  sich 

die  Gleichungen  zweier  harmonischen  Punktepaare  also  dar: 

(27)..ro  =  0,     r,=o,     F.-ir,  =  0,     Fo  +  ZF-,=0. 

Sind  allgemeiner  die  Gleichungen  von  zwei  Punktepaaren 
auf  derselben  geraden  Linie  gegeben  in  der  Form  (24);  so 
erhält  man  die  Bedingung,  dass  sie  harmonisch  zu  einander 
seien ;  wenn  man  (25)  gleich  —  1  setzt;  woraus  die  Be- 
dingungsgleichung hervorgeht:  ^ 

(28)  .  .  .  A^  _  i(A  +  /.)  (A,  -f  fi,)  +  X,(i,  =  0. 

Wenn  daher  von  zwei  harmonischen  Punktepaaren  drei 
Punkte  gegeben  sind;  so  ist  der  vierte  harmonische  Punkt 
unzweideutig  bestimmt.  Aber  es  ist  nicht  das  Punktepaar 
bestimmt;  welches  harmonisch  ist  zu  einem  gegebenen  Punkte- 
paar.   Deshalb  kann  man  sich  die  Aufgabe  stellen: 

(29)  .  .  .  Dasjenige  Punktepaar  zu  bestimmen;  wel- 
ches harmonisch  ist  zu  jedem  von  zwei  gegebenen 
PunktepaareU;  die  auf  derselben  geraden  Linie 
liegen. 

Sind:  üo  — AoCT,  =0;     Üq--X^Ui  =  0, 
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die  Gleichungen  der  gegebenen  Punktepaare  ^  und 

J7,  ^  A  IT,  =  0,  ■ 
U,  -  II  TT,  =  0 

die  Gleichungen  des  gesuchten  Punktepaares ,  so  hat  man  die 
Bedingungsgleichungen : 

A^  _  4  (A  +  (t)  (Ai  +  ft,)  +  A,fti  =  0. 

Hiemach  sind  die  Unbekannten  A  und  (i  als  die  Wurzeln 
einer  leicht  zu  bildenden  quadratischen  Gleichung  bestimmt. 
Mun  wird  daher  nur  ein  einziges  Punktepaar  finden,  welches 
zu  den  gegebenen  beiden  harmonisch  ist. 

Drei  Punktepaare  auf  derselben  geraden  Linie  bilden  eine 
Involution,  wenn  ein  viertes  Punktepaar  gefunden  werden 
kann,  welches  harmonisch  ist  zu  jedem  der  drei  Punktepaare. 

Zwei  gegebene  Punktepaare  auf  derselben  geraden  Linie 
bestimmen  nach  dem  Vorhergehenden  dasjenige  Punktepaar, 
welches  harmonisch  ist  zu  jedem  der  gegebenen  Punktepaare. 
Ein  drittes  zu  dem  bestimmten  Punktepaare  harmonisches 
Punktepaar  wird  also  mit  den  gegebenen  beiden  eine  In- 
volution bilden.  Da  aber  von  diesem  dritten  Punktepaare  ein 
Punkt  auf  der  geraden  Linie  beliebig  gewählt  werden  kann, 
so  sieht  man,  dass  von  drei  Punktepaaren  der  Involution  fünf 
Punkte  auf  der  geraden  Linie  beliebig  angenommen  werden 
können,  dass  der  sechste  Punkt  der  Involution  aber  durch  sie 
bestimmt  ist.  Es  findet  daher  zwischen  drei  Punktepaaren 
auf  derselben  geraden  Linie  nur  eine  Bedingungsgleichung 
statt,  wenn  sie  eine  Involution  bilden. 

(30)  ...  Es  sind  die  Gleichungen  von  drei  Punkte- 
paaren auf  derselben  geraden  Linie  gegeben: 

r,-;i«F,=0,     r,-^,F,=0,     F„-p,F,=0; 

die  Bedingung  anzugeben,  unter  welcher  diese  drei 
Punktepaare  eine  Involution  bilden. 

Stellt  man  die  drei  Bedingungsgleichungen  in  der  Form 
(28)  auf,  die  erfüllt  werden  müssen,  wenn  sich  ein  Punktepaar: 
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bestimmen  lassen  soll,  welches  harmonisch  ist  zu  jedem  der 
gegebenen  Punktepaare,  und  eliminirt  aus  diesen  drei  Be- 
dingungsgleichungen ^  -\-  (i  und  A  fA ;  so  erhält  man  die  ge- 
suchte Bedingungsgleichung: 

Diese  Bedingungsgleichung  wird ,  wenn  man  setzt  Aq  «r  ^^  <=:  ^ 
und  zugleich  l^  =  fi^  =  fi^  die  Bedingungsgleix^hung  für  vier 
harmonische  Punkte^  die  man  erhält;  wenn  man  den  Aus- 
druck (25)  gleich  —  1  setzt.     Deshalb  hat  man  den  Satz: 

Wenn  von  drei  Punkiepaaren  der  Involution  das 
eine  Punktepaar  mit  einem  Punkte,  ein  zweites 
Punktepaar  mit  einem  zweiten  Punkte  zusammen- 
fallen, so  ist  das  dritte  Punktepaar  der  Involution 
harmonisch  zu  den  beiden  Punkten. 

Diese  Gleichung  (31)  geht  femer  über  in: 

wenn  die  Gleichungen  der  drei  Punktepaare  in  der  Form 
gegeben  sind: 

-dfl  =  0 ,     Aq  —  l^A^  =  0  y     Aq  —  ^2*^1  *^  ^  ; 
^1  =  0;     ^a-/*i-4,  =0,     ^o-^/*2-4|  =0, 

woraus  mit  Rücksicht  auf  (20)  die  Relation  hervorgeht: 

{W\  (??)       i^  _  (40)       (50)  _  .. 

^  ^ (21)   '   (31)         (41)  '   (61)         ^ 

wenn  A^^  und  A^  die  Normalformen  bedeuten  für  das  erste 
Punktepaar  0  und  1 ,  und  man  das  zweite  Punktiepaar  mit  2 
und  3,  und  das  dritte  Punktepaar  mit  4  und  5  bezeichnet. 

Die  abgeleitete  Gleichung  (32)  kann  als  Definition  dienen 
für  drei  Punktepaare  der  Involution,  gleichwie  die  beiden 
anderen  Gleichungen,  welche  aus  ihr  durch  Yertauschung  von 
je  zwei  Punkten  der  drei  Punktepaare  hervorgehen. 

Es  lassen  sich  aber  auch  die  Gleichungen  von  drei  Punkte- 
paaren der  Involution  immer  auf  die  Form  zurückführen: 
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^    ^      n  +  ^«^.-=0,     Fo  +  A,F,=0,     Fo  +  A,F,  =  0, 

indem  man  das  Punktepaar  zum  Grunde  legt  Fq  =«  0  und 
Ff  «=  0^  welches  harmonisch  ist  zu  jedem  Punktepaare  der 
Involution. 

Setzt  man,  um  diese  Gleichungen  symmetrisch  durch  drei 
Symbole  auszudrücken: 

V  2  V ^•-      , 

*ü         *i 

SO  hat  man  die  identische  Gleichung: 

(34) ■ U,+  U,+  U,-0, 

und  die  Gleichungen  der  drei  Punktepaare  der  Involution  (33) 
stellen  sich  also  dar: 

üo  =  0,  J7,  =0,  U^  =  0, 

(35)  ^,  _   ^,  _  Q  ^i  _    ^0  _  Q  ^0  _   ^1  =  0 

indem  die  Grössen  fig,  fij,  (tj: 

Af    "—    Ag   Aj    Ao    Ag    "^    A|    

i7+T,"=''o'      i7+~io~'*«'       io+it~^*^ 

ebenso  willkürlich  bleiben  als  die  Grössen  Xq,  X^,  X^. 

Man  braucht  daher  nur  die  Gleichungen  von  drei  Punkte- 
paaren  auf  die  Form  (35)  zurückzuführen  und  die  identische 
Gleichung  (34)  nachzuweisen ,  um  den  Beweis  zu  führen^  dass 
die  drei  Punktepaare  eine  Involution  bilden. 

Neben  den  Relationen  (32)  zwischen  den  Entfernungen 
der  Punkte  der  Involution  von  einander  hat  man  noch  andere, 
die  sich  aus  den  Gleichungen  (34)  und  (35)  leicht  ableiten 
lassen,  wenn  man  die  Symbole  Uq,  U^,  Ü^  duch  ihre  Normal- 
formen : 

ersetzt,  wodurch  (34)  und  (35)  übergehen  in: 

(36) S+y  +  t^^' 

(h  9i  Qt 
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A^  =  0,                ^1=0,                 A.2  =  0, 
^'     ^         -^i ^t    __  n        j4«    __  _:^_  ;=  0        .:45 ^1     Q 

Denn  es  ist  nach  (20)  für  die  vorliegenden  drei  Punkte- 
paare Ol,  2  3,  4  5: 

Qtfi^  ^  (12)         Pt  ?»t  ^  (Jü)         Qolhi  ^  (50) 
?.^«         (U)'       9,^ü         (80)'        pt>,         (52)' 

woraus  man  durch  Multiplication  sämmtlicher  Gleichungen 
erhält: 

.  ^  (12)_.  (34)^(60) 
(14)  •  (30)  .  (52)  * 

Es  ist  dieses  dieselbe  Gleichung,  auf  welche  am  Ende  der 
dritten  Vorlesung  (24)  die  Betrachtung  des  unendlich  Kleinen 
zurückführte.  Aus  ihr  erhalt  man  endlich  durch  Yertauschung 
von  0  mit  1,  oder  2  mit  3,  oder  4  mit  5  noch  drei  andere 
Relationen  neben  der  Gleichung  (38),  die  alle  dieselbe  Be- 
dingung, aber  in  anderer  Form  ausdrücken  und  sich  daher 
von  einander  ableiten  lassen  müssen. 

Es  wird  dieses  genügen,  um  die  doppelte  Deutung  von 
linearen  symbolischen  Ausdrücken  und  Gleichungen  von  drei 
Yariabeln  anschaulich  zu  machen.  Die  weitere  Durchführung 
derselben  in  dem  letzten  Theile  der  dritten  Vorlesung  unter- 
liegt keinen  Schwierigkeiten.  Wir  übergehen  sie  aber,  weil 
sie  nur  zu  solchen  geometrischen  Sätzen  führt,  die  bereits 
durch  das  Princip  der  Kugel  allgemeiner  auf  der  Kugelober- 
fläche nachgewiesen  wurden  und  ihre  Geltung  in  der  Ebene 
durch  die  erwähnte  Betrachtung  des  unendlich  Kleinen  er- 
langen. 

Wir  schliessen  diese  Vorlesung  mit  einer  Betrachtung  des 
Tetraeders.    Es  seien: 

^0  =  0,     ^1=0,    ^2  =  0;     A  =  0 

die  Gleichungen  der  Ecken  desselben.  Irgend  drei  beliebige 
Punkte  auf  den  von  der  Ecke  Aq  =  0  ausgehenden  Kanten 
stellen  sich  unter  der  Form  dar: 

^ Ai  ^^  Q       Aq _«js_-0       -*^ —  0 

Die  Differenzen  dieser  Gleichungen  ergeben: 

HcssK,  analyt.  Geometrie  d.  Raum  es.    ä  Aafl.  5 
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•^ ^ssbO       "' ~*B=0       — —  0 

«»        «•  '     dj         a,  '      a,         Ot 

als  Gleichungen  von  drei  Punkten  auf  den  drei  anderen  Kan- 
ten des  Tetraeders^  die  zugleich  auf  der  durch  die  drei  ersten 
Punkte  gelegten  Ebene  liegen.  Man  kann  also  sagen ,  dass 
man  durch  die  sechs  Kanten  des  Tetraeders  eine  beliebige 
Ebene  gelegt  habe.  Die  Schnittpunkte  derselben  mit  den  sechs 
Kanten  drücken  jene  sechs  Gleichungen  aus.  Die  Gleichun- 
gen der  vierten  harmonischen  Punkte  auf  den  Kanten  des 
Tetraeders  sind  dann  respectiye: 

Durch  Addition  je  zweier  von  diesen  Gleichungen^  die 
unter  einander  stehen ^  erhält  man  die  Gleichung: 

4?  -L.  ^»  4-  £«  j_  :£•  =  0 

Darauf  beruht  aber  nach  (13)  der  Beweis  des  Satzes: 

Wenn  man  die  Kanten  oder  die  Verlängerungen 
der  Kanten  eines  Tetraeders  durch  eine  Ebene 
schneidet,  und  auf  jeder  Kante  zu  dem  Schnitt- 
punkte den  vierten  harmonischen  Punkt  construirt^ 
so  schneiden  sich  die  drei  geraden  Linien^  welche 
die  vierten  harmonischen  Punkte  auf  den  gegen- 
überliegenden Kanten  paarweise  verbinden,  in 
einem  und  demselben  Punkte. 

Rückt  diC;  die  Kanten  des  Tetraeders  schneidende  Ebene 
in  das  Unendliche,  so  werden  die  vierten  harmonischen  Punkte 
die  Mittelpunkte  der  Kanten. 


iV 
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Sechste  Vorlesung. 

Homogene  Coordinaten.     Gerade  Linien  im 

Baume. 


Um  die  Vortheile  der  Symmetrie  in  der  analytischen  Geo- 
metrie zu  haben ;  drückt  man  den  Ort  eines  Punktes  im  Räume 
durch  vier  Coordinaten  x,  y,  0y  p  aus.  Man  versteht  dar- 
unter  vier  Grössen,    deren    Verhältnisse  -  ,   -  ,   —   die  ge- 

P     P      P 

brauchlichen  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Punktes  dar- 
stellen. Wir  werden  fortan  jene  vier  Grössen  die  Coordinaten^ 
oder  die  homogenen  Coordinaten  des  Punktes  nennen,  die 
angegebenen  Verhältnisse  dagegen  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  des  Punktes. 

Dieses  vorausgesetzt,  werden  die  Coordinaten  eines  Punk- 
tes die  Lage  desselben  im  Räume  zwar  unzweideutig  be- 
stimmen, aber  nicht  umgekehrt  sind  die  Coordinaten  eines 
Punktes  vollständig  bestimmt,  wenn  die  Lage  des  Punktes 
im  Räume  gegeben  ist. 

Ein  Punkt  im  Räume  hat  hiemach  unendlich  viele  Werthe 
seiner  Coordinaten,  deren  Verhältnisse  zu  einander  aber  be- 
stimmt sind.  Umgekehrt  werden  mehrere  Systeme  von  Coor- 
dinaten einen  und  denselben  Punkt  bestimmen,  wenn  ihre 
Verhältnisse  dieselben  sind. 

Die  Gleichung  einer  Ebene,  durch  rechtwinklige  Coordi- 
naten ausgedrückt: 

Äx  +  By  +  C0  +  D  =  O 

wird  durch  Einführung  der  homogenen  Coordinaten,  indem  man 

-,-,--  respective  für  ic,  y,  ;8r  setzt  und  mit  jp  mutiplicirt, 

zu  einer  homogenen  Gleichung  derselben  Ebene: 

Äx  +  By  +  Cz  +  Dp  =  0. 

Ist  daher  U  =0  die  Gleichung  einer  Ebene  in  recht- 
winkligen Coordinaten,  und  setzt  man  pU=W,  so  wird  TF=  0 
die  homogene  Gleichung  derselben  Ebene,  wenn  man  für  die 
Producte  xp,  yp,  zp^  p  die  neuen  Coordinaten  x,y,  e^p  setzt. 

5* 
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Umgekehrt,  ist  W  =  0  die  homogene  Gleichung  einer 
Ebene,  so  braucht  man  in  ihr  nur  p  =  l  zu  setzen,  um  die 
Gleichung  derselben  Ebene  in  rechtwinkligen  Coordinaten  zu 
erhalten. 

Man  ersieht  hieraus,  dass  sich  mit  den  homogenen  For- 
men der  Gleichungen  von  Ebenen  ebenso  operiren  lässt,  als 
mit  den  allgemeinen  Formen. 

Sind  zum  Beispiel  die  Gleichungen  von  zwei  Ebenen- 
paaren, die  sich  in  derselben  geraden  Linie  schneiden,  in  der 
allgemeinen  Form  gegeben: 

Uo  =  0,     U,=0,     CTo-AZJ,  =0,     U,-(iU,=0, 

so  stellen  sich  ^ie  Gleichungen   dieser  Ebenen,    indem   man 

setzt  j)Uq  =  Wq,  pUi  =  Wi,  in  der  homogenen  Form  ebenso 

dar: 

W^  =  0,     W,=0,     Fo-ATr,=0,     W^  —  iiW^=0. 

Diese  homogenen  Gleichungen  gehen  wieder  in  die  vorher- 
gehenden über,  wenn  man  p  «=»  1  setzt.     Das  anharmonische 

Yerhältniss-    des  zweiten  Ebenenpaares  zu  dem  ersten  lässt 

sich  im  ersten  wie  in  dem  zweiten  Falle  aus  den  Gleichungen 
ablesen. 

Gleichzeitig  drückt  man  die  Lage  einer  Ebene  im  Räume 
durch  vier  Ebenencoordinaten,  homogene  Ebenencoordi- 
naten,  u,  v,  w,  r  aus.  Man  versteht  darunter  die  Coeffici- 
enten  der  Variabeln  in  der  homogenen  Gleichung  der  Ebene. 
Die  gebräuchlichen  rechtwinkligen  Ebenencoordinaten  sind 
demnach  die  durch  die  Lage  der  Ebene  im  Räume  gegebenen 

Verhältnisse  - ,  -  ,   —  • 

r  '    r  ^    r 

Die  Gleichung  eines  Punktes: 

ÄU  +  Iiv  +  Cto  +  D  =  0 

wird  durch  Einführung  der  homogenen  Ebenencoordinaten, 
indem  man  -,  -,  -  für  u.  v,  w  setzt  und  mit  r  multi- 
plicirt,  zu  einer  homogenen  Gleichung  desselben  Punktes: 

Äu+Bv  +  Cw-i-Dr^O. 

Ist  daher  U  =  0  die  Gleichung  eines  Punktes  in  recht- 
winkligen  Ebenencoordinaten,  und  setzt  man  rU=Itf    so 
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wird  jB=  0  die  homogene  Gleichung  desselben  Punktes,  wenn 
man  für  rtij  rv,  rtv,  r  respective  setzt  w,  v,  w,  r. 

Ist  umgekehrt  2J  =  0  die  homogene  Gleichung  eines 
Punktes,  so  geht  dieselbe,  wenn  man  in  ihr  r  =  1  setzt, 
in  die  durch  rechtwinklige  Ebenencoordinaten  ausgedrückte 
Gleichung  desselben  Punktes  über. 

Für  diese  homogenen  Formen  der  Punktgleichungen  gel- 
ten daher  dieselben  Entwickelungen ,  die  wir  für  die  allge- 
meinen Formen  der  Punktgleichuugen  gegeben  haben. 

Sind  zum  Beispiel  die  homogenen  Gleichungen  Yon  zwei 
Punktepaareu  auf  derselben  geraden  Linie  gegeben  in  der 
Form: 

JB^  =  0,     R^=(),     i?o-^AJS,  =0,     Äo  — ftJBi  =  (), 

so  hat  man  das  anharmonische  Verhältniss  des  zweiten  Punkte- 
paares zu  dem  ersten  gleich  -  • 

Der  V ortheil  der  homogenen  Coordinaten  tritt  erst  in  den 
folgenden  Betrachtungen  zu  Tage. 

Wenn  man  mit  Rk  den  Ausdruck  bezeichnet: 

Rk  =  XkU  4-  ijkV  +  0k'W  +  Pkr, 
so  sind: 

J?o  =  0,      Ji.=0 

die  homogenen  Gleichungen  zweier  Punkte  0  und  1 ,  die  durch 
ihre  Coordinaten  x^,  y^,  z^,  i\  und  x, ,  y^,  ^\)  V\  gegeben 
sind.    Es  ist  ferner: 

die  Gleichung  irgend  eines  Punktes  P  auf  der  Verbindungs- 
linie der  beiden  gegebenen  Punkte.  Bezeichnet  man  mit  Xy 
y,z,p  die  Coordinaten  dieses  Punktes  und  bestimmt  dieselben 
aus  der  zuletzt  angegebenen  Gleichung,  so  erhält  man: 

^x y  =  ^0^0  +  ^1^11 

Hieraus  ergeben  sich  nun  die  Coordinaten  x,  y?  ^y  P  aller 
Pnnkte  auf  der  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte  0  und  1, 
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wenn  man  Aq  und  A^  beliebig  variiren  lässt.  Man  kann  aber 
auch  Aq  <=  1  setzen  und  allein  A|  variiren  lassen.  Die  Coor- 
dinaten  des  zu  P  harmonisclien  Punktes  erhält  man  aus  (1), 
wenn  man  A,  in  —  Aj  umwandelt. 

Aus  den  gegebenen  Gleichungen  von  drei  Punkten  0,  1^  2 : 

setzt  sich  die  Gleichung  eines  beliebigen  Punktes  der  Ebene 

zusammen^  die  durch  die  gegebenen  drei  Punkte  hindurch- 

geht: 

A^xig  -}-  Aj  Ji|  -j-  Aj^  =  0  . 

Die  Coordinaten  x,  y,  0,  p  dieses  Punktes  stellen  »ich  dar  wie 
folgt: 

a;  =  Aq  a/Q  +  A|  a^i  -(-  Aj  ^2  > 

/2) y  =  ^0^0  +  ^1^1+  hy2 » 

Diese  Ausdrücke  geben  die  Coordinaten  aller  Punkte  der  ge- 
nannten Ebene,  wenn  man  A^,  A,,  Aj  beliebig  variiren  lässt 
oder  auch  nur  zwei  von  diesen  Grössen. 

Ebenso  setzt  sich  aus  den  gegebenen  vier  Punktglei- 
chungen: 

Bq  =  0,     JB,  =0,     i?2  =  0,     «3  =  0 

die  Gleichung  eines  beliebigen  Punktes  im* Räume  zusammen: 

woraus  man  die  Coordinaten  x,  y,  z,  p  dieses  Punktes  erhält: 

X  =  ^qX^  -f-  AjiTj  -|-  Aj^jj  +  Aj^jj , 
/3x y  =  ^0^0  +  ^j  2/1  +  ^22^2  +  ^3^3  y 

^  =  K^O   +  ^1^1    +  ^2^2   +  ^3^3  7 
P  =  ^OPO  +  ^\P\  +  ^2l>2  +  ^3i^3  • 

Die  analogen  Betrachtungen,  angestellt  bei  homogenen 
Gleichungen  der  Ebenen,  führen  auf  ganz  analog  gebildete 
Relationen. 

Bezeichnet  man  nämlich  mit  Wk  den  Ausdruck: 

Wk  =  UkX  +  Vky  +  WkZ  +  TkP , 
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so  hat  man  die  Gleichungen  zweier  durch  ihre  homogenen 
Coordinaten  w^ ,  v^ ,  Wq,  r^  und  t#, ,  v^,  w^,  rj  gegebenen 
Ebenen  0  und  1: 

1^0  =  0,     W^  =  0. 

Irgend  eine  Ebene,  die  durch  die  Schnittlinie  der  ge- 
gebenen Ebenen  hindurchgeht^  hat  zur  Gleichung: 

Wenn  nun  Uy  v,  Wy  r  die  Coordinaten  dieser  Ebene 
bezeichnen,  so  hat  man: 

(4)     «^  =  ^0^0  +  ^1  Vi , 

und  man  erhält  die  Coordinaten  aller  durch  die  genannte 
Schnittlinie  gehenden  Ebenen ,  wenn  man  Xq  und  A,  variiren 
lässt  oder  auch  nur  eine'  von  diesen  willkürlichen  Grossen. 
Fixirt  man  aber  eine  von  diesen  Ebenen,  so  erhält  man  die 
Coordinaten  der  ihr  zugehörigen  vierten  harmonischen  Ebene 
aus  (4),  wenn  man  für  Aj  setzt  —  Aj  . 

In  ähnlicher  Weise  drückt  man  die  Coordinaten  m,  v,  w,  r 
einer  beliebigen  Ebene,  welche  durch  den  Schnittpunkt  dreier 
durch  ihre  Coordinaten  gegebenen  Ebenen  hindurchgeht,  durch 
folgende  Gleichungen  aus: 

xgN V  =X^Vq  +  X^vi  +  AjVj, 

T  ==  X^T^   "T"  Aj^i    -[-  ^2l^2  • 

Endlich  lassen  sich  die  Coordinaten  u,  t;,  w^  r  irgend 
einer  Ebene  im  Baume  durch  die  Coordinaten  von  vier  Ebenen 
also  ausdrücken: 


(6) 


u  =  Ao^o  +  ^1^1  +  AjWj  +  A3W3, 

M?=  X^w^  +  X^Wy  +  A2W2  +  h'^'s  y 
^  =  Aofo  +  A|ri  +  ^2^2  +  ^3^3  • 
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Stellt  man  die  homogenen  Gleichungen  von  vier  Ebenen 
0,  1,  2,  3,  welche  sich  in  einer  und  derselben  geraden  Linie 
schneiden : 

zusammen  mit  den  homogenen  Coordinaten  von  irgend  vier 
Punkten  0^  1,  2^  3^  welche  in  derselben  geraden  Linie  liegen: 

Voy  Viy  Vo  —  iy\ ,  Vo  —  ^yu 

Po  ;     Pi  7     Po  —  ^Pi  »     Po  —  W'l),  , 

und  drückt  die  vier  Bedingungen  aus,  die  erfüllt  werden  müs- 
sen, wenn  diese  vier  Punkte  respective  in  den  vier  Ebenen 
liegen,  so  erhält  man: 

wenn  W^^  und  W^^  die  Ausdrücke  bezeichnen,  in  welche  TT^ 
und  TF,  übergehen  durch  Vertauschung  der  variabeln  Coor- 
dinaten mit  den  Coordinaten  des  Punktes  0,  und  wenn  Wq\ 
W^^  die  Ausdrücke  bezeichnen,  in  welche  Wq  und  W^  über- 
gehen durch  Yertauschung  der  variabeln  Coordinaten  mit  den 
Coordinaten  des  Punktes  1 .  Aus  den  beiden  letzten  Bedin- 
gungen erhält  man  aber: 

l  ^  ^ 

das  heisst,  die  Punkte  haben  dasselbe  anharmonische  Ver- 
hältniss,  als  die  Ebenen,  auf  welchen  sie  liegen.  Sie  sind 
deshalb  harmonische  Punkte,  wenn  die  Ebenen  harmonische 
Ebenen  sind,  und  umgekehrt.    Daraus  entspringen  die  Sätze: 

Vier  harmonische  Ebenen  werden  durch  eine 
gerade  Linie  in  vier  harmonischen  Punkten  ge- 
schnitten. 

Vier  in  derselben  geraden  Linie  sich  schnei- 
dende Ebenen  sind  harmonische  Ebenen,  wenn  jede 
derselben  durch  einen  von  vier  harmonischen  Punk- 
ten geht. 
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An  diese  Sätze  schliesseu   sich  unmittelbar  folgende  an: 

Drei  Ebenenpaare  der  Involution  werden  durch 
eine  gerade  Linie  geschnitten  in  Punktepaaren  der 
Involution. 

Drei  Paar  Ebenen,  welche  sich  in  einer  und 
derselben  geraden  Linie  schneiden,  bilden  eine  In- 
volution, wenn  jede  Ebene  durch  einen  von  sechs 
Punkten  der  Involution  hindurchgeht 

Denn  sind  drei  Ebenenpaare  der  Involution  gegeben,  und 
construirt  man  dasjenige  Ebenenpaar,  welches  harmonisch  ist 
zu  jedem  der  drei  gegebenen  Ebenenpaare,  so  schneidet  das 
harmonische  Ebenenpaar  eine  gegebene  gerade  Linie  in  einem 
Punktepaare,  welches  harmonisch  ist  zu  den  Schnittpunkten 
eines  jeden  der  drei  Ebenenpaare  auf  der  gegebenen  geraden 
Linie.  Letztere  bilden  also  nach  der  Definition  eine  Involu- 
tion. Hieraus  ergiebt  sich  zugleich  der  Beweis  des  letzten 
Satzes,  wenn  man  Ebenen  und  Punkte  in  geeigneter  Weise 
mit  einander  vertauscht. 


Durch  zwei  in  Pünktcoordinaten  lineare  Gleichungen  stellt 
man  eine  gerade  Linie  im  Räume  dar,  nämlich  die  Schnitt- 
linie der  beiden  Ebenen,  welche  die  linearen  Gleichungen  ein- 
zeln ausdrücken.  Denn  die  Coordinaten  aller  Punkte,  welche 
auf  dieser  Schnittlinie  liegen,  genügen  zu  gleicher  Zeit  beiden 
Gleichungen,  und  umgekehrt,  die  Coordinaten,  welche  beiden 
Gleichungen  zugleich  genügen,  gehören  Punkten  zu,  welche 
auf  der  geraden  Linie  liegen. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  eine  gerade  Linie  im  Räume 
durch  zwei,  in  Ebenencoordinaten  lineare  Gleichungen  dar- 
stellen. Denn  die  Coordinaten  aller  Ebenen,  welche  durch 
die  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte  hindurchgehen,  ge- 
nügen zugleich  beiden  Gleichungen,  und  umgekehrt,  alle 
Ebenencoordinaten,  welche  den  beiden  Gleichungen  zugleich 
genügen,  gehören  Ebenen  zu,  die  sich  in  der  genannten 
Yerbindungslinie  schneiden. 
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Durch  Einführung  von  zwei  neuen  Variabein  drückt  man 
die  gerade  Linie  im  Räume  analytisch  durch  vier  Gleichun- 
gen aus/  nämlich  durch  die  Gleichungen  (1)  oder  durch  die 
Gleichungen  (4).  Aus  ihnen  erhält  man  die  erwähnten  zwei 
Ausdrücke  der  geraden  Linie,  indem  man  durch  Elimination 
von  Xq  und  Aj  zwei  Gleichungen  bildet,  im  ersten  Falle  zwei 
lineare  Gleichungen  in  Punktcoordinaten,  im  zweiten  Falle 
zwei  lineare  Gleichungen  in  Ebenencoordinaten. 

Es  bringt  bisweilen  Vortheil,  eine  gerade  Linie  analy- 
tisch durch  drei  Gleichungen  auszudrücken,  indem  man  nur 
eine  neue  Variable  einführt,  wie  folgt: 

Wenn  a,  b,  c  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  ge- 
gebenen Punktes  o  auf  einer  geraden  Linie  ausdrücken,  und 
a,  ßy  y  die  Winkiel,  welche  die  gerade  Linie  mit  den  Coor- 
dinatenaxen  bildet,  so  ist  durch  diese  Bestimmungsstücke  die 
Lage  der  geraden  Linie  im  Räume  unzweideutig  gegeben, 
und  die  rechtwinkligen  Coordinaten  Xy  y^  z  eines  beliebigen 
Punktes  jp  auf  der  geraden  Linie  werden  nicht  mehr  willkür- 
lich sein,  sondern  gewissen  Bedingungen  genügen  müssen. 
Um  diese  Bedingungen  zu  erhalten,  projicire  man  die  be- 
grenzte gerade  Linie  op,  deren  Länge  mit  r  bezeichnet  werde, 
auf  die  Goordinatenaxen.  Das  eine  Mal  erhält  man  diese 
Projectionen  gleich  x  —  a,  y  —  6,  z  —  c,  das  andere  Mal 
gleich  r  cos  a,  r  cos/J,  r  cosy.  Man  hat  daher  für  die  ge- 
rade Linie  die  Gleichungen: 

o;  ~  a  »»  r  cos  a , 

(7) y  —  6  =as  r  cos  /8 , 

z  —  c  =  r  cos  f , 

ausgedrückt  durch  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines 
gegebenen  Punktes  auf  ihr  und  durch  die  Winkel,  die  die 
gerade  Linie  mit  den  Goordinatenaxen  bildet.  Man  erhält 
hieraus  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  z  aller  Punkte 
der  geraden  Linie,  indem  man  r  beliebig  variiren  lässt,  oder 
die  Gleichungen  zweier  Ebenen,  welche  sich  in  der  geraden 
Linie  schneiden,  wenn  man  die  variable  Grosse  r  eliminirt, 
welche  die  Entfernung  des  variabeln  Punktes  p  von  dem 
gegebenen  Punkte  o  der  geraden  Linien  ausdrückt. 
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Wir  schliessen  diese  Vorlesung  mit  zwei  Aufgaben,  deren 
Auflösungen  Gelegenheit  geben  werden ^  Formeln,  welche  in 
der  ersten  Vorlesung  entwickelt  würden^  in  Anwendung  zu 
bringen. 

(8)  .  .  .  Den  senkrechten  Abstand  ^  eines  gegebe- 
nen Punktes  von  einer  gegebenen  geraden  Linie  im 
Kaume  zu  bestimmen. 

Die  Coordinaten  des  gegebenen  Punktes  seien  a, ,  &, ,  O] , 
und  die  Gleichungen  der  gegebenen  geraden  Linie: 

z  —  c  =  r  .  y , 

"WO  a,  ß,  y  der  Kürze  wegen  die  Cosinus  der  Winkel  aus- 
drücken; welche  die  gegebene  gerade  Linie  mit  den  Coordi- 
natenaxen  bildet. 

Fällt  man  von  dem  gegebenen  Punkte  (a, ,  6, ,  c,)  auf 
die  gegebene  gerade  Linie  das  Loth  ^^  und  verbindet  den 
gegebenen  Punkt  mit  dem  in  der  geraden  Linie  gegebenen 
Punkte  (a,  6,  c)  durch  eine  Gerade  A,  so  bilden  das  Loth  ^, 
die  construirte  Gerade  A  und  das  Stück  B  der  gegebenen 
geraden  Linie,  welches  zwischen  beiden  liegt,  ein  rechtwink- 
liges Dreieck,  in  welchem  man  hat: 

^  =  A'am(AB). 
Es  ist  nun: 

sin  {AB)  =  y{{ßy,-ß,yy  +  (y«,-y,«)"^  +  (aß,-a,ßy}  , 

wenn  «j,  /J, ,  yj  die  Cosinus  der  Winkel  bezeichnen ,  welche 
die  Gerade  A  mit  den  Coordinatenaxen  bildet.  Diese  Cosinus 
drücken  sich  aber  so  aus: 


a. 


a  —  a. 


f.         b  —  bj 


yi  = 


Ci 


Setzt  man  diese  Werthe  in  die  letzte  Gleichung  und  den  sich 
daraus  ergebenden  Werth  von  sin  {AB)  in  die  erste  Gleichung, 
so  erhält  man  den  gesuchten  senkrechten  Abstand: 

[/J(c  -  c,)  -  y(6  -  6,)?1 
+  [y(o  — a,)— .«(c  —  Cy)Y 


-/ 
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Um  noch  die  Coordinaten  S,  iy,  g  des  Fiisspunktes  des 
Lothes  z/  auf  der  gegebeuen  geraden  Linie  zu  bestimmen, 
drücken  wir  B  aus,  wie  folgt: 

J5  =  ^  .  cos  {AB)  =  A  (aoTj  +  /3/3,  +  y  y,) , 

und  durch  Einsetzen  der  oben  angegebenen  Werthe  von  a,, 

B  =  cc{a-  a,)  +  ß{b  -  6.)  +  vic  -  c,) . 

Ist  hierdurch  aber  die  Länge  von  B  bestimmt,  so  erhält  man 
durch  Projection  derselben  auf  diö  Coordinatenaxen : 

S  — a  '==  B  .  a, 
V  —b^B  .ßy 
£  —  c  =  JB  .  y. 

(9)  .  .  .  Die  kürzeste  Entfernung  zweier  geraden 
Linien  im  Räume  von  einander  zu  bestimmen. 

Es  seien  die  Gleichungen  der  gegebenen  beiden  geraden 
Linien  i ,  L^: 

X  —  a  =  r  .  a ,      rc,  —  ö^i  =  r^  .  «,  , 

z  —c  =r  .y]      ^1  —  c,  =  r,  .  yi  . 

Das  Quadrat  der  Entfernung  R  eines  beliebigen  Punktes  {x,  y,  s) 
der  einen  geraden  Linie  von  einem  beliebigen  Punkte  {x^ , 
y,  ,  z{)  der  anderen  geraden  Linie  stellt  sich  als  Function  der 
Coordinaten  der  beiden  Punkte  so  dar: 

B?  =  ix-  x,f  +  (y  -  y,f  +  {z-  g,)\ 

Diese  Coordinaten  sind  so  zu  bestimmen,  dass  R^  unter 
den  angegebenen,  zwischen  ihnen  stattfindenden  Bedingungs- 
gleichungen ein  Minimum  werde.  Denkt  man  sich  ab^  die 
Werthe  der  Coordinaten  aus  den  gegebenen  Gleichungen  der 
geraden  Linien  in  den  Ausdruck  2i*  eingesetzt,  so  wird  R'^ 
eine  Function  allein  der  von  einander  unabhängigen  Variabein 
r  und  r^ .  Die  DiflFerentialrechnung  lehrt  die  Werthe  der  Varia- 
bein bestimmen ,  welche  eine  solche  Function  zu  einem  Mini- 
mum machen.    Dieses  geschieht  aus  den  beiden  Gleichungen : 
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Setzt  man  die  sich  aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergebenden 
Werthe  der  Variabein  r  und  r^  in  die  Gleichungen  der  beiden 
geraden  Linien  ein^  so  erhält  man  die  Coordinaten  (x,  y,  z) 
und  (x^y  y\7  ^i)  der  Begrenzungspunkte  der  kürzesten  geraden 
Linie  E  auf  den  beiden  gegebenen  geraden  Linien. 

Die  zuletzt  genannten  beiden  Gleichungen  stellen   sich^ 
wenn  man  für  R^  seinen  angegebenen  Werth  setzt;  also  dar : 

(x  -  x^)a  +{y  —  y,)/3  +  {z  —  z^)y  =0, 
(x  —  j:,)«i  +  (y  —  yi)^i  +  (^  —  ^i)yi  =  0. 
Da  aber  die  Differenzen  x  —  x^,  y  —  y,,  0  —  Zi  der  Coor- 
dinaten der  Begrenzungspunkte  der  kürzesten  geraden  Linie  R 
sich  yerhalten  wie  die  Cosinus  a^,  ß^f  y^  der  Winkel  ^  welche 
die  kürzeste  Linie  R  mit  den  Coordinatenaxen  bildet^  so  kann 
man  diese  Gleichungen  auch  so  schreiben: 

«3«  +  ß^ß  +Y2Y  =0; 

«3«!  +  ßzßx  +  rzYx  —0, 
in  welcher  Form  die  linken  Theile  der  Gleichungen  die  Cosinus 
der  Neigungswinkel  ausdrücken  y  welche  die  kürzeste  Linie  R 
mit  den  gegebenen  beiden  Linien  L  und  L^  bildet.  Da  diese 
Cosinus  aber  gleich  0  sind,  so  folgt  hieraus ^  dass  die  kürzeste 
Linie  R  senkrecht  steht  auf  jeder  der  beiden  gegebenen 
Linien  L  und  X, . 

Aus   diesen   Gleichungen    ergeben  sich  die   Verhältnisse 
von  «3  ,  /S3 ,  7/3 : 

^«3  =  1*^1  —ßiYy 
^ßz  =  yf^i  —  Yi^y 
^Yz  =  ^ßx  —  «1/^7 

woraus  man  wieder,  indem  man  quadrirt  und  addirt^  erhält: 

Setzt  man  diesen  Werth  von  k  in  die  letzten  drei  Gleichungen^ 
so  erhält  man  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  kürzeste 
Linie  mit  den  Coordinatenaxen  bildet: 

„    _  ßYi-ßiY  ^ 
""3  ~  8in(Xi.,)  ' 

yßi  —  yi 


P^~  Bin  (XX,)  ' 
^^         sin  (XX,) 
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Um  die  Länge  der  kürzesten  Linie  zu  erhalten ,  projicire 
^t-  man  die  Verbindungslinie  D  der  auf  den  Linien  L  und  L^ 

gegebenen  beiden  Punkte  (a,  h,  c)  und  (a^,  &i;  Cj),  welche 
mit  den  Coordinatenaxen  Winkel  bildet;  deren  Cosinus  wir 
bezeichnen  mit  «j;  ß-iy  72  7  *^f  ^^^  kürzeste  Linie  R..  Sie  wird 
R  selber  sein,  weil  die  gegebenen  beiden  geraden  Linien  L, 
Zf|  auf  der  kürzesten  Linie  R  zwischeü  beiden  senkrecht  stehen. 
Man  hat  daher: 

B  =  D  .  cos  {DR)  =  D{a,a^  +  ß,ß^  +  y^y^)  . 

Da  aber: 

so  erhält  man  aus  der  letzten  Gleichung  durch  Einsetzen  die- 
ser Werthe  und  der  vorhin  angegebenen  für  a^y  ß^y  y^  und 
sin  {LLy): 

Es  bleibt  noch  übrig,  die  Werthe  von  r  und  r^  zu  be- 
stimmen, welche  R^  zu  einem  Minimum  machen,  um  mit  Hülfe 
der  gegebenen  Gleichungen  der  geraden  Linien  L  und  L^  die 
Coordinaten  x,  y,  z  und  x^,  y, ,  jeTj  der  Begrenzungspunkte 
der  kürzesten  Linie  R  auszudrücken.  Hierzu  dienen  die  zu 
Anfang  der  Untersuchung  aufgestellten  beiden  Gleichungen, 
die  sich,  wenn  man  für  x,  y,  z  und  x,,  y„  z,  die  Werthe 
aus  den  Gleichungen  der  gegebenen  beiden  geraden  Linien 
substituirt,  reduciren  auf: 

{a  —  a^)a  +(6— 6,)/J  -f-(c— c,)y  +  r— r^  cos(Zii)  =  f>; 

(a--a,)ai  +  (6— 6,)/Ji  +  (c— c,)yi+rcos(ii,)— ^1=0- 

Diese  Gleichungen  gehen,  wenn  man  für  die  Differenzen 
a  —  aj,  b  —  &! ,  c  —  c,  die  vorhin  angegebenen  Werthe  Da^y 
Dß^y  Dy^  setzt,  über  in: 

D  cos  {LB)  +  r  —  r-i  cos  (Li,)  =  0 , 
D  cos  (i,  D)  +  r  cos  (L  L,)  —  r,  =  0 , 

und  durch  Auflösung  dieser  Gleichungen  nach  r  und  r,  er- 
hält man: 
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♦•l  =  —  Bin«(XXO  t^^  ^^"^^   •   ^^^  (^^1^  "*   ^^^  (^1-^)]  • 

Dadurch  sind  aber  die  Grossen  r  und  r,  unzweideutig  bestimmt. 
Um  sie  durch  die  gegebenen  Grossen  auszudrücken ^  hat  man 
folgende  Substitutionen  zu  machen: 

D  cos  (LI))  ={a  '-a^)a  +  (6  —  b^)ß  +{c  —  c^)y , 
D  cos  (X, D)  =  (a  —  aj«,  +  (6  —  6,)^i  +  (^  —  q)yi , 

cos  (ilri)  =  ««,  +  ßß^  +  yyi ; 

sin^(ZZ,)  =  (^y,-^,y)^  +  (y«,-y,«)2+(«^,-«,^)2. 
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Ein  wesentliches  Hülfsmittel  zur  Umformung  von  Glei- 
chungen ^  welche  als  eine  der  Aufgaben  der  analytischen  Geo- 
metrie bezeichnet  wurde ,  ist  die  Determinantentheorie.  Um 
dieses  Hülfsmittels  in  dem  Folgenden  nicht  zu  entbehren  ^  sol- 
len in  dieser  Vorlesung  der  Begriff  der  Determinante  und  aus 
ihm  einige  Sätze  der  Determinantentheorie  entwickelt  werden. 

Es  ist  eine  Eigenschaft  des  Products  sämmtlicher  Diffe- 
renzen von  (w  +  1)  Elementen  ao,  Ui  .  ,  .  ani 

■P  =  («1  —  »o)  («2  —  ao)  .  .  .  (a„  —  ao) 

(aj  —  a,)  .  .  .  (an  —  «i) 


(Un  —  On-l)  y 

welches  aus  ^^^"7"  -  Factoren  besteht ,  dass  dieses  Product  nur 

sein  Vorzeichen  ändert,  wenn  man  die  Elemente  a^  und  a^ 
mit  einander  vertauscht.  Aber  diese  Eigenschaft  gilt  allgemein 
für  irgend  zwei  von  den  angegebenen  Elementen  a«  und  a^. 
Man  überzeugt  sich  von  der  Wahrheit  dieser  Behauptung 
leicht,  wenn  man  die  Factoren  also  ordnet: 

+  P^{a^  —  a{)n  {an'  —  a^)  TI  (ax-  —  ax)  U  (a*-  —  ax)  j 
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woselbst  angenommen  ist;  dass  %  und  X  die  Zahlen  0^  1  . . .  n 
mit  Ausnahme  der  Zahlen  x  und  A^  und  dass  11  {a%'  — a«) 
das  Product  aus  den  Factoren  a^'  —  «x  etc.  . . .  bedeuten.  Denn 
durch  die  angegebene  Vertauschung  ändert  nur  der  erste 
Factor  sein  Vorzeichen.  Der  zweite  und  dritte  Factor  gehen 
in  einander  über^  während  der  letzte  Factor  ganz  ungeändei-t 

bleibt.    Da  ferner  immer  einer  der         "^      Factoren  von  P 

verschwindet,  wenn  man  für  ein  Element  ein  anderes  setzt, 
so  kann  man  folgende  beide  bemerkenswerthe  Eigenschaften 
des  Productes  P  hervorheben. 

Das  Product  P  ändert  nur  sein  Vorzeichen,  wenn 
man  zwei  Elemente  in  demselben  mit  einander  ver-' 
tauscht. 

Das   Product   P  verschwindet,    wenn    man    für 

■ 

eines  der  (w  +  1)  Elemente  ein  anderes  setzt. 

Die  Entwicklung  des  Products  P  giebt  Glieder  von  der 
Form: 

ca'^al'   .  .  .   <*    •  •  •   «?    •••«?• 

VL  (n  -4-  1  \ 

Da  aber  das  Product  selbst  aus  — y^~  Factoren  besteht,  so 

hat  man: 

I  I  n  (n  + 1) 

«0  +  «1  +  •  •  •     «n  =  —^'2"       . 

Das  angegebene  Glied  der  Entwicklung  verlangt,    dass 
in  derselben  auch  folgendes  Glied  enthalten  sei: 

-c<-<*   •  •  •   <*    .  .  .  <^  .  .  .  <» 

mit  dem  entgegengesetzten  Vorzeichen,  als  das  angegebene 
Glied.  Denn  da  durch  Vertauschung  der  Elemente  a«  und  ai 
das  Product  P  übergeht  in  —  P,  so  müssen  in  der  Entwicke- 
lung  von  P  die  Glieder  paarweise  mit  entgegengesetzten  Vor- 
zeichen vorkommen,  so  dass  sie,  abgesehen  von  dem  Vor- 
zeichen, durch  die  angegebene  Vertauschung  der  Elemente  in 
einander  übergehen.  Hieraus  folgt,  dass  die  Exponenten  «x 
und  ai  verschiedene  ganze  Zahlen  sind.  Denn  wären  sie  gleiche 
Zahlen,  so  würden  sich  die  beiden  angegebenen  Glieder  der 
Entwickelung  fortheben.  Es  sind  also  die  Exponenten  aQ,a^  ,..an 
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verschiedene  ganze  Zahlen.  Da  aber  die  Summe  derselben 
gleich  ^*?^t-i  ist,  so  können  sie  nur  die  Zahlen  sein: 

0,  1,  2,  .  .  w 

in  irgend  einer  Reihenfolge. 

Diese  Bemerkungen  geben  ein  Mittel  an  die  Hand^  aus 
einem  Gliede  der  Entwicklung  von  P  alle  übrigen  zu  bilden. 
Ein  erstes  positives  Glied  der  Entwickelung  ist: 

welches  man  erhält^  wenn  man  die  positiven  Theile  der  Dif- 
ferenzen in  dem  Product  P  mit  einander  multiplicirt.  Aus 
diesem  positiven  Gliede  geht  durch  Vertauschung  zweier  Ele- 
mente,  oder,  was  dasselbe  ist,  zweier  Indices  ein  Glied  der 
Entwickelung  hervor,  welchem  das  negative  Vorzeichen  zu- 
zuertheilen  ist;  aus  diesem  letzteren  wieder  ein  positives,  wenn 
man  zwei  andere  Elemente  oder  Indices  mit  einander  ver- 
tauscht u.  s.  w. 

Aus  diesem  Grunde  erhält  man  aus  dem  angegebenen 
ersten  positiven  Gliede  der  Entwickelung  von  P  alle  Glieder 
der  Entwickelung  durch  Permutation  aller  {n  -\-  l)  Elemente 
oder  Indices,  indem  man  die  Exponenten  ungeändert  lässt. 
Die  Vorzeichen  dieser  so  gebildeten  1  .  2  .  .  .  (w  +  1)  Glieder 
richten  sich  nach  dem  ersten  Gliede  in  der  Art,  dass  ein 
bestimmtes  Glied  das  positive  oder  negative  Vorzeichen  erhalt, 
je  nachdem  es  aus  dem  ersten  durch  eine  gerade  oder  durch 
eine  ungerade  Zahl  von  Permutationen  zweier  Indices  hervor- 
gegangen ist. 

Ist  zum  Beispiel  n  =  2,  so  erhält  man  auf  die  angege- 
bene Art  die  Entwickelung  des  Products  P=(ai  —  Uq)  (a^  —  a^) 
(a^  —  «j)  aus  dem  ersten  Gliede  aQ^a^^ar^: 

Man  kann  aber  auch  aus  dem  angegebenen  ersten  posi- 
tiven Gliede  der  Entwickelung  des  Products  P  alle  übrigen 
Glieder  durch  Permutation  der  Exponenten  herleiten,  indem 
man  die  Indices  ungeändert  lässt.  Das  Vorzeichen  eines  so 
gebildeten  Gliedes  ist  wieder  das  positive   oder  negative,  je 

HsasBi  analyt.  Geometrie  d.  Raumes.    3.  Aufl.  6 
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nachdem  das  Glied  aus  dem  ersten  positiven  durch  eine  ge- 
rade oder  ungerade  Zahl  von  Permutationen  zweier  Exponen- 
ten entstanden  ist. 

Denn  ist  ein  Glied  der  Entwicklung  von  P: 

so  weiss  man,  dass  dieses  ein  zweites  von  entgegengesetztem 
Vorzeichen  bedingt: 

welche  Glieder,  abgesehen  von  den  Vorzeichen,  in  einander 
übergehen,  wenn  man  a«  mit  ax  vertauscht.  Diese  Glieder 
gehen  aber,  abgesehen  von  den  Vorzeichen,  auch  in  einander 
über,  wenn  man  die  Exponenten  a,  und  a^  mit  einander  ver- 
tauscht. Das  erste  angegebene  Glied  bedingt  also  das  zweite 
von  entgegengesetztem  Vorzeichen,  welches  aus  ihm  durch 
Vertauschung  irgend  zweier  Exponenten  «x  nnd  ax  erhalten 
wird.  Demnach  gilt  dasselbe  von  den  Exponenten,  was  im 
Vorhergehenden  von  den  Indices  nachgewiesen  worden  ist. 

Wenn  man  in  der  angegebenen  Entwicklung  des  Pro- 
ductes  P  die  Exponenten  0,  1,  .  .  w  der  (»  -f"  1)  Elemente 
obere  Indices  bedeuten  lässt,  so  hat  man  in  der  Voraussetzung, 

dass  a^  Symbole  seien  für  irgend  welche  Grössen,  die  sich  mit 

X  und  A  ändern ,  einen  Ausdruck  A  von  (n  -[-  1)^  Elementen 

a^,  den  man  Determinante  nennt. 

Wie  nun  die  Glieder  der  Entwicklung  des  Products  P 
aus  dem  ersten  angegebenen  positiven  entstehen  durch  Per- 
mutation der  unteren  Indices  oder  durch  Permutation  der  Expo- 
nenten ,  so  ergeben  sich  auch  aus  dem  ersten  positiven  Gliede 
der  Determinante  alle  übrigen  Glieder  derselben,  entweder 
durch  Permutation  der  unteren  oder  der  oberen  Indices.  Man 
braucht  also  nur  das  erste  positive  Glied  der  Determinante  zu 
kennen,  um  alle  übrigen  Glieder  derselben  mit  dem  positiven 
oder  negativen  Vorzeichen  aus  demselben  abzuleiten.  Daher 
bezeichnet  man  die  Determinante  A,  indem  man  nur  das  erste 
positive  Glied  anmerkt,  mit  dem  Zeichen: 


(1)   ^  =  2;  +  V«i*  •  •  • «' 


*t 


■*Trii> 
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Doch  reicht  diese  Bezeichnung  nicht  aus  in  den  Fällen^ 
wo  specielle  Operationen  mit  den  Elementen  selbst  auszu- 
führen sind.  In  diesen  Fällen  bedient  man  sich;  indem  man 
alle  Elemente  der  Determinante  angiebt^  der  Bezeichnung: 


(2) 


^  = 


<7  <7 


a, 


0 


an 


V;  «1%'- 


a«»» 


Zieht  man  aber  in  Erwägung;  dass  alle  Glieder  der  De- 
terminante aus  dem  ersten  positiven  Gliede  entstehen  ^  durch 
Permutation  der  oberen  oder  der  unteren  IndiceS;  dass  das 
erste  Glied  selbst  ungeändert  bleibt;  wenn  man  in  jedem  Ele- 
mente den  oberen  Index  mit  dem  unteren  vertauscht,  so  sieht 
man  ein,  dass  man  auch  in  der  Determinante  den  oberen 
Index  eines  jeden  Elementes  mit  dem  unteren  vertauschen 
kanU;  ohne  die  Determinante  selbst  zu  ändern.  Man  hat  daher : 


!  /z  0     a^ 


(3) 


7l  = 


'a« 


1 


i  ?  ^1  >  • 


**»    )    Un    j 


a«" 


Die  Determinante  A  zeigt  Eigenschaften;  die  den  hervor- 
gehobenen Eigenschaften  des  Productes  P  ganz  ähnlich  sind; 
und  welche  sich  also  ausdrücken  lassen: 

(4)  .  .  .  Die  Determinante  ändert  nur  ihr  Vorzeichen; 
wenn  man  zwei  untere  oder  zwei  obere  Indices  der 
Elemente  mit  einander  vertauscLt. 

(5)  .  .  .  Die  Determinante  verschwindet,  wenn  man 
für  einen  unteren  Index  der  Elemente  einen  an- 
deren unteren  IndeX;  oder  wenn  man  für  einen 
oberen  Index  der  Elemente  einen  anderen  oberen 
Index  setzt. 

Diese  Eigenschaften  der  Determinante  Ä  ergeben  sich 
aus  der  Betrachtung  der  Summe  der  beiden  zuletzt  angege- 
benen Glieder  der  Entwickelung  von  P,  die  in  die  ent- 
sprechenden Determinantenglieder  übergehen;  wenn  man  die 

6* 
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Exponenten  in  denselben  als  obere  Indices  betrachtet.  Denn 
auch  die  Summe  der  beiden  Determinantenglieder  ändert  nur 
ihr  Vorzeichen,  wenn  man  a«  mit  ai  vertauscht,  oder  er,  mit 
ax]  sie  verschwindet,  wenn  man  für  ai  setzt  a,,  oder  für  ai 
setzt  Uje .  Da  nun  die  ganze  Determinante  aus  solchen  Glieder- 
paaren besteht,  die  dieselbe  Eigenschaft  haben,  so  theilt  die 
Determinante  diese  Eigenschaft  mit  ihnen. 

Um  noch  andere  Formen  der  Determinante  Ä  hervor- 
zuheben, deren  Bildungsgesetz  auseinandergesetzt  worden  ist, 
betrachte  mau  ein  beliebiges  Glied  derselben: 

+    a^'^al'   ...    a^*    ...   <» . 

Dasselbe  hat  den  Factor  a^'' .     Da  nun  a,  irgend  eine 

der  Zahlen  0,  1  ...  n  bedeutet,  so  sieht  man,  detss  jedes 
Glied  der  Determinante  einen  Factor  hat  a,  mit  irgend  einem 
der  oberen  Indices  0,  1  .  .  .  w.     Bezeichnet  man  daher  mit 

"^x^i  die  Summe  der  Glieder,  welche  den  Factor  a^  haben, 

so  stellt  sich  die  Determinante  A  dar  als  die  Summe  von 
Producten,  wie  folgt: 

(6)  .  .  .    Ä  =  A^^aJ"  -f  Jx^ßx^  +  .  .  .  A^a^r, 

wobei  zu  bemerken  ist,  dass  die  Ausdrücke  A^P^  Ax^  .  .  .  A^^ 
die  Elemente  a,®,  a«^  .  .  .  a»*  nicht  enthalten.  Denn  enthielte 
einer  dieser  Ausdrücke  noch  eines  der  angegebenen  Elemente, 
so  würde  ein  Glied  der  Entwickelung  von  A  zwei  Factoren 
haben  mit  demselben  unteren  Index  x. 

Aber  jedes  Glied  der  Determinante  A  hat  auch  den  Fac- 
tor a*  mit  irgend  einem  unteren  Index  0,  1  ...  w.    Es  stellt 

sich  daher  die  Determinante,  wenn  man  wie  vorhin  mit  -^^a* 

die  Summe  der  Glieder  bezeichnet,  welche  den  Factor  a* 
haben,  auch  so  dar: 

(7)  ....  J.  =  ^0* «0*  +  ^i" aj*  -f  . .  .  An"" an'' , 

indem  Jq*,  A^*  ,  .  .  An*  Ausdrücke  bedeuten,  die  die  Elemente 
Uq*,  a^*  .  .  .  Un*  nicht  enthalten.  Daraus  folgt,  dass  der  Aus- 
druck A^  weder  die  Elemente  a^ ,  a^  ...  aj*,  noch  die  Ele- 
mente a^ ;  a^  '  '  '  ^n  ^^^^^1^*  Setzt  man  daher  in  (6)  statt 
des  unteren  Index  x  der  Elemente  durchweg  einen  anderen 
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unteren  Index  A,  oder  in  (7)  statt  des  oberen  Index  x  der 
Elemente  durchweg  einen  anderen  oberen  Index  l,  so  erhält 
man  mit  Bücksicht  auf  (5): 

(8)  ....  o  =  ^>»  +^>/+  . . .  ^;a;. 

(9) 0=^J,'a,'  +  A'«'  +  •  •  •  <««  • 

Die  (w  +  1)^  eingeführten  Ausdrücke  A^  lassen  sich  auch 
als  die  partiellen  Differentialquotienten  der  Determinante  A, 
nach  den  Elementen  derselben  genommen^  darstellen.  Denn 
differentiirt  man  die  Gleichung  (6)  oder  (7)  partiell  nach  a^^  , 
so  erhält  man: 


(10) 


dA 


S< 


i  =  A'  *)• 


Sie  lassen  sich  aber  auch  als  Determinanten  darstellen. 
Denn  setzt  man  zum  Beispiel  x  =  a^^  ^=  a^^  . ,  ,  =  a^"  =  0, 
so  erhält  man. aus  (6)  mit  Bücksicht  auf  (2): 


(11) 


^ü  ;  ^i   }  *  ' 


a. 


\J  m  Ut         ....       tt^ 

7  1      9   *   *   *        *( 


=  >4  0  /x  0 
—  -^0    "o 


Ebenso  erhält  man  aus  (7),   wenn  man  setzt  x  «=  öj"  =  «j^ 
. .  .  =  On^  =  0,  mit  Bücksicht  auf  (2): 


*)  Mit  Bücksicht  auf  diese  Formel  (10)  können  aus  den  Identitäten 
(6)  bis  (9)  zahlreiche  andere  Relationen  durch  Differentiation  abgeleitet 
werden.   Differentiirt  man  beispielsweise  die  Gleichung  (6)  nach  irgend 

einem  Elemente  a/,    dessen  imterer  Index  a  von  x  verschieden  ist, 

§ 

BD  folgt: 

dA  d'A       _o  .        d'A         ,    .  d^A 


«;+ 


«i  +  •  .  . 


a 


n 


Durch  denselben  Process  ergiebt  sich  ans  (8),  Je  nachdem  überdies  a 
von  il  sich  unterscheidet  oder  nicht: 

d'^A         0  .        d'A 


0  = 


^A 


d^A 


ai  + 


da^       da^da^ 


<  + 


d'A 


da^dai 


«a'  +  .  . 


ö«   +  .  . 


'X 

d^A 


a 


n 


da:daS  " 
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(12) 


o„».  0,     ...  0 

^0  ;   ^J    f    •  •  •  flf» 


öfo   ;    ötj     ^    ...    fl^ 


Creht  man  auf  die  Bildungsweise  der  Determinante  Ä  aus 
ihrem  ersten  positiven  Gliede  zurück  und  permutirt  alle  oberen 
Indices  1  ^  2  .  .  .  n  oder  alle  unteren  Indices  1 ,  2  .  .  .  n 
(mit  der  Anmerkung  des  richtigen  Vorzeichens  eines  jeden 
Gliedes);  so  sieht  man,  dass  man  nicht  alle  Glieder  der  Deter- 
minante erhält,  sondern  nur  die  Glieder ^  welche  den  Factor 
ÜQ^  haben.  Da  die  Summe  dieser  Glieder  aber  ist :  A^^  a^^y 
so  hat  man  mit  Unterdrückung  des  Factors  Oq®: 

(13) A^^  =  E±a,'a^^..,an\ 

woraus  man  durch  Vergleichung  mit  (11)  und  (12)  erhält: 


^Q   y    ^\    i    '  *  •    ^n 


(14)  ...      ^'    "'*'  •••"»' 

I      ■.•.*•.••• 

0,    a^»,  . .  .  a„» 


a^\  0,    . . :  0 


a. 


0   ;   ^1    } 


...    C»] 


In  gleicher  Weise  erhält  man  aus  dem  ersten  positiven 
Gliede  der  Determinante  A  durch  Permutation  der  oberen  oder 
der  unteren  Indices  0,  1  ...  (n  —  1)  die  Summe  der  mit  a»" 
multiplicirten  Glieder  a«*»  JS+  a^^  a^^  .  .  .  o>^^  der  Determi- 
nante. Da  diese  Summe  aber  gleich  ist  A^^an^^  so  hat  man 
mit  Unterdrückung  des  Factors  ün^i 

(15) A^^i:±a,^a,'  .. 


a 


n-l 
n-1 


Es  ergiebt  sich  hieraus  eine  Regel  zur  Bildung  der  Partial- 
determinante  Aq^  in  (13)  und  der  Partialdeterminante  An* 
in  (15)  aus  der  Determinante  A.  Unterdrückt  man  nämlich 
sämmtliche  Elemente  in  der  Determinante  A,  welche  mit  a^^ 
in  derselben  Horizontalreihe  und  in  derselben  Yerticalreihe 
stehen ;  so  bilden  die  übrig  bleibenden  Elemente  die  Deter- 
minante Aq^.  Das  Gleiche  lässt  sich  von  der  Determinante 
An"*  sagen,  wenn  man  für  das  Element  Aq^  das  Element  a»" 
nimmt. 

Da  man  durch  mehrmaligeVertauschung  zweier  Horizontal- 
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reihen  oder  zweier  Verticalreihen  der  Elemente  in  der 
Detenuinsuite   A,     wodurch    sich    nur    das  Vorzeichen    der 

Determinante  ändert,  das  Element  a^  immer  in  die  Stelle 
des  ersten  Elementes  Qq^  bringen  kann,  so  sieht  man^  dass 
auch  alle  Grossen  A^  ,  welche  wir  in  (10)  als  partielle  Dif- 
ferentialquotienten der  Determinante  A  erkannt  haben  ^  sich 
wie  in  (13)  und  (15)  als  Determinanten  von  n^  Elementen 
darstellen  lassen. 

Die  Bildungsweise  der  Partialdeterminante  A^^  aus  der 
Determinante  A  stellen  wir  auf  ohne  Beweis,  den  man  aus 
dem  Vorhergehenden  leicht  entnehmen  kann. 


}7 


jj 


Aus  der  Determinante  A  erhält  man   die  Partialdeter- 
minante   A^  dem  absoluten  Werthe  nach,  wenn  man  in  A 
^^sämmtliche  Elemente  unterdrückt^    welche  mit  a^    in  der- 

^^selben  Horizontalreihe  und  in  derselben  Verticalreihe  stehen. 
^;Das  Vorzeichen  wird  das  positive  oder  negative  je  nachdem 
„(x  +  ^)  ^^^^  gerade  oder  ungerade  Zahl  ist." 

Setzt  man  in  der  Gleichung  (7),  in  welcher  x  =  w   sei, 
a«*  +2>  für  a«",  so  geht  dieselbe  über  in: 


**0  >  ""1   1  •  •  •  **» 
fl^O  7  ^1   J   •  •  •  ^n 


Oo", «,",  ...  {an'+p) 


=  ^"V+yl,»a,"  +  ....V«,«+^,»ij 


=  ^  +  A^p , 


oder  in: 


(16)  ,  .  . 


^0  >  ^1    ;  •  •  •  ^» 
^0  J  ^1    ;  •  •  •  ^»» 


V^öi'*;  •  •  •  («»'*+jP) 


Die  Gleichungen  (6)  bis  (9)  dienen  zur  Auflösung  zweier 
Systeme  linearer  Gleichungen  mit  den  (n+  1)  Unbekannten 
x^j  rCi  .  . ,  Xn  und  den  (w  +  1)  Unbekannten  Y^y  F,  .  .  .  Y«, 
die  sich  unter  der  Voraussetzung,  dass  X  die  Zahlen  bedeutet 
0,  1  ...  H;  in  abgekürzter  Form  also  darstellen: 
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(17)  ....    Xi  =  a,/  Xq-^  üi^  x^  +  .  .  .  a^Xn . 

(18)  ....      y;i  =  a;i«ro  +  az^  Yi  +  •  •  .  (^iT^n  . 

Multiplicirt  man  nämlich  (17)  mit  A^^  setzt  für  A   alle 

Zahlen  0,  1  .  .  .  n  und  addirt;  oder  multiplicirt  (18)  mit  A^j 
setzt  für  A  alle  Zahlen  0,  1  .  .  .  n  und  addirt,  so  erhält  man 
mit  Rücksicht  auf  (6)  bis  (9): 

(19)...    ^a;x=^*«Xo  +  ^«^Xi  +  ...  J,»Xn. 
(20)  .  .  .    AY^  =  A^^  y,,  +  ^,«  yj  +  . .  .  An""  Vn  . 

Diese  beiden  Gleichungen  repräsentiren  wieder  zwei  Sy- 
steme von  Gleichungen,  da  x  die  Zahlen  bedeutet  0,  1  .  .  .  », 
und  geben  die  Werthe  der  Unbekannten  Xx  als  lineare  Aus- 
drücke der  Xx  und  die  Werthe  der  Unbekannten  Yx  als  lineare 
Ausdrücke  der  y«. 

Die  beiden  gegebenen  Systeme  linearer  Gleichungen  (17), 
(18)  haben  dieselben  (»  +  1)^  Coefficienten  a^  der  Unbe- 
kannten, nur  ihre  Anordnung  ist  verschieden.  Jede  xte  Hori- 
zontalreihe der  Coefficienten  in  dem  einen  Systeme  ist  gerade 
die  xte  Verticalreihe  des  anderen  Systemes.  Dasselbe  trifft 
auch  bei  den  aufgelösten  Gleichungen  (19),  (2())  zu,  wie  die 
Ansicht  dieser  Gleichungen  lehrt.  Deshalb  braucht  man  nur 
das  eine  von  den  beiden  Systemen  (17),  (18)  wirklich  aufzu- 
lösen. Die  Auflösung  des  anderen  ergiebt  sich  nach  dieser 
Bemerkung  von  selbst*). 

*}  Betrachtet  man  im  Systeme  (20)  y^^  y^  ...  yn  als  die  Un- 
bekannten und  Yo,  Yi . .  .  Yn  als  beliebig  gegebene  Zahlen^  so  kommt 
man  durch  Auflösung  auf  das  System   (18)  zurück,    wie   sich  sofort 

ergiebt,  wenn  man (20)  mit  aj^  multiplicirt,  für  x  alle  Zahlen 0, 1  ...  n 

setzt  und  addirt.    Ebenso  ist  das  System  (17)  eine  Folge  von  (19). 
Um  eine  Anwendung  dieser  Bemerkung  zu  geben ,  ertheilen  wir  in 

(20)  To,  y^  ."  Yn  bezüglich  die  Werthe        ^'^  ^  ,     -  ^*- --  .  .  . 
Alsdann  werden  nach  (18)  und  nach  den  Gleichungen  in 


der  Anmerkung  auf  Seite  85   yx  und  ya  gleich ;t   und 


während  alle  übrigen  y^  verschwinden.     Die  [l  -j~  ^)te  Gleichung  im 
vorgelegten  Systeme  (20): 


-^ 


I 

I 
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Die  Gleichungen  (19),  (20)  nehmen  die  einfachere  Ge- 
stalt an: 

(21)  ...    ar,  =  «x®  Zq  +  e»*  Zj  +  . . .  e^r  Xn  , 

(22)  ...    Fx  =  e^^^ifQ  +  ^1*  y,  +  •  •  •  ^*  y« , 

wenn  man  der  Kürze  wegen  setzt  -j"  =^  ^x  •  ^^^  kann  da- 
her die  hervorgehobene  Bemerkung  als  Satz  also  aussprechen: 

(23)  .  .  .  Wenn  (21)  die  Auflosungen  sind  des  Sy- 
stemes  linearer  Gleichungen  (17),  so  sind  (22)  die 
Auflosungen  des  Systemes  linearer  Gleichungen(18). 

Nimmt  man  an,  um  einen  speciellen  Fall  zu  betrachten, 

dass  für  alle  Werthe  von  x  und  l  sei  a^  =  a^,  so  wird  die 

xte  Horizontalreihe  der  Coefficienten  in  (17)  gleich  der  xten 
Yerticalreihe  in  denselben  Gleichungen,  und  diese  Gleichun- 
gen gehen,  abgesehen  von  der  Bezeichnung  der  Unbekann- 
ten, in  (18)  über,  wenn  man  setzt  Xi  ==  yx.  Da  aber  unter 
dieser  Annahme  die  Werthe  der  Unbekannten,  die  durch  (21) 
und  (22)  ausgedrückt  sind,  einander  gleigh  sein  müssen,  wel- 
ches auch  die  Werthe  von  Xx  =  yx    seien,  so  ergiebt  sich  aus 

dem  Vergleich  von  (21)  und  (22),  dass  auch  e^  =  ^x  * 

Zu  demselben  Resultat  gelangt  man  auch  durch  den  Ver- 
gleich der  Gleichungen  (6),  (8)  mit  den  Gleichungen  (7),  (9). 
Die  Gleichungen  (6),  (8)  stellen  nämlich,  wenn  A  =  0,  1  . . .  w, 
ein  ganzes  System  von  (w  +  1)  Gleichungen,  dar.  Ein  zweites 
System  stellen  unter  derselben  Voraussetzung  die  Gleichungen 
(7),  (9)  dar.  Betrachtet  man  in  dem  ersten  System  Ax^,  Ax^ 
,  .  .  -4x"  als  die  Unbekannfen,  in  dem  zweiten  System  Aq", 
A^  .  .  .  An*  als  die  Unbekannten,  so  hat  man  zwei  Systeme 
linearer  Gleichungen,  die  sich,  wenn  für  alle  Werthe  von  x 

und  A:  a    =  a,*  ist,  nur  durch  die  Bezeichnung  der  Unbe- 


geht  daher  über  in  die  Formel: 

Dieselbe  ist  vom  häufigsten  Gebrattche  in  der  analytischen  Geometrie. 


90  Siebente  Vorlesung. 

kannten  von  einander  unterscheiden.  Man  hat  daher  Äx^ 
=  Äf^",  Ax^  =  -4/  .  .  .  Ax"*  =  An",  woraus,  wie  vorhin,  folgt 

Lineare  Gleichungen  von  der  beschriebenen  Art  treten 
auf,  wenn  man  für  die  partiellen  Differentialquotienten  einer 
homogenen  Function  der  zweiten  Ordnung  neue  Variable  ein- 
führt. Denn  bezeichnet  man  die  Summe  2J  a^  Xx  xi,  eine 
Function  der  zweiten  Ordnung  in  Rücksicht  auf  die  Variabein 
Xq,  Xy  ,  ,  ,  Xn-i  mit  dem  Zeichen: 

(24) f{x^,  X,,  .  .  .  ir„)  =  Za^  Xx  xi , 

so  kann  man  durch  Einführung  der  neuen  Variabein  X«  und 
unter  der  Voraussetzung,  dass  a^  =  a/,  die  Gleichungen  (17) 
also  darstellen: 

(2ö) Xx  =  ^rM. 

Ihre  Auflösungen  (21)  nehmen,  wenn  man  die  Function  F 
definirt  als  die  Summe: 

(26) F{X„X,,...  Xn)  =  Sei  ^«  ^a  ; 

da   e^  =  e^  ist,  eine  eben  so  einfache  Gestalt  an,   nämlich: 

(27) Xx  =  iF{Xx). 

Diese  Bemerkungen  lassen  sich  kurz  in  folgenden  Satz 
zusammenfajssen : 

(28)  ....  Wenn  man  lineare  Gleichungen  von  der 
Form  (25)  auflöst,  so  stellen  sich  die  aufgelösten 
Gleichungen  unter  der  Form  (27)  dar. 

Die  Function  jF  nennt  man  die  reciproke  Function 
der  Function  f  und  umgekehrt  f  die  reciproke  Function  von  F. 
Wie  die  eine  Function  von  der  anderen  abgeleitet  werden 
kann,  ist  aus  dem  Vorhergehenden  klar. 

Aus  der  Darstellung  der  Determinante  A  in  (6)  und  (7) 
lassen  sich  noch  andere  Sätze  entwickeln.  Man  kann  näm- 
lich in  dieser  Darstellung  bemerken,  dass  A  in  qA  übergeht, 
wenn  man  für  «x®,  a»^  .  .  .  o»**  respective  setzt  gax^,  gox^  ... 
pax",  oder  wenn  man  für  a^'*,  a^*  .  .  .  a»*  respective  setzt 
Qa^",  Qa^*  .  .  .  Qün'»    Daher  hat  man  den  Satz: 


/ 
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(29)  .  .  .  Wenn  man  sämmtliche  Elemente  einer  Ho- 
rizontalreihe oder  sämmtliche  Elemente  einer  Yer- 
ticalreihe  der  Determinante  mit  demselben  Factor 
maltiplicirt^  so  geht  die  Determinante  über  in  das 
Product  der  Determinante  and  dieses  Factors. 

Setzt  man  in  (6)  aj^  +  Q^^y  ^«*  +  Q^i^  •  •  •  ^»^  +  9^^ 
respective  für  a«®,  ax^  .  .  .  flx*;  so  wird  diese  Gleichung  nicht 
geändert,  weil  der  Factor  von  p  im  rechten  Theile  der  Glei- 
chung  auf  Grund  von  (8)  verschwindet.  Ebenso  ändert  sich 
auch  die  Gleichung  (7)  nicht,  wenn  man  a^^  +  Qa^^j  «1*  + 
p«!^  .  .  .  a»*  +  Qüi}  respective  setzt  für  Oq*,  a^*  .  .  .  a«*,  weil 
auf  Grund  von  (9)  der  Factor  von  q  im  rechten  Theile  der 
Gleichung  verschwindet.  Diese  Bemerkungen  drücken  wir  als 
Satz  so  aus: 

(30)  .  .  .  Die  Determinante  bleibt  ungeändert,  wenn 
man  in  ihr  die  Elemente  einer  Horizontalreihe  oder 
Verticalreihe  vermehrt  um  die  mit  demselben  Factor 
multiplicirten  correspondirenden  Elemente  einer 
anderen  Horizontalreihe  oder  Verticalreihe. 

Man  kann  hiemach  die  Elemente  einer  Horizontalreihe 
oder  Verticalreihe  auch  vermehren  um  die  correspondirenden 
Elemente  mehrerer  anderer  Horizontalreihen  oder  Vertical- 
reihen,  jede  der  letzteren  Reihen  mit  einem  anderen  Factor 
multiplicirt,  ohne  die  Determinante  dadurch  zu  ändern. 

Nachdem  wir  in  dem  Vorhergehenden  Eigenschaften  einer 
Determinante  entwickelt  haben,  so  führen  wir  jetzt  mit  meh- 
reren Determinanten  den  Fundamentalsatz  aus  der  Theorie 
der  Determinanten  vor,  das  Multiplications-Theorem: 

(31)  .  .  .  Wenn  C=  E+  c„®c,*  .  .  c^  und 

A=  i:±^a^'  a^^  .  .  On**,    JB  =  2;+ V*i^  •  •  •  *«">    so  ist: 

C=A.B 

unter  der  Bedingung: 

Cx^  =  öo'  V  +  ö^l*  *l^  +  •   •  •  On""  bn^  . 

Die  Bedingung  dieses  Satzes  lässt  sich  kürzer  so  aus- 
drücken: 
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C^  —  Z    a*l^  . 

*  m      m     m 

Demnach  ist  das  erste  positive  Glied  der  aus  den  Elementen 
c  zusammengesetzten  Determinante: 

WO  mg;  m^  .  .  .  m»  die  Zahlen  0,  1  ...  n  bedeuten.  Diese 
Gleichung  kann  man  auch  so  darstellen: 

Aus  diesem  ersten  Gliede  der  Determinante  entspringen 
nun  alle  übrigen  Glieder  derselben  durch  Permutation  der 
unteren  Indices  der  Elemente  c.  Bei  diesem  Verfahren  wer- 
den aber  unter  dem  Summenzeichen  nur  die  oberen  Indices 
der  Elemente  a  permutirt^  während  die  Indices  der  Elemente 
b  ganz  ungeändert  bleiben.    Man  hat  daher: 

Die  Determinante  U+  a^  a}  .  .  .  a*    verschwindet  nach 

(5),  so  oft  zwei  von  den  Indices  m^ ,  m|  .  .  .  m«  einander  gleich 
sind,  und  mit  ihr  die  entsprechenden  Glieder  der  Summe  des 
rechten  Theiles  der  letzten  Gleichung.  Da  also  in  dieser 
Summe  die  Glieder  fehlen,  in  welchen  zwei  oder  mehrere 
Indices  m^,  m^  .  ,  ,  mn  einander  gleich  sind,  so  bedeuten  m^, 
mi  .  .  .  nin  nur  die  Zahlen  0,  1  ...  n  in  irgend  einer  Reihen- 
folge. 

Die  Determinante  2^ -\-  a^  a^  ,  .  .  a^    ist  aber  unter  die- 

ser  Voraussetzung  nach  (4)  gleich  +  -27+  «o^ö/  .  .  .  a»",  je 
nachdem  die  Permutation  m^m^  .  ,  .  m^  aus  der  Permutation 
0  1  ...  n  durch  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  von  Permu- 
tationen zweier  Indices  hervorgegangen  ist.  Setzt  man  dem- 
nach  für  die  genannte  Determinante  ihren  zuletzt  angegebe- 
nen Werth  in  die  letzte  Gleichung  und  wirft  das  +  Vorzeichen 
dieses  Werthes  auf  das  Product  6^  6*  ...  6**  ,  so  erhält  man: 

Da  nun  m^,  9i^j  .  .  m„,  wie  man  'gesehen  hat,  die  Zahlen 
0,  1  .  .  n  in  irgend  welcher  Reihenfolge  bedeuten,  und  das 


VTI^T 
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Product  b^  b^  .  ,h^  in  der  Gleichung  das  positive  oder  nega- 
tive Vorzeichen  hat^  je  nachdem  die  Permutation  niQmi  . .  m» 
ans  der  Permutation  0  1  .  .  n  durch  eine  gerade  oder  ungerade 
Zahl  von  Permutationen  zweier  Indices  hervorgegangen   ist^ 

80  ist  ^mr'm^  +  b^^l^..b;;i^  =  ^±  V*J*  •  •  *«">   ^^^  ^^  ^a*- 

Um  eine  specielle  Anwendung  des  eben  bewiesenen  Multi- 
plications-Theoremes  gegenwärtig  zu  haben,  werden  wir  dem- 
nächst ein  algebraisches  Problem  ausführen,  dessen  Lösung 
abhängt  von  einer  kubischen  Gleichung  in  gleicher  Form  wie 
das  spätere  Problem  der  Hauptaxen  einer  Oberfläche  zweiter 
Ordnung,  und  welches  auch  der  Analysis  in  einzelnen  Fällen 
treffliche  Dienste  leistet. 

Es  ist  nämlich  nach  (31): 


(32) 


•     •     • 


p,  a,  r 

a,  b,  c 

«,  y,  e 

P',^,r'    = 

a,  6,  c 

• 

«',  y',  ^ 

P",  i".  r" 

ff     -trf        tt 

a  ,0  y  c 

Af,^' 

unter  Voraussetzung  der  Substitutionen: 

p  =  ax  +  6y  -{- cz        p  =  ax    +  6y    -{- ce 
(33)      q  s=  ax  +  Vy  +  cz        q  =  ax'  +  Vy   -f-  cV 
r  =^  a  x-\-b  y-f-  c  z       r  =^  a  x  -\-b  y  '\-  c  z 

p''  =  ax"   +by"  +c/' 

(34) «"  =  ax"  +  b'y'  +  cz" 

r'  =a''af'  +  ry"  +  c'sf\ 

Da  die  21  Grössen,  woraus  diese  Gleichungen  zusammen- 
gesetzt sind,  irgend  welche  sein  können,  wenn  sie  nur  den 
Gleichungen  genügen,  so  wollen  wir  annehmen,  dass  x'\  y\  /' 
gegebene  lineare  Functionen  der  Variabein  x^  y^  z  seien: 

(35) y"  =  «10^  +  «ii?y  +  «12^ 

^"  =  «20^  +  «21  y  +  0^22^  . 

Unter  dieser  Annahme  werden  nach  (34)  jp",  q,  r'  eben- 
falls lineare  Functionen  der  Variabein  x,  y,  z  und  nach  (33) 
lineare  Functionen  der  Variabein  p,  q,  r  von  der  Form: 
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(36) ff"  =  6,oP  +  KQ  +  ^2^ 

und  man  sieht ,  wie  in  (32)  eine  homogene  Function  der  zwei- 
te q  Ordnung  von  den  Variabein  x^  y,  e,  in  Determinanten- 
form gegeben  und  mit  einem  Factor  multiplicirt,  durch  die 
Substitutionen  (33)  und  (34)  übergeht  in  eine  homogene 
Function  der  zweiten  Ordnung  von  den  Variabein  p,  q,r  von 
gleicher  Determinanten- Form. 

Die  Goe£ficienten  b^a  in  (36)  hängen  allein  ab  von  den 
gegebenen  Coefficienten  üxx  in  (35)  und  den  neun  Substitutions- 
coefficienten  a  b  c  a  .  . ,  über  welche  die  Verfügung  frei 
steht.  Man  kann  daher  die  Frage  stellen,  und  dieses  ist  das 
angekündigte  Problem ;  ob  die  neun  Substitutionscoefficienten 
sich  so  bestimmen  lassen^  dass  die  Gleichungen  (36)  die  Gestalt 
erhalten : 

(37) P'==^P,     ?"  =  't'«,     r"  =  X''r. 

Die  Entscheidung  der  beregten  Frage  beruht  darauf^  9b 
sich  die  Gleichungen  (34)  durch  die  Substitutionen  (37),  (33) 
und  (35)  als  identische  Gleichungen  darstellen  lassen  ^  wie 
folgt: 

X  (ax  +  6f/  +cz)  =a  (aoo^  +  aQ^y  +  a^^z) 

+  &   («10^  +  ö^ny  +  öi2^)  +  •  •  • 
r  {ax  +  Vy  +  c'z)  —  a  {a^^x  +  a^iy  +  a^z) 

+  &'  («10^  +  «iiy  +  «12^)  +  •  •  • 
r  (a'x  +  6"y  +  c'z)  =  a"  {a^x  +  a«,  y  +  a^^z) 

+  6"  {a^f,x  +  a,,y  +  n^^z)  -f  .  .  . 

Die  erste  von  diesen  Gleichungen  wird  eine  identische 
unter  den  Bedingungen: 

(«00  —  '^)  öt  +  ajo  6  +  «20^  =  0 , 
(38) «Ol«  +  («11  —  ^)  ^  +  «2|C  =  <^ 

«02«  +«12^+  (^22  A)C  =  0  . 

Die  Bedingungen  für  die  beiden  folgenden  identischen 
Gleichungen  erhält  man  aus  (38);  wenn  man  den  zu  bestim- 


/ 
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menden  Grossen  X,  a,  b,  c  den  Index  '  oder  den  Index  " 
anhängt. 

Eliminirt  man  nun  a^  b,  c  aus  (38);  so  erhält  man  die 
in  A  kubische  Gleichung: 


(39)  .  .  . 


«00  — 

^; 

«lo; 

«20 

1    «Ol; 

«11  —  ^; 

«ii 

«02; 

«12; 

«22- 

-  l 

=  0, 


deren  Wurzeln  eben  die  zu  bestimmenden  Grossen  k,  X',  X" 
sind. 

Die  Verhältnisse  der  Substitutionscoefficienten  a:b\c  sind 
aus  den  Gleichungen  (38)  zu  berechnen.  Die  Verhältnisse 
der  übrigen  Substitutionscoefficienten  ergeben  sich  aus  den 
analogen  Gleichungen.  Im  Uebrigen  bleiben  die  Substitutions- 
coefficienten unbestimmt.  Nur  ihre  Verhältnisse  sind  in  der 
angegebenen  Weise  bestimmt. 

Die  angeregte  Frage  ist  hiermit  bejahend  entschieden  und 
wir  drücken  das  Resultat  unserer  Untersuchung  als  Satz  aus 
wie  folgt: 

(40)*)  .  .  .  Wenn  x\  y\z"  gegebene  lineare  Functio 
nen  derVariabeln  Xy  y,  0  sind  von  der  Form  (35),  so 
lassen  sich  drei  Grössen  X,  X\  X"  als  Wurzeln  einer 
kubischen  Gleichung  (39)  und  demnächst  die  9  Sub- 


*)  Von  dem  Satze  (40)  wollen  wir  eine  Anwendung  machen  auf  die 
Transformation  und  Integration  der  Jacobischen  DifPerentialgleichung. 
Crelle'B  Journal  für  Mathematik.    Bd.  24.  p.  1. 

Ea  hat  diese  Differentialgleichung  die  Form: 

wenn  man  darin  A,  B,  C  gegebene  lineare  Functionen  derVariabeln 
bedeuten  lässt: 

In  Determinantenform  stellt  sich  die  Jacobische  Differentialgleichung 
80  dar:  • 

5    1?    1 

d£    drj  0 
ABC 


=  0 
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stitutionscoefficienten  a^  h,  c,  a  .  .  durch  (38)  in  den 
Substitutionen  (33)  der  Art  bestimmen,  dass  man 
auf  Grund  dieser  Substitutionen  hat: 


p,  a,    *■ 

a    h    c 

X    y    e 

p,  «',  ♦•' 

=. 

a'   6'  (f 

• 

X   y'  z' 

A|),  A'g,  X'r 

a"  h"  c" 

x"  y"  *" 

in  welcher  Form  vir  anch  die  Gleichung  in  dem  Folgenden  als  die 
gegebene  betrachten  wollen. 

Setzen  wir  nun ,  indem  wir  drei  Variable  an  Stelle  der  zwei  Varia- 
beln  einführen  durch  |  s=  — ,  rj  =  —  und  bezeichnen  die  Differentiale 

Z  SS 

mit  dx  =  x\  dy  ^=>y\  dz^^  e  y  so  erhält  die  Differentialgleichung  mit 
Bücksicht  auf  die  Bezeichnung  (36)  die  Gestalt: 


X 


z 


zx  —  xz  ,   zy  —  yz\  0 


—  0 


Multiplicirt  man  die  erste  Horizontalreihe  der  Elemente  mit  /  und 
addirt  sie  zur  zweiten  Horizontalreihe ,  so  geht  die  Gleichung  nach  (80) 
und  mit  Unterdrückung  des  Factoit  z  über  in: 


X,    y,    z 

»      t      I 

^^  y,  « 


X 


»» 


y  y  e 


0. 


Nach  dem  Satze  (40)  kann  man  diese  Differentialgleichung,  indem 
man  für  die  Variabein  x,  y,  z  die  Variabein  p,  q^  r  einführt  und  setzt 
dp=Bp\  dq^=^q  ,  dr^r,  durch  die  Substitutionen  (83)  überführen  in 
die  Differential gleichung : 


0, 
^P»  A'ff»  ^''r 

welche  entwickelt  und  durch  p  qr  dividirt  sich  so  darstellt : 


Man  sieht  sogleich,  dass  das  Integral  dies^  Differentialgleichung  ist: 

>  Const. 
Setzt  man  nun  für  p,  g,  r  die  Werthe  (88)  und  wie  vorhin  a;»£r|, 


pii-n  .  ^a"-x)    ^i-x') 


TV¥-V 
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Das  oben  bewiesene  Multiplications-Theorem  dient  unter 
Anderem  zur  Transformation  gewisser  t^inctionen-Formen,  die 
wir  jetzt  vorführen  werden. 

Es  seien: 

irgend  welche  gegebene  (w  +  1)  Functionen  von  einer  gleichen 
Zahl  der  Yariabeln  x^y  x^  .  .  Xn.  Wir  substituiren  für  diese 
(n  +  1)  Variable  eben  soviel  neue  Yariabeln  y^,  y,  .  .  y«,  in- 
dem wir  die  ersteren  gleichsetzen  irgend  welchen  gegebenen 
Functionen  der  neuen  Variabein  ^  was  wir  ausdrücken  wollen 
mit  den  symbolischen  Gleichungen: 

In  dieser  Voraussetzung  hat  jede  der  oben  angegebenen 
Functionen  a^  zwei  Arten  von  partiellen  Differentialquotien- 
t'en  aufzuweisen ;  deren  Symbole  sind: 


Wenn  wir  dieselben  bezeichnen  respective  mit: 


«K»        <^iy 


so  lehrt  die  Differentiahrechnung,  dass  man  hat: 


I 


Setzen  wir  nun  ^^  =  &« ,  so  wird  die  letzte  Gleichung 

gerade  die  Bedingungsgleichung  des  Multiplications-Theore- 
mes  (31),  nach  welchem  man  hat: 


y=aZTif  ^^  ^^bt  sich  z  ganz  fort,   und  man  erhält  das  Integral  der 
Jacobischen  Differentialgleichung  in  der  Gestalt: 

Die  Exponenten  Z,  1',  X"  in  dieser  Integralgleichung  sind  die  Wur- 
zeln der  kubischen  Gleichung  (39),  die  Verhältnisse  der  Coefßcienten 
abea  . . .  sind  aus  den  Gleichungen  (38)  zu  berechnen.  Die  Coefficien- 
ten  selbst  haben  nur  durch  ihre  Verhältnisse  Einfluss  auf  die  Integral- 
gleichung, da  man  für  die  willkürliche  Constante  der  Integration  auch 
jede  andere  setzen  kann. 

HB88S,  analyt.  Geometrie  d.  Räume«.  3.  Aufl.  7 
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an  ^-1-^«°  ^^'     dar»  _ 

=  2;+—  —        —    2;+—  — *     — 

—  dxo '  dxi*  '  '  dxn  '       —  dyo  dyi  '  '  dyn  ' 

Determinanten- Ausdrücke,  wie  diejenigen,  woraus  die  letzte 
Gleichung  zusammengesetzt  ist,  treten  auf  bei  der  Transfor- 
mation vielfacher  Integrale.  Man  bezeichnet  sie  mit  einem 
gemeinsamen  Namen. 

Sind  nämlich  m  Functionen  von  einer  gleichen  Zahl 
Variabein  gegeben,  so  nennt  man  die  aus  den  m^  ersten  par- 
tiellen Differentialquotienten  dieser  Functionen  gebildete  Deter- 
minante Functional-Determinante.  Transformirt  man  die 
m  gegebenen  Functionen  durch  irgend  welche  Substitutionen 
einer  gleichen  Zahl  neuer  Yariabeln,  so  hat  man  neben  der 
genannten  Functional-Determinante  eine  Functional-Determi- 
nante der  Substitutionen  und  eine  Functional-Determinante 
der  gegebenen,  aber  transformirten  Function.  Zwischen  ihnen 
besteht  die  Gleichung  (41),  welche  sich  zu  weiterem  Gebrauch 
in  Worten  so  wiedergeben  lässt: 

(42)  ....  Die  Functional-Determinante  gegebener 
transformirten  Functionen  ist  gleich  dem  Producte 
aus  der  Functional-Determinante  der  Substitutio- 
nen und  der  Functional-Determinante  der  gegebe- 
nen Functionen. 

Nach  dem  Multiplications- Theorem  (31)  lässt  sich  das 
Product  zweier  Determinanten  als  eine  Determinante  darstel- 
len. Die  partiellen  Differentialquotienten  der  letzteren,  nach 
ihren  Elementen  genommen,  lassen  sich  durch  die  partiellen 
Differentialquotienten  der  Factoren  ausdrücken,  wie  der  fol- 
gende Satz  lehrt: 

43)  .  .  .  Wenn  C=2:+Co®c,>  .  .  c^"  und 

so  ist  unter  der  Bedingung: 

nicht  allein  C  =  A  ,  B,  sondern  auch: 


i 

/ 
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Auf  Grund  von  (7)  und  (10)  stellt  sich  die  Determinante 
C  so  dar: 

Da  das  Element  h^  nur  in  den  Elementen  cj^.  c}^  .  ,  c^  der 

Determinante  C  ^^^  A  ,  B  enthalten  ist^  so  erhält  man  durch 
Differentiation  der  angegebenen  Gleichung  nach  hj- : 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  A^j  setzt  hierauf 

für  ft  nach  einander  die  Zahlen  0  1  .  .  n  und  addirt,  so  ver- 
schwinden nach  (9)  und  (7)  alle  Glieder  des  rechten  Theiles 
der  Suname  mit  Ausnahme  desjenigen  Gliedes,   welches  den 

Factor  — .  enthält  und  den  Werth  A  — r  annimmt.  Wir 
erhalten  demnach: 

^\^'db,'^^'  db}^  "^^a^V      K'' 

eine  Gleichung,  welche  mit  Unterdrückung  des  Factors  A  auf 
beiden  Seiten  und  mit  Einführung  der  Bezeichnung  (10)  den 
letzten  Theil  des  Satzes  (43)  beweiset. 

Die  Bemerkung,  dass  die  letzte  Gleichung  des  Satzes  (43) 
gerade  so  zusammengesetzt  ist  aus  den  partiellen  Differential- 
quotienten der  Determinanten  C,  A^  B,  wie  die  Bedingungs- 
gleichung desselben  Satzes  aus  den  Elementen  derselben  Deter- 
minanten, wird  nicht  allein  zur  leichteren  Auffassung  des 
Satzes  beitn^en,  sondern  auch  Gelegenheit  geben,  weitere 
Sätze  aufzustellen. 

Wir  wollen  nicht  unterlassen,   auch  darauf  aufmerksam 

.u  naachen,   da.s  sich   der  partielle  Differentialquotient  ^^ 

als  die  Summe  von  Quadraten  darstellt,  wenn  die  Elemente 
der  Determinante  A  den  entsprechenden  Elementen  der  Deter- 
minante B  gleich  werden. 
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Zum  Schlüsse  sei  noch  erwähnt;  dass  der  Satz  (43)  sich 
auch  auf  höhere  Ordnungen  der  Diiferentialquotienten  der  drei 
Determinanten  erweitem  lässt. 


Achte  Vorlesung. 

Ganze  homogene  Functionen.    Anwendungen 

der  Determinanten. 


Von  gleicher  Wichtigkeit  als  die  Determinanten  sind  die 
Eigenschaften  der  ganzen  homogenen  Functionen  für  die  ana- 
lytische Geometrie.  Diese  Eigenschaften  zu  entwickeln ,  in- 
sofern sie  in  dem  Folgenden  eine  Anwendung  finden;  wird 
zunächst  unsere  Aufgabe  sein. 

Es  ist  eine  charakteristische  Eigenschaft  der  ganzen  homo- 
genen Function: 

von  (n  +  1)  Variabein  Xq,  x^  .  . .  a?«  vom  jrten  Grade,  dass: 

Denn  wenn  eine  ganze  Function  (1)  der  Gleichung  (2) 
genügt;  so  ist  sie  zugleich  eine  hoi^ogene  Function. 

Die  Gleichung  (2)  hat  man  als  eine  identische  Gleichung 
zu  betrachten;  in  welcher  die  beiden  Theile  der  Gleichung 
sich  nur  in  der  Form  von  einander  unterscheiden. 

Differentürt  man  daher  die  Gleichung  (2)  nach  ty  und 
setzt  nach  der  Differentiation  ^  =  1;  so  erhält  man  die  iden- 
tische Gleichung: 

(3)  1)  .  f{x^,  O:,;  . ..  Xn)  =  X^f  {X^)  +  X^f  (rCj)  +  ...  XnfiXn)  . 

Die  zweimalige  Differentiation  nach  t  ergiebt;  wenn  man 
wieder  ^«=1  setzt,  folgende  identische  Gleichung: 


/ 
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(4) Pip  —  i)/'(«a;  X^,..Xn)-^ 

Durch  dreimalige,  viermalige  Differentiation  lassen  sich 
aus  (2)  in  gleicher  Weise  neue  identische  Gleichungen  her- 
leiten, auf  welche  wir  weiter  kein  Gewicht  legen,  weil  wir 
von  ihnen  im  Folgenden  keine  Anwendung  machen  werden. 

Es  seien  nun  a^,  a^,  .  •  .  a",  (n  4-  1)  gegebene  ganze 
homogene  Functionen  der  Yariabeln  x^y  Xj^,  .  .  ,  Xn  respec- 
tive  Yon  den  Graden  l'o>  i>i  >  •  •  •  1'»  •  Bezeichnet  man  die  Dif- 
ferentialquotienten dieser  Functionen,  nach  den  (n  -f-  1)  Varia- 

beln  genommen,  der  Kürze  wegen  mit  dem  Zeichen  ^ —  =  a^^ 

so  hat  man  nach  (3)  das  System  identischer  Gleichungen: 

p^  a^  =  Qq^  x^  -f  a^^  ic,  +  .  .  .  a^  Xn 
/5X  P\  ö*  =  »0*  Xo  +  aj'  iTi  -f  .  .  .  a„i  Xn 

2>^ a'»  =  ao*» iPo  +  V^i  +  .  .  .  a»"^«. 

Diese  Gleichungen  kann  man  als  lineare  betrachten,  wenn 
man  die  Variabein  a?^,  aj^, .  . .  rr«,  wie  sie  zu  Tage'  treten, 
nicht  wie  sie  in  den  Functionen  ^q,  a^^  .  ,  ,  an  und  in  ihren 
Differentialquotienten  enthalten  sind,  als  die  unbekannten 
ansieht.  In  dieser  Voraussetzung  haben  sie  die  Form  der 
Gleichungen  (17)  der  vorhergehenden  Vorlesung,  welche  durch 
Auflosung  die  Gleichungen  (19)  ergaben. 

Löst  man  die  identischen  Gleichungen  (5)  nach  den  be- 
zeichneten Unbekannten  auf,  so  erhalt  man  ebenfalls  iden- 
tische Gleichungen,  die  wir  in  folgender  zusammenfassen 
können : 

(6)  .  .  .  A.x^  =  A^p^a^'\-  A^p^a^  +  .  ..A^p^a^. 

In  ihr  haben  A  und  A^  die  Bedeutung  einer  Determi- 
nante und  ihres  partiellen  Differentialquotienten,  nämlich: 


(7)  ...  A  = 


^0*>   ^l";    •    •    ■    ^iT 


und  A^  =  --  i 
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Die  Determinante  A  ist  unter  den  angegebenen  Voraus- 
setzungen eine  Functional-Determinante  oder  pnlciser 
die  Determinante  der  Functionen  a^ ^  a^  .  .  .  a^,  aus 
deren  Differentialquotienten  sie  zusammengesetzt  ist.  Sie  ver- 
schwindet nach  (6)  für  dasjenige  System  Werthe  der  Varia- 
behi,  für  welches  die  Functionen  verschwinden,  aus  deren 
partiellen  Differentialquotienten  sie  zusammengesetzt  ist.  Man 
hat  daher  den  Satz: 

(8)  .  .  .  Wenn  (w  +  1)  ganze  homogene  Functionen 
von  eben  so  vielen  Variabein  für  ein  System  Werthe 
dieser  Variabein  verschwinden,  so  verschwindet 
auch  die  Determinante  dieser  Functionen  für  das- 
selbe System  Werthe  der  Variabein. 

Durch  Differentiation  der  identischen  Gleichung  (6)  nach 
Xn  erhält  man  die  ebenfalls  identische  Gleichung: 

'^  +  fe  ^*  =     ^2  Po  «2  +  ^i  Pi  «i  +  •  •  •  ^;  i>»  o," 

+  ä^i'««  +ä^Pi«'  +  •  •  •  rx,  P»«"- 

Zieht  man  von  dieser  Gleichung  die  mit  p^  multiplicirte 
Gleichung  (6): 

^  =  ^0  „«  +    .^.  „,  +  .  .   .  ^  n  „n 

aus  der  vorhergehenden  Vorlesung  ab,  so  erhält  man: 

dA 

(9) *        8A^         dA^      ,  .       sa; 

Differentiirt  man  dagegen  die  Gleichung  (6)  nach  xi,  so 
erhält  man,  wenn  man  die  mit  2k  multiplicirte  Gleichung  (8): 

der  letzten  Vorlesung  abzieht: 
dA 


dxx -«  "=  ^i  <*/ (Pi  -i'o)  +  •  •  •  ^; a'(Pn-Po) 


(10)  ...  a^o  ^^  1 


dA, 


n 


+  g;c;J'o«''+^i',«'  +  ...-g^l'.a 
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Wenn  nun  für  ein  System  Werthe  der  Variabein  die 
Functionen  a^,  a^ . , ,  a"*  sämmtlich  verschwinden;  so  erhält 
man,  da  unter  dieser  Voraussetzung  auch  Ä  verschwindet; 
für  dieses  System  Werthe  aus  (9)  und  (10)  die,  freilich  nicht 
mehr  identischen  Gleichungen: 

§~  ^*  =  A;^  ai  (i>,  —  /Jo)  +  •  •  •  ^;  Öt;  (.Vn  —  Po)  y 

^^  Xn  =  ^;  a/  (i>,  -i>„)  +  . . .  A; aj^  {pn  —  Po)  7 

deren  rechte  Seiten  verschwinden,  wenn  j|>„  =  ji,  ==  .  .  =2)». 
Daraus  folgt  der  Satz: 

(12)  .  .  .  Wenn  (w  +  1)  ganze  homogene  Functionen 
von  eben  so  vielen  Variabein  und  von  gleichen 
Graden  für  ein  System  Werthe  der  Variabein  ver- 
schwinden, so  verschwinden  auch  die  Determi- 
nante dieser  Functionen  und  ihre  ersten  partiellen 
Differentialquotienten  für  dasselbe  System  Werthe 
der  Variabein« 

Sind  dagegen  j)^  —  p^  —  . .  =i>„-.i,  und  von  i>„  verschieden, 
so  hat  man  nach  (11): 

(13) 

dXj^  ^  ^'         x^ 

Diese  Gleichungen  beweisen  den  Satz: 

(14)  .  .  .Wenn  von  (w  +  1)  ganzen  homogenen  Func- 
tionen eben  so  vieler  Variabein  n  Functionen  von 
demselben  Grade  sind,  und  es  verschwinden  alle 
(n  +  1)  Functionen  für  ein  System  Werthe  der 
Variabein,  so  sind  für  dieses  System  Werthe  der 
Variabein  die  partiellen  Differentialquotienten  der 
Determinante  der  (w -j- 1)  Functionen  proportional 
den  entsprechenden  partiellenDifferentialquotien- 
ten  der  ungleichgradigen  Function. 

Mit   derselben  Leichtigkeit   lässt  sich   endlich   aus    den 
Gleichungen  (11)  der  allgemeinere  Satz  ablesen: 
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(15)  .  .  .  Wenn  unter  (n  -f-  1)  ganzen  homogenen 
Functionen  a®,  a^,  . . .  a»  eben  so  vieler  Variabein  die 
Functionen  a®,  a\  ,  .  .  ä"^^  von  demselben  Grade 
sind,  und  es  verschwinden  8ämmtliche(n4' 1)  ^^iic- 
tionen  für  ein  System  Werthe  der  Variabeln,  so  hat 
man  für  dieses  System  Werthe  der  Yariabeln  die 
Gleichungen: 

d^  ~  ^"^  dxx  "^  ^"*+*     dx^      "^  •  •  •  ^""dxj, ' 

in  welchen  die  Ausdrücke  P«,  -Pm  +  i?  .  .  -  Pn  unab- 
hängig sind  von  dem  besonderen  Werthe  von  k. 

Wir  legen  auf  diese  vier  Sätze  deshalb  ein  Gewicht ,  weil 
sie  sich  eignen  y  einem  fühlbaren  Mangel  in  der  Eliminations- 
Theorie,  freilich  nur  in  einzelnen  Fallen,  abzuhelfen.  Es 
haben  nämlich  Bezout  und  Sylvester  dargethan,  wie  die 
Elimination  einer  Unbekannten  aus  zwei  Gleichungen  irgend 
welcher  Grade  sich  zurückfuhren  lässt  auf  die  Elimination 
mehrerer  Unbekannten  aus  linearen  Gleichungen.  Das  Resul- 
tat der  Elimination  enthält  niemals  einen  überflüssigen  Factor. 
Die  Versuche,  dieses  Eliminationsverfahren  auf  mehr  als  zwei 
Gleichungen  auszudehnen,  haben  den  gewünschten  Erfolg 
nicht  gehabt;  ausser  in  speciellen  Fällen.  Das  Resultat  ist 
im  Allgemeinen  nicht  rein,  sondern  immer  mit  einem  über- 
flüssigen Factor  angethan. 

Die  speciellen  Aufgaben  der  Elimination,  welche  uns  in 
dieser  und  der  folgenden  Vorlesung  begegnen,  werden  wir 
mit  Hülfe  der  hervorgehobenen  Sätze  lösen  können  ohne  Ein- 
mischung eines  überflüssigen  Factors. 

Als  ein  Beispiel  zur  Anwendung  des  Satzes  (8)  wählen 
wir  die  Aufgabe: 

(16)  .  .  .  Die  Bedingungsgleichung  zu  finden,  welche 
die  homogenen  Coordinaten  von  vier  Punkten  er- 
füllen müssen,  wenn  die  Punkte  auf  einer  und  der- 
selben Ebene  liegen. 

Es  seien  {x^  y^  e^ p^),  {x^  y,  jet,  p^\  {x^  y^  e^p^\  {x^  y^  z^p^) 
die  Coordinaten  der  vier  Punkte,  und 
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ux  -{-  vy  -^^  WZ  -]-  rp  =^  0 
die  Gleichung  der  Ebene.   Alsdann  hat  man  die  Bedingungen : 

«^«  +  v%  +  fvz^  +  rp^  ^  0 
ux^  -{-  vy,  -(-  ^^1  +  ^P\  =  ^^ 
^^2.  +  ^92  +  ^h  +  »•P2  =  0 

Man  hat  hier  also  vier  lineare  homogene  Functionen  der 
Yariabeln  t*,  v,  «?,  r,  welche  für  ein  System  Werthe  dieser 
Yariabeln  verschwinden.  Der  Satz  (8)  giebt  die  gesuchte 
Bedingung^Ieichung : 


^o>     Voy     ^o;     Pq 

(»7) 

^l;     y\y     ^\y    P\ 
^29      ^2?      ^2?      P2 

—  0. 

^3;      Hzj      ^3;     J^3    1 

Man  drückt  dieselbe  durch  rechtwinklige  Coordinaten  der 

vier  Punkte  aus,   indem  man  i>o  =i>i  =i>2  '^'l^a  =  ^  setzt: 

1  ^0;     Vof     ^o>       1 

(18)  ...... 

^1;    Vi*    ^\>      1 

X^y       2^2;       ^27          ^ 

=  0. 

« 

^3;      ^3?       ^3;         ^ 

Aber  dieses  ist  eine  andere  Form  für  dieselbe  Bedingungs- 
gleichung, die  wir  in  der  ersten  Vorlesung  unter  (18)  durch 
6/7  =  0  ausgedrückt  haben.  Um  den  linken  Theil  der  zuletzt 
angeführten  Gleichung  (18)  auf  die  Form  von  677  zurück*- 
zuführen  y  hat  man  mehrere  Satze  der  siebenten  Vorlesung  in 
Anwendung  zu  bringen.  Derselbe  erhält  durch  mehrmalige 
Anwendung  des  Satzes  (4)  zunächst  die  Gestalt: 

^0 
^1 
H 
h 

Dieser  Ausdruck  geht  durch  wiederholte  Anwendung  des 
Satzes  (30)  über  in: 


1, 

«0> 

y^, 

1, 

«, , 

Vu 

1, 

ajj, 

Vi, 

1, 

*3> 

ys> 
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1, 

•^01               S^oi               ^07 

1 

.0, 

^i       ^0»    Vx       Vof    ^1       ^0  . 

lo, 

^2          ^0>      »2           y07      ^2          ^0 

0, 

^3          '^OJ      2^3          Vot      ^3          ^0 

uud  erhält  nach 

(14)  die  Gestalt: 

«1- 

-^o>    tfi—yo}    h  —  ^0 

(19)      - 

x^ 

^Q}      tfz  —  Ifo}      ^2  —  -^0      =  — 

X^ 

^Of     Vz        ifo)     ^3  —  ^01 

Es  ist  dieses  derselbe  Ausdruck  von  6/7  in  (15)  der  er- 
sten Vorlesung  nach  den  dort  folgenden  Substitutionen  (17). 

Wir  haben  in  der  dritten  Vorlesung  die  Bedingungs- 
gleichung (15)  der  Involution  aufgestellt: 

(2Ü)(Ao— ft,)(A,-^2)(A2— fto)  +  (/io-Ai)(/i,— A2)(ft2-Ao)  =  0 

als  das  Resultat  der  Elimination  von  X(i  und  i  (^  +  f^)  ^^^ 
den  daselbst  vorhergehenden  Oleichungen,  welche  sind: 

Afi  —  4  (A  -f  ^)  (Ao  -f  f*o)  +  '^of^o  =  0; 

(21)  ...    A^  _  ^  (A  +  1^)  (A,  +  II,)  +  A,^,  =  0, 

^f*  —  i  (^  +  f^)  (^2  +  l^'i)  +  ^2l^2  =  ö. 

Es  soll  sich  jetzt  nicht  darum  handeln^  das  Resultat  der 
Elimination  (20)  von  dort  zu  verificiren^  sondern  unmittelbar 
durch  Elimination  der  genannten  Grössen  aus  den  Gleichun- 
gen (21)  die  Form  der  Bedingungsgleichung  (20)  zu  ent- 
wickeln. Diese  Form  ändert  sich  ^  wenn  man  A^  mit  (Iq,  oder 
A|  mit  fi|)  oder  Aj  mit  fij  vertauscht ^  obwohl  die  Vertauschung 
der  Natur  der  Sache  nach  erlaubt  ist.  Ausserdem  kennt  man 
noch  drei  andere  einfache  Formen  derselben  Bedingung.  Wir 
stellen  uns  demnach  die  Aufgabe: 

(22)  ....  Durch  Elimination  der  Unbekannten  Xfi 
und  i  (A -{- (ü)  aus  den  Gleichungen  (21)  die  sieben 
Formen  der  Bedingungsgleichung  der  Involution 
abzuleiten. 

Wenn  man  die  Gleichung  (21)  homogen  macht  und  mit 
J  die  Determinante  bezeichnet: 
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(23)  .  .  .  .    ^  =  ,   1,     —  (Ai  +  f*i),     Aif*i     , 

1>        —  (*2  +  ^2)^       *2f*2 

SO  sieht  man^  dass  nach  (8)  die  Bedingimgsgleichung  der  In- 
Yolution  ist:  jd  =  0,  und  dass  die  vorgelegte  Aufgabe  darin 
ihre  Erledigung  findet^  dass  man  die  Determinante  ^^  multi- 
plicirt  mit  irgend  welchen  Factoren,  auf  sieben  verschiedene 
Arten  ausdrückt. 

Die  Determinante  Ä  in  (3)  der  siebenten  Vorlesung  ent- 
stand aus  der  Entwickelung  des  Productes  P,  indem  man  die 
Exponenten  der  Elemente  obere  Indices  bedeuten  liess.  Die 
Determinante  A  geht  darum  wieder  in  das  Product  P  über, 
wenn  man  in  (3)  die  oberen  Indices  der  Elemente  als  Expo- 
nenten betrachtet. 

Nimmt  man  daher  an^  dass  in  der  Determinante: 

(24) L  =   t  A,S    A,»,     A.» 

die  oberen  Indices  Exponenten  seien ^  eine  Annahme,  die  wir 
auch  im  Folgenden  aufrecht  erhalten  werden^  so  hat  man: 

(25)  .  .  .    L (A,  -  Aj)  (A3  -  A«)  (A,  -  A,). 

Multiplicirt  man  die  beiden  Determinanten,  so  erhält  man 
nach  dem  Multiplications- Theoreme: 

{^0—^o){K—N),     {^i'-^o)(^l-^oh      {h-K){^2-'N) 
(^e-^2)(^0-^2);     (^1-^2)  ('^1-^2);     (^2-^2)('^2-f^2)l 

das  Product  in  Form  einer  Determinante,  in  welcher  die  Ele- 
mente der  Diagonale  verschwinden.  Berücksichtigt  man  die- 
ses und  entwickelt  die  Determinante,  so  erhält  sie  das  in  (25) 
angegebene  Product  L  als  Factor.  Unterdrückt  man  diesen 
Factor  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  (26),  so  wird: 

(27)— z/=(Ao— ii*,)(Ai-^2)(^2— /*o)+l>o— ^i)(/*i— ^2Xf*2— ^o)- 

Da  die  Determinante  z/  in  (23)  ungeändert  bleibt,  wenn 
man  in  ihr  A^,  mit  [i^,  oder  X^  mit  /itj,  oder  k^  mit  fi2  vertauscht, 
so  erhält  man  aus  (27)  durch  diese  Yertauschungen: 
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—  J  =  (|tiü-^)(Ai-fi2)(Aj-Ao)  +  (Ao-Ai)(^,-Aj)(^2-f*o)> 
(28)  — z/  =  (^o-(^i)(^-^i)(^2-'h)+{h-^i)(l^i-l^2X^2-N)f 

—  Z/ =  (^0  - '*l)(f*l-f*2)('^J~-^o)  +  (^ü--f*l)('^l--^2)(^2-^o)  • 

Um  die  drei  anderen  Formen  für  /^  abzuleiten ;  multi- 
pliciren  wir  diese  Determinante  mit  der  Determinante  M: 


(29) 


Jf  = 


AS 

A', 

A" 

J  1 

Ao" 

/*o*> 

/*o'> 

^o" 

in  welcher  die  oberen  Indices  der  Elemente  Exponenten  sein 
sollen.    In  dieser  Voraussetzung  ist: 

(30)  .  .  .     M (Ao  -  fio)  (^0  -  A)  (A  -  Ao), 

und  das  Product  der  beiden  Determinanten  (23)  und  (29)  stellt 
sich  als  eine  Determinante  dar  wie  folgt: 

(A-Ao)(A-^o)7    (^o--^o)  (^o-f*o)i    (f*o--*o)  (f*ö-f*i)) 
(31).^Jf-(A~A,)(A-|it,),    (^o-^i)(^o-f*,),     iN-^i)(N-f^t)' 
(A~A2)(A-f*2),    (Ao~A2)(Ao~fi2);    (f*o~^2)  (f*o-^f*2)l 

Da  in  dieser  Determinante  die  Elemente  der  ersten  Hori- 
zontalreihe verschwinden  mit  Ausnahme  des  ersten  ^  so  hat 
man  nach  (12)  der  vorhergehenden  Vorlesung: 

!    {h—^2)i^0-l^2)>       (f*0— ^2)(f*0-f*2) 

und  wenn  man  durch  (30)  dividirt: 


z^3f-(A-Ao)(A-po) 


(32)    J 


(Ao-A,)(Ao— f*i),     (/»o  — -^i)(f*o  — f*i) 
(Ao— A2)(Ao— ftj),     (f*o— ^2)(f*o  --  f*2) 


^  — 1*0 

oder  entwickelt: 

(33)  .  .  .   ^ --  j^^{(^o-^i)i^o-lii)iN-^2)(l^o-lh) 

—  (Ao-A2)(Ao  — ft2)(Po— ^i)(f*o-f*i)}- 

Da  die  Determinante  -^  nur  ihr  Vorzeichen  ändert;  wenn 
man  die  Indices  0  und  1  oder  0  und  2  vertauscht,  so  er- 
hält man  durch  diese  Vertauschungen  aus  (33)  folgende  Glei- 
chungen : 
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(34)  .  . . 


^  =  i^ZI^^   {(^2—  ^o)  (^2  — f*o)  (^2  —  ^l)  (f*2  —  f*l) 

—  (^2-^l)(^2  — f*l)(f*2  — ^o)(f*2-f*o)}  • 

Es  ist  in  der  sechsten  Vorlesung  die  kürzeste  Entfer- 
nung R  zweier  geraden  Linien  L  und  L^  im  Räume  in  der 
Gleichung  (10)  ausgedrückt  worden.  Derselbe  Ausdruck  stellt 
sich  in  Determinantenform  so  dar: 


(35)  .  .  .    R  —  -^-pTXj 


a< 


a 


a 


cc 


17 


6j — bj    c,  —  c 
ßu  Vi 


In  demselben  bedeuten  a^  &,  e  die  Coordinaten  eines  Punk- 
tes 0  auf  der  geraden  Linie  L,  welche  mit  den  Coordinatenaxen 
Winkel  bildet^  deren  Cosinus  sind  a,  ß,  y\  und  a^y  h^^  c^ 
bedeuten  die  Coordinaten  eines  Punktes  1  auf  der  geraden 
Linie  L^y  welche  mit  den  Coordinatenaxen  Winkel  bildet^ 
deren  Cosinus  a^,  /)j,  y^  sind. 

Wählen  wir  nun  auf  der  geraden  Linie  L^  beliebig  einen 
Punkt  2  mit  den  Coordinaten  Uzf  &2;  ^2f  ^l^ssen  Entfernung 
Ton  dem  Punkte  1  sei  l^  und  auf  der  geraden  Linie  L  einen 
Punkt  3  mit  den  Coordinaten  a^,  b^,  c^,  dessen  Entfernung 
von  dem  Punkte  0  sei  2 ,  so  haben  wir: 

la  =  03  —  a,       Iß  =63  —  6,       ly  =  C3  —  c, 

^i«i  =  «2  — «n     ^i/'i  =  *2  — ^^     ^1^1=^2  —  ^1- 

Durch  Substitution  der  Werthe  von  a,  ß  .  ,  a^  .  .  in  (35) 
und  Anwendimg  des  Satzes  (30)  der  siebenten  Vorlesung^ 
geht  jene  Gleichung  über  in: 


(36)     ll^RBm(LL^)  = 


a^  —  a, 

ttn Ö, 


«3  —  «; 


b^  —  by 
h  —  ^j 


C2  —  c 
c^  —  c 


Da  der  rechte  Theil  dieser  Gleichung  den  sechsfachen 
Inhalt  des  Tetraeders  0  12  3  ausdrückt^  so  haben  wir  den 
Satz  bewiesen: 
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(37)  .  .  .  Der  sechsfache  Inhalt  eines  Tetraeders  ist 
gleich  dem  Producte  zweier  gegenüberliegenden 
Kanten^  der  kürzesten  Entfernung  und  des  Sinus 
des  Neigungswinkels  derselben  beiden  Kanten. 

(38)  ....  Die  Länge  der  Tangente  zu  bestimmen; 
welche  von  einem  gegebenen  Punkte  an  einen  ge- 
gebenen Kegelschnitt  gezogen  ist. 

Es  seien  a,  b,  c  die  Coordinaten  des  gegebenen  Punktes 
und  f=^0  die  homogene  Gleichung  des  Kegelschnittes.  Als- 
dann berührt  die  Von  dem  gegebenen  Punkte  an  den  Kegel- 
schnitt gezogene  Tangente  in  dem  Punkte  den  Kegelschnitt; 
in  welchem  die  Polai^e: 

A--xf'{a)+yr(h)-\-ef(c)  =  () 

den  Kegelschnitt  trifft.  Ist  nun  r  die  Länge  der  Tangente, 
so  hat  man  die  Kreisgleichung: 

q>  ^{xc  —  zay  +  {yc  —  ehf  —  r^c^z'^  =  0, 

und  es  ist  die  Aufgabe ,  aus  den  drei  Gleichungen:  f=^0, 
9?  =>  0;  Ä^=0  die  homogenen  Coordinaten  x,  y,  z  des  Be- 
rührungspunktes,  welche  allen  drei  Gleichungen  zugleich  ge- 
nügen;  zu  eliminiren.  Das  Resultat  der  Elimination  muss 
eine  in  r^  quadratische  Gleichung  sein^  weil  man  von  dem 
gegebenen  Punkte  zwei  Tangenten  an  den  Kegelschnitt  ziehen 
kann.  Dieses  Resultat  wird  sich  in  zwei  verschiedenen  For- 
men darstellen  lassen. 

Mit  den  genannten  Functionen  verschwindet  nach  (8) 
auch  ihre  Determinante  vom  zweiten  Grade  der  Yariabeln. 
Man  hat  daher  die  sechs  Gleichungen ;  ebenfalls  vom  zweiten 
Grade: 

/•=«0,     g?  =  0,     z/  =  0,     xÄ~0,    yA  =  0,    zA=^0. 

Aus  diesen  Gleichungen  lassen  sich  nun  die  sechs  Quadrate 
und  Producte  der  Yariabeln  wie  aus  linearen  Gleichungen 
eliminiren. 

Man  hat  aber  auch  nach  dem  Satze  (14): 
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und  erhält  die  gesnchte,  ebenfalls  in  r^  quadratische  Glei- 
chtue, wenn  man  aus  diesen  in  z,  y,  t,  k  linearen  homo- 
genen Gleichungen  die  genannten  Grössen  eliminirt. 

(39)  ....  Wenn  die  Gleichungen  von  zwei  Kegel- 
schnitten gegeben  sind,  die  Gleichung  ihrer  vier 
Schnittpunkte  zu  bestimmen. 

Sind  X,  y,  z  die  Coordinaten  eines  Schnittpunktes  der 
durch  ihre  Gleichungen  f  ^  ^,  ip  =  0  gegebenen  Kegel- 
schnitte, so  ist: 

A  z^.  ux  -\-  vy  +  we  ■=  0 
die  Gleichung  dieses  Punktes.    Es  ist  also  die  Aufgabe,  aus 
den  Gleichungen  f=  0,  y  =  0,  ^  =  0  die  Variabein  x,  y,  e 
KU  eliminiren  und  daraus  eine  homogene  Gleichung  des  vier- 
ten Grades  in  «,  v,  w  abzuleiten. 

Bezeichnen  wir  zu  diesem  Zwecke  mit  J  die  Determi- 
nante der  Functionen  /*,  tp,  A,  so  haben  wir  die  sechs  Glei- 
chungen: 
^=0,     9>  —  0,     J  =  0,     xA='  0,     yA  =  0,     zA  =  0, 

aus   welchen  die  Quadrate  und  Producte   der  Tariabeln  sich 
wie  aus  linearen  Gleichungen  eliminiren  lassen. 
Wir  haben  aber  auch  wie  vorhin: 

woraus  die  Unbekannten  x,  y,  e,  i.  linear  zu  eliminiren  sind. 

Die  Resultant«  E  =  0  der  Elimination  ist  vom  vierten 
Grade.  Sie  lässt  sich  in  vier  lineare  Factoren  zerlegen,  und 
die  Coefficienten  von  u,  v,  w  in  einem  jeden  Factor  sind  die 
Coordinaten  eines  der  vier  Schnittpunkte  der  gegebenen  Kegel- 
schnitte. 

Durch  die  vier  Schnittpunkte  lässt  sich  drei  Mal  ein 
Linienpaar  l^en.  Jedes  Paar  schneidet  sich  in  einem  Punkte, 
einem  Diagonalpunkte  des  Vierecks,  dessen  Ecken  die 
vier  genannten  Schnittpunkte  sind.  Das  Viereck  hat  demnach 
drei  Diagonalpunkte,  und  wir  stellen  uns  im  Anschlüsse  an 
die  vorhergehende  Aufgabe  folgende: 
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(40)  ....  Wenn  die  Ecken  eines  Viereckes  gegeben 
sind  als  die  Schnittpunkte  zweier  durch  ihre  Glei- 
chungen gegebenen  Kegelschnitte;  die  Gleichung 
der  Diagonalpunkte  des  Viereckes  zu  bestimmen. 

Sind  /*  s»  0  und  97  =  0  die  homogenen  Gleichungen  der 
gegebenen  Kegelschnitte;  so  ist  bekanntlich  f  -j-  X(p  '^O  die 
Gleichung  eines  jeden  Kegelschnittes ^  der  durch  die  vier 
Schnittpunkte  der  gegebenen  Kegelschnitte  geht.  Bei  rich- 
tiger Bestimmung  von  A  stellt  also  die  letzte  Gleichung  auch 
ein  Linienpaar  dar^  welches  durch  die  vier  Schnittpunkte 
geht. 

Bezeichnet  man  mit  x,  y,  z  die  Coordinaten  des  Schnitt- 
punktes des  Linienpaares ;  des  Diagonalpunktes ,  so  gelten 
für  diesen  die  Gleichungen: 

-4.  Eiz  wrc  +  vy  +  u;jB?  =  0, 

wovon  die  letzte  Gleichung  den  Diagonalpunkt  darstellt. 

Nach  der  Elimination  von  X  hat  man  nun  folgende  sechs 
Gleichungen : 

nvM^) -m¥(y)  =  0,  n^wix) -nx)q>\z)  =  o, 

nxW{y)-^ny)V>\x)^(), 

xA  =  0,        yA^O,        zA^O, 

aus  welchen  die  sechs  Quadrate  und  Producte  der  Variabein 
wie  aus  linearen  Gleichungen  zu  eliminiren  sind,  um  die  Glei- 
chung /S  BS  0  der  Di^onalpunkte  vom  dritten  Grade  zu  er- 
halten; welche  sich  wieder  in  drei  lineare  Factoren  zerlegen 
lässt. 

An  die  beiden  vorhergehenden  Aufgaben ;  die  in  den  Re- 
sultanten ü  «=  0  und  S^=^0  ihre  Erledigung  gefunden  haben, 
schliesst  sich  naturgemass  die  Aufgabe  der  Zerfallung  dieser 
Gleichungen  in  ihre  linearen  Factoren  an. 

Man  wird  finden,  dass  diese  Gleichungen  sich  so  zu  ein- 
ander stellen,  wie  eine  gewöhnliche  biquadratische  Gleichung 
zu  der  bekannten  kubischen  Gleichung,  von  welcher  die  Lösung 
der  ersteren  abhängt.  Wie  nämlich  die  Wurzeln  der  biqua- 
dratischen Gleichung  sich  linear  durch  die  Wurzeln  der  kubi- 
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• 
sehen  Gleichung  ausdrücken  lassen,   so  stellen  sich  auch  die 

Factoren  von  R  als  lineare  Ausdrücke  der  Factoren  von  S  dar. 
Die  Wahrheit  dieser  Bemerkung  liegt  jedoch  nicht  so  auf 
der  Hand  wie  die  Losungen  der  vorhei^ehenden  beiden  Auf- 
gaben; man  wird  erst  zu  suchen  haben. 

(41)  . .  .  Drei  gerade  Linien  L^y  L^,  L^  sind  im  Räume 
gegeben,  eine  vierte  gerade  Linie  L  gleitet  an 
ihnen  hin,  indem  sie  jede  der  gegebenen  geraden 
Linien  schneidet;  es  soll  erstens  die  Relation  ge- 
funden werden  zwischen  den  Cosinus  der  Neigungs- 
winkel, welche  die  gleitende  gerade  Linie  L  mit 
den  Goordinatenaxen  bildet,  und  zweitens  der  geo- 
metrische Ort  dieser  geraden  Linie. 

Die  Auflösung  der  vorgelegten  Aufgabe  beginnen  wir  mit 
der  Aufstellung  der  analytischen  Bedingungen  der  Aufgabe. 
Zuvörderst  brauchen  wir  die  Gleichungen  der  gegebenen  ge- 
raden Linien  Lq,  Xi,  L2: 

m 

(42)  »o-yo+'-o/^o-O,    6t-yi  +  r,/J,=0,    b,^y,  +  r,ß,^0, 

Es  bedeuten  hier,  im  Anschlüsse  an  die,  in  (8)  und  (9) 
der  sechsten  Vorlesung  eingeführten  einfachen  Bezeichnungen, 
Oq,  h^,  Cq  die  Goordinaten  eines  auf  der  geraden  Linie  L^ 
gegebenen  Punktes  und  oOq^  y^y  z^  die  Goordinaten  eines  be- 
liebigen Punktes  0  auf  derselben  geraden  Linie;  die  Ent- 
fernung der  beiden  genannten  Punkte  ist  mit  r^  bezeichnet  und 
die  gegebenen  Gosinus  der  Winkel,  welche  Lq  mit  den  Goor- 
dinatenaxen bildet^  mit  Oq,  jSg,  ^q.  Gleiches  gilt  von  den  beiden 
anderen  geraden  Linien  L^  und  L^ .  Um  jedoch  weitere  Be- 
zeichnungen zu  ersparen,  werden  wir  fortan  unter  0, 1^  2  nicht 
mehr  beliebige,  sondern  diejenigen  Punkte  auf  den  drei  ge- 
gebenen geraden  Linien  L^^  L^,  L^  verstehen,  in  welchen 
die  gleitende  gerade  Linie  L  die  gegebene  schneidet. 

Wenn  wir  unter  diesen  Voraussetzungen  annehmen,  dass 
2;,  y,  ;er  die  Goordinaten  eines  beliebigen  Punktes  P  seien  auf 
der  geraden  Linie  L ,  welche  mit  den  Goordinatenaxen  Winkel 
bildet,  deren  Gosinus  mit  a,  ß,  y  bezeichnet  werden,  wenn 

I,  analyt.  Geometrie  d.  Baumes.    3.  Aufl.  8 


l 
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wir  endlich  setzen  PO  =  Qq,  PI  =  (), ,  P2  =  Q2,  so  haben 
wir  noch  folgende  neun  Bedingungen  der  Aufgabe  ^  welche 
die  Projeetionen  der  begrenzten  geraden  Linien  Qq,  ^,  ^  q^  ^^ 
doppelter  Ausdrucksweise  wiedergeben: 

(43)  yo—y+Qoß=o,    yi—y+9iß=^0,   y2-y+Q2ß=0, 

Diese  Gleichungen  (42)  und  (43)  enthalten  sämmtliche 
Bedingungen  der  vorgelegten  Aufgabe.  Aus  ihnen  ergiebt 
sich  die  Lösung  des  letzten  Theiles  der  Aufgabe  unmittelbar. 
Denn  dividiren  wir  die  drei  Systeme  Gleichungen  (42)  der 
Reihe  nach  durch  Qq,  p,,  q^  ^^^  ebenso  die  drei  Systeme 
(43),  so  haben  wir  (18)  Gleichungen,  welche  linear  und  homo- 
gen sind  in  Rücksicht  auf  folgende  18  Unbekannte: 

Xü      y»      fo.;       ^j      yx      fi_.       a:,      y,       ^  , 

To       r,       r,  1         1        1  Q 

Qo'     Qi       ^2  '        Po'     Qi'     Qi 

Das  'Resultat  der  Elimination  ist  die  verlangte  Gleichung 
jD  »»  0  in  Determinantenform  ^  eine  Gleichung  zwischen  den 
Coordinaten  x,  y,  0  des  Punktes  P. 

Es  braucht  jedoch  nur  erwähnt  zu  werden,  dass  die  Deter- 
minante 2)  aus  18^  Elementen  zusammengesetzt  ist,  von  wel- 
chen allerdings  viele  verschwinden,  um  von  dem  Versuch 
ihrer  Bildung  abzuschrecken.  Nichts  desto  weniger  kann 
man,  wenn  man  nur  das  Bildungsgesetz  der  Determinanten- 
Gleichung  D  =  0  im  Auge  behält,  alle  Resultate  ziehen, 
welche  wir  in  dem  Folgenden  anders  ableiten  werden. 

Um  die  Bedingungsgleichungen  (42)  und  (43)  unserer 
Aufgabe  zu  concentriren,  eliminiren  wir  die  Coordinaten  der 
drei  Punkte  0,  1,  2,  die  wir  zur  Lösung  unserer  Aufgabe 
nicht  nöthig  haben,  wodurch  wir  erhalten: 

• 

(44) . .  b,--y  +  r,ß,  +  Q,ß  =  0,    6,  -y  +  r,ß,  +  g^ß  =  0, 
Co  -^  +  »"oyo  +  (>o  y  =  0 ,     c,  —  ^  +  r,  y,  +  p,  y  =  0, 

^2— ^+^2^2+^2^  =  ^- 


I 


^ 


Anwendungen  der  Determinanten. 


115 


Dividiren  wir  diese  drei  Systeme  Gleichungen  der  Reihe 
nach  darch  Qq^  Q^,  q^,  so  werden  die  neun  Gleichungen  linear 
und  homogen  in  Röcksicht  auf  die  neun  Unbekannten: 


a 


ß,   y 


1     1     I 

Qo^     Qi'     Qt^       Qo  '     Qi  '     Qt 

Das  Resultat  der  Elimination  D  =  0  hängt  ab  von  der 
Determinante  D,  welche  noch  aus  81  Elementen  zusammen- 
gesetzt ist. 

Reduciren  wir  die  neun  Bedingungsgleichungen  (44)  auf. 
sechs ;  indem  wir  die,  für  die  Lösung  des  ersten  Theiles  der 
Aufgabe  nicht  erforderlichen  Goordinaten  x,  y,  0  des  Punk- 
tes P  eliminiren^  so  erhalten  wir: 


(45). 


«1  —  «0  +  rj  a,  —  rjÄo  +  (9,  —  9»)«  =  0, 
<h  —  aa  +  r^a^  —  ua^  +  (pj  —  Qo)«  =  ^> 
l>i-\  +  r./J,  -  ro/Jo  +  (9i  -  9,)ß  =  0, 
^2  —  *0  +  »*2^2  —  »"o/^o  +  (9t  —  9o)ß  =  <5> 

"i  —  Co  +  »"ly!  —  ^oro  +  {9i  —  9o)y  =.^>, 
^2  —  ^0  +  *"2y2  —  ^on  +  (p2  —  Qo)y  =  o. 


Multipliciren  wir  hierauf  sämmtliche  sechs  Gleichungen 
mit  dem  Factor  A  und  eliminiren.  die  in  den  Gleichungen 
linear  und  homogen  vorkommenden  sechs  Unbekannten: 

A,     —  Aro,     Ar, ,     Ir^ ,     A((>,  —  Qq)  ,     X{q^  —  (j^)  , 

so  erhalten  wir  als  das  Resultat  der  Elimination  die  gesuchte 
Bedingungsgleichung  ^  =  0  zwischen  den  Cosinus  cc^  ß,  y 
in  der  Form: 


(46). 


a,  —  «0 

«0 

«1 

0 

a 

0 

6,       &o 

^0 

/5, 

0 

ß 

0 

C,           Cj 

ro 

yi 

0 

7 

0 

flfj  —  «0 

«0 

0 

«2 

0 

a 

h  —  h 

/J« 

0 

/J2 

0 

ß 

Cj          Cj 

yo 

0 

72 

0 

7 

=  0. 


Aus  dieser  Gleichung  geht  die  Gleichung  D  =  0  der  Ober- 
fläche hervor,  welche  die  gerade  Linie  L  oder  ein  beliebiger 
Punkt  P  auf  ihr  beschreibt,  wenn  man  für  aßy  va  der  letzten 


8 
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Verticalreihe  der  Elemente  setzt  ihre  Werthe  aus  dem  letzten 
Systeme  der  Gleichungen  (44)  und  für  a  ß  y  in  der  vorletzten 
Verticalreihe  setzt  ihre  Werthe  aus  dem  vorletzten  Sjwteme 
der  Gleichungen  (44).  Mit  Anwendung  der  bekannten  Deter- 
minanten-Satze wird  man  auf  diese  Weise  finden: 


(47)  . . . 


a,  — 


6| 


öo  — 


h 


c,  — 


«0 

«0 

«1 

0 

X 

— 

o, 

0 

6o 

ßo 

ßl 

0 

y 

— 

h 

0 

Co 

70 

V\ 

0 

e 

— 

Cl 

0 

«0 

«0 

0 

«, 

0 

X  —  a^ 

6« 

ßo 

0 

ßi 

0 

y  —  h 

Co 

ro 

0 

Vi 

0 

e  —  c, 

0. 


Obwohl  die  beiden  abgeleiteten  Determinanten-Gleichun- 
gen jd  ^^0  und  D  SS  0  übersichtlich  genug  sind;  um  daraus 
weitere  Schlüsse  zu  ziehen ;  so  wollen  wir  doch  noch  einfachere 
Gleichungen  entwickeln,  welche  das  Problem  lösen.  Elimi- 
niren  wir  zu  diesem  Zwecke  aus  dem  ersten  Systeme  Glei- 
chungen (45)  fj  und  ^1  —  Qq,  so  erhalten  wir: 


a 


a 


1  > 


ai—an  — r««, 


oder: 


a 


a 


1 ; 


0^0  f 

ß, 
ßt, 


ß. 
ßt, 

h—K—^oßo> 


r 

Vi 
Ct—Co—royo 


=  0, 


r 

Vi 


«1— «o>     ^1  —  ^0»     «1  — Co 


—  r. 


ßf      Y 

V    ßt  >    Vt 
«0  >    ßo,    Yo 


a 


a 


0, 


woraus  mit  Vertauschung  der  Indices  1  und  2  die  Gleichung 
hervorgeht: 


=  0, 


jßine  Gleichung,  welche  durch  Elimination  von  9*2  und  ^2  —  fio 
aus  dem  zweiten  Systeme  Gleichungen  (45)  gerade  so  erhalten 
würde ;  wie  die  vorhergehende  Gleichung  aus  dem  ersten  Sy- 
steme Gleichungen  (45).  Eliminiren  wir  nun  r^  aus  den  beiden 


«> 

ß, 

Y 

«, 

ß, 

Y 

«J, 

ßu, 

Yi 

—  ro 

«j. 

ßt, 

Yi 

Oj  — «0» 

h—K, 

C2          Cq 

«o> 

ßo. 

Yo 
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letzten  Oleichangen,  so  erhalten  wir  die  einfachste  Form  der 
Gleichung  ^  «s  0: 


(48) 


a 

ß 

7 

a 

ß    r 

«1 

ßx 

Y\ 

• 

«i 

ßi    Vi 

Oi  —  ao 

bx-K 

Cj  —Co 

«0 

ßo    Vo 

a 

ß 

Y 

a 

ß    r 

«I 

ßi 

n 

• 

«1 

ßi   y\ 

«I  — «0 

6,  — 6o 

C.2        Cq 

«0 

ßo    Yo 

=  0. 


Setzen  wir  endlich  die  Werthe  yon  a  ß  y  mit  richtiger 
Wahl  aus  den  beiden  letzten  Systemen  Gleichungen  (44)  in 
diese  Gleichung  ein^  so  geht  dieselbe  in  die  gesuchte  Glei- 
chung 2)  «=  0  über: 


(49) 


«1 — X 

&!— y 

c^-s 

a^—x 

&i  — .V 

C^-g 

«1 

ßx 

Y\ 

• 

«2 

/»2 

Vi 

«1  — «0 

6,  — 6o 

C,           Cq 

«0 

/»o 

Yo 

a^ — X 

h-y 

e^—s 

d^  —  X 

6i    y 

Ct-g 

«j 

ß2 

n 

• 

«I 

ßx 

Y\ 

«2  — «0 

6j  — 6j 

Cj-Co 

«0 

ß. 

Yo 

0. 


Es  bleibt  noch  übrige  die  beiden  eben  abgeleiteten  Glei- 
chungen ^/s=0  und  27=0  geometrisch  zu  interpretiren.  Lässt 
man  zu  diesem  Zwecke  durch  den  Coordinatenanfangspunkt 
eine  gerade  Linie  l  gehen ,  welche  parallel  ist  der  gleitenden 
geraden  Linie  L  und  bezeichnet  mit  x,  y,  z  die  Goordinaten 
eines  beliebigen  Punktes  der  ersteren,  dessen  Abstand  vom 
Coordinatenanfangspunkt  r  sei,  so  hat  man: 


X 


ra 


rß^      jpassry 


Setzt  man  diese  Werthe  von  a  /3  ^  in  die  Gleichung  z/— 0, 
so  wird  sie  homogen  und  vom  zweiten  Grade  rücksichtlich 
der  Coordinaten  und  unabhängig  von  r,  welches  aus  der 
Gleichung  fortgeht.  Wenn  man  sich  der,  zur  geometrischen 
Interpretation  der  Gleichung  (18)  in  der  vierten  Vorlesung 
gegebenen  Definition  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung  er- 
innert,  so  beweiset  dieses  den  Satz: 

Eine  gerade  Linie»  welche  sich  um  einen  festen 
Punkt  in  ihr  so  dreht,  dass  sie  immer  einer  geraden 
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Linie  parallel  ist,  welche  auf  drei  im  Räume  gege% 
benen  geraden  Linien  fortgleitet;  beschreibt  einen 
Kegel  zweiter  Ordnung. 

Auf  diesem  Kegel  liegen  auch  die  drei  geraden  Linien, 
welche  durch  den  festen  Punkt  parallel  den  gegebenen  ge- 
raden Linien  gezogen  sind.  Den  Beweis  dayon  wird  man 
darin  zu  suchen  haben ,  dass  die  Gleichung  ^  =  0  erfüllt 
wird,  wenn  man  für  a  ß  y  setzt  cc^  j3^  y^  oder  a,  /J,  y,  oder 

Da  die  Gleichung  D  =  0  vom  zweiten  Grade  ist  rück- 
sichtlich  der  Coordinaten  xy  0'  Aes  Punktes  P  der  gleitenden 
geraden  Linie  Zr,  so  haben  wir  den  Satz: 

Eine  gerade  Linie,  welche  drei  im  Baume  ge- 
gebene gerade  Linien  schneidet,  beschreibt  eine 
Oberfläche  zweiter  Ordnung. 

Auf  diese  beiden  Sätze  kommt  man  viel  einfacher,  wenn 
man  in  der  Aufgabe  (41),  deren  Resultat  sie  sind',  andere 
Formen  der  Gleichungen  der  gegebenen  geraden  Linien  ZfQL,  Z^ 
wählt.  Wir  haben  dieser  Form  der  Behandlung  der  Aufgabe 
hier  nur  deshalb  den  Vorzug  gegeben,  weil  sie  die  Gelegen- 
heit bietet,  verschiedene  Determinanten -Sätze  in  Anwendung 
zu  bringen. 
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Allgemeine  Eigensohaften  der  Oberflächen 

zweiter  Ordnung. 


Wie  man  die  Ebene  als  den  geometrischen  Ort  eines 
Punktes  betrachten  kann,  dessen  rechtwinklige  Coordinaten 
einer  gegebenen  linearen  Gleichung  genügen,  so  werden  wir 
den  geometrischen  Ort  eines  Punktes,  dessen  rechtwinklige 
Coordinaten  einer  gegebenen  Gleichung  des  zweiten  Grades : 
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genügen^  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  nennen^ 
and  die  gegebene  Gleichung  die  Gleichung  dieser  Oberfläche. 

Die  Gleichung  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  ist  hier- 
nach aus  10  Gliedern  zusammengesetzt^  die  respective  die 
Factoren  haben:  rc^,  y%  £r^,  yZy  ex,  xy,  x,  y,  jgf,  1,  und  jeder 
dieser  Factoren  hat  seinen  Coefficienten.  Von  diesen  10  Coef- 
ficienten  kann  jedoch  einer^  zum  Beispiel  der  letzte  ^  auf  die 
Einheit  zurückgeführt  werden,  indem  man  die  Gleichung  der 
Oberfläche  durch  ihn  dividirt.  In  der  auf  diese  Weise  ver- 
einfachten Gleichung  der  Oberfläche  bleiben  nur  9  Coefficien- 
ten zurück;  die  linear  in  die  Gleichung  eingehen,  und  deren 
Werthe  die  Natur  der  Oberfläche  bestimmen. 

Diese  9  Coefficienten  können  nicht  mehr  willkürlich  sein, 
wenn  die  Oberfläche  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen  soll; 
sie  müssen  vielmehr  der  linearen  Gleichung  genügen,  die  man 
erhält,  wenn  man  in  der  Gleichung  der  Oberfläche  für  die 
variabeln  Coordinaten  die  Coordinaten  des  gegebenen  Punk- 
tes setzt. 

Es  werden  daher  9  solcher  Bedingungsgleichungen  erfor- 
dert, um  die  9  Coefficienten,  und  dadurch  die  Oberfläche  selbst, 
unzweideutig  zu  bestimmen.  Aber  nicht  jede  9  Punkte  be- 
stimmen die  Oberfläche  unzweideutig.  Denn,  wenn  man  die 
9  Punkte  so  wählt,  dass  von  den  9  Bedingungsgleichungen 
eine  oder  mehrere  aus  den  übrigen  folgen,  so  hat  man  nicht 
mehr  die  hinreichende  Zahl  der  Bedingungsgleichungen  zwi- 
schen den  9  zu  bestimmenden  Coefficienten.  Daher  drücken 
wir  die  gemachten  Bemerkungen  kurz  so  aus: 

Durah  9  beliebig  gewählte  Punkte  im  Baume 
lässt  sich  im  Allgemeinen  nur  eine  einzige  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  hindurchlegen,  und  diese 
Oberfläche  ist  in  allen  ihren  Theilen  durch  die  9 
gewählten  Punkte  unzweideutig  bestimmt. 

Es  bietet  sich  zunächst  die  Aufgabe  dar:  wenn  9  Punkte 
einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  gegeben  sind,  einen  belie- 
bigen zehnten  Punkt  der  Oberfläche  zu  construiren ,  etwa  den 
Punkt,  in  welchem  eine,  beliebig  durch  einen  der  9  gegebenen 
Punkte  gelegte  gerade  Linie  die  Oberfläche  schneidet.  Diese 
Aufgabe  hat  zwar  zahlreiche  Lösungen  gefunden,   beispiels- 
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weise  eine  in  Grelle's  Journal  für  Mathematik  Bd.  24,  p.  36, 
aber  sie  entbehren  noch  der  Einfachheit  und  Eleganz,  wo- 
durch sich  die  Auflösung  der  analogen  Aufgabe  in  der  Ebene 
durch  den  PascaJ'schen  Satz  auszeichnet. 

Acht  beliebig  gewählte  Punkte  einer  Oberflache  zweiter 
Ordnung  bestimmen  dieselbe  nicht  vollständig.  Denn  die 
9  Coefficienten  in  der  Gleichung  der  Oberfläche  brauchen  ja 
nur  8  linearen  Bedingungsgleichungen  zu  genügen.  Aber  es 
lassen  sich  durch  diese  8  Bedingungsgleichungen  8  Coefficien- 
ten durch  den  neunten  ausdrücken,  den  wir  mit  l  bezeichnen 
wollen,  und  der  ganz  willkürlich  bleibt. 

Sämmtliche  Ausdrücke  für  die  8  Coefficienten  sind  von 
der  Form  a  —  /JA,  wo  a  und  ß  Functionen  bedeuten  der  Coor- 
dinaten  der  gegebenen  8  Punkte,  die  mit  den  8  Punkten  ge- 
geben sind.  Setzt  man  diese  Ausdrücke  für  die  8  Coefficienten 
in  die  Gleichung  der  Oberfläche  ein,  so  hat  man  die  Gleichung 
der  Oberfläche,  welche  durch  die  gegebenen  8  Punkte  hindurch- 
geht, und  die  Gleichung  selbst  stellt  sich,  wenn  man  die  Glieder 
zusammenfasst,  welche  unabhängig  von  A  sind,  ebenso  die 
Glieder,  welche  den  Factor  X  haben,  unter  der  Form  dar: 

Diese  Gleichung  mit  dem  willkürlichen  Factor  X  umfasst 
alle  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  welche  durch  die  gegebe- 
nen 8  Punkte  hindurcl^ehen.  Denn  da  die  Oberfläche  erst 
durch  9  Punkte  vollständig  bestimmt  ist,  so  kann  man  den 
Factor  X  immer  so  bestimmen,  dass  die  Oberfläche  noch  durch 
einen  gegebenen  neunten  Punkt  hindurchgeht. 

Die  Gleichungen: 

stellen  zwei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  dar,  von  denen  jede 
durch  die  gegebenen  8  Punkte  hindurchgeht.  Sie  schneiden 
sich  in  einer  Raumcurve,  welche  ebenfalls  durch  die  gegebe- 
nen 8  Punkte  hindurchgeht.  Diese  Gurve  enthält  ausser  die- 
sen 8  Punkten  noch  unendlich  viele  andere,  die  aber  alle 
durch  die  8  Punkte  bestimmt  sind,  und  welche  auch  auf  der 
allgemeinen  Oberfläche  zweiter  Ordnung  liegen,  die  durch  die 
gegebenen  8  Punkte  gelegt  ist.  Wir  drücken  diese  Bemer- 
kungen als  Satz  kurz  so  ans: 
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Alle  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  welche  durch 
8  beliebig  gewählte  Punkte  des  Baumes  hindurch- 
gehen^ gehen  im  Allgemeinen  zugleich  durch  eine^ 
durch  die  8  Punkte  bestimmte  Raumcurye,  in  wel- 
cher sich  je  zwei  Von  den  genannten  Oberflächen 
schneiden. 

Da  diese  Raumcurre,  in  welcher  sich  zwei  Oberflächen 
zweiter  Ordnung  schneiden,  durch  beliebige  8  in  ihr  gewählte 
Punkte  bestimmt  ist,  so  kann  man  sich  die  Aufgabe  stellen, 
einen  beliebigen  neunten  Punkt  der  Gurre  zu  constsuiren. 
Eine  lineare,  das  heisst  allein  durch  Construction  von 
Ebenen  und  geraden  Linien  erreichte  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe findet  man  unter  anderen  in  Schlomilch's  Zeitschrift  für 
Mathematik  Band  Xm,  pag.  527—529. 

Sollen  hiemach  9  Punkte  des  Baumes  eine  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  unzweideutig  bestimmen,  so  dürfen  sie  nicht 
auf  einer  Raumcurre  liegen,  in  welcher  sich  zwei  Oberflächen 
zweiter  Ordnung  9> «»  0  und  ^  =»  0  schneiden.  Denn  durch 
aUe  Punkte  dieser  Curre  geht  die  ganze  Schaar  der  Ober- 
flächen ip  —  2^  =  0  hindurch,  weil  die  Coordinaten  aller 
Punkte,  welche  die  beiden  ersten  Gleichungen  erfüllen,  auch 
der  letzten  genügen. 

Ein  specieller  Fall- der  Obeiflächen  zweiter  Ordnung  ist 
ein  Ebenenpaar.    Denn,  wenn: 

die  Gleichungen  zweier  Ebenen  bedeuten,  so  ist  die  Gleichung: 

AB   ^Oy 

welche  ausdrückt ^  dass  der  Tariable  Punkt  (x^  y,  ^)  entweder 
in  der  einen  oder  in  der  anderen  Ebene  liegt,  nach  der  De- 
finition die  Gleichung  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung.  Diese 
Ebenen  schneiden  eine  gegebene  Oberfläche  zweiter  Ordnung 
/*ssyO  in  zwei  ebenen  Curven,  und  jede  Oberfläche  zweiter 
Ordnung,  welche  durch  die  beiden  ebenen  Curven  hindurch- 
geht, stellt  sich  unter  der  Form  dar: 

f—kAB^O, 

so  dass ,  wenn  9  =  0  die  Gleichung  irgend  einer  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  ist,  welche  durch  die  beiden  ebenen  Curven 
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hindurchgeht  y  man  Werthe  von  X  und  fi  der  Art  wird  be- 
stimmen können,  dass  man  identisch  hat: 

Wenn  dagegen  nur  f  und  Ä  gegeben  sind,  so  fQhrt  die  Glei- 
chung der  Oberfläche  zweiter  Ordnung  f —  XÄB  =  0  vier  in 
IB  steckende  willkürliche  Constanten  mit  sich.  Wir  werden 
nachweisen,  dass  diese  Qleichung  alle  Oberflächen  zweiter 
Ordnung  umfasst,  welche  durch  den  Schnitt  der  Ebene  Ä  =  0 
und  der  Oberfläche  f=0  hindurchgehen. 

Setzen  wir  zu  diesem  Zwecke  jet  s=  0  in  der  Gleichung 
fs=zO  der  Oberfläche,  so  yersch winden  vier  Glieder  der  Glei- 
chung, und  es  bleiben  nur  sechs  Glieder  zurück,  von  welchen 
der  Coefficient  eines  Gliedes  durch  Division  der  Gleichung 
auf  die  Einheit  zurückgeführt  werden  kann.  Die  anderen 
5  Coefficienten  bestimmen  die  I^atur  der  Schnittcurve  der  xy 
Ebene  und  der  Oberfläche  f=0.  Da  ihre  Gleichung  von  der 
zweiten  Ordnung  ist,  so  ist  die  Schnittcurve  ein  Kegel- 
schnitt, der  auf  Grund  der  5  Constanten  in  seiner  Glei- 
chung gerade  so  durch  5  Punkte  in  ihm  unzweideutig  be- 
stimmt ist,  wie  die  Oberfläche  zweiter  Ordnung  durch  9  Punkte. 

Wenn  wir  nun  nachweisen  können,  dass  der  Grad  der 
Gleichung  der  Oberfläche  sich  nicht  ändert,  wenn  die  Glei- 
chung der  Oberfläche  auf  ein  beliebiges  andere  rechtwinklige 
Coordinatensystem  bezogen  wird,  dessen  eine  Coordinatenebene 
dazu  bestimmt  sein  soU,  die  Oberfläche  zu  schneiden,  so 
wird  daraus  der  Satz  hervorgehen: 

Jede  Ebene  schneidet  eine  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  in  einem  Kegelschnitt 

Wir  nehmen,  um  den  Nachweis  zu  liefern,  an,  dass 
A^  =  0,  Ai'=0^  A^^=0^e  Gleichungen  der  ursprünglichen 
Coordinatenebenen  seien  in  dem  zweiten  Coordinatensystem^ 
gegeben  in  der  Normalform,  also  dass  A^,  A^j  A^  gegebene 
lineare  Ausdrücke  der  Coordinaten  X,  F,  Z  des  zweiten  Sy- 
stemes  seien.  Bedeuten  nun  2,  F,  Z  die  Coordinaten  eines 
beliebigen  Punktes  in  dem  zweiten  und  x,  y,  g  die  Coordi- 
naten desselben  Punktes  in  dem  ursprünglichen  Coordinaten- 
systeme,  so  hat  man  nach  (8)  der  zweiten  Vorlesung: 

X  a»  —  A^f      y  =  — Ai,      s  =  —  ^j. 
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Setet  man  diese  Werthe  Ton  x,  y,  z  in  ii^nd  eine  Glei- 
chung f'^0  einer  Oberfläche  ^  wodurch  die  Gleichung  trans- 
fomiirt  wird  auf  das  zweite  Coordinatensystem^  so  ändert  sich 
der  Grad  der  Gleichung  nicht;  weil  eben  die  Substitutionen 
linear  sind. 

Diese  Betrachtung  verfolgte  den  Zweck,  nachzuweisen, 
dass  die  Gleichung  f —  AJ.JS  «=  0  mit  den  4  in.  XB  stecken- 
den willkürlichen  Constanten  wirklich  alle  Oberflächen  zwei- 
ter Ordnung  umfasst,  welche  durch  die  Schnittcurve  der  Ebene 
A=^0  und  der  Oberfläche  zweiter  Ordnung  /*  «=  0  gehen. 

Diese  Schnittcurve  ist  nach  dem  Vorhergehenden  gegeben 
durch  5  Punkte  in  ihr.  Die  Gleichung  irgend  einer  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  q)  =  0,  welche  durch  dieselbe  geht, 
hat  also  5  Bedingungen  zu  erfüllen.  Sie  kann  also  nur  4 
willkürliche  Constanten  in  linearer  Form  mit  sich  führen. 
Allen  diesen  Bedingungen  genügt  die  Gleichung  f—  A-4  JB  ==  0. 

Wenn  daher  f  =  0  und  q)  =  0  die  Gleichungen  von 
irgend  aSwei  gegebenen  Oberflächen  zweiter  Ordnung  sind,  die 
sich  in  einer  ebenen  Curve  schneiden,  welche  in  der  Ebene 
A  =  0  liegt,  so  wird  man  die  vier  Constanten  in  XB  und 
einen  Factor  (i  immer  so  bestimmen  können,  dass  man  iden- 
tisch hat:  , 

f —  n(p  ^  XÄB , 
Es  beweiset  dieses  den  Satz: 

Wenn  zwei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  sich 
in  einer  ebenen  Curve  schneiden,  so  schneiden  sie 
sich  zugleich  noch  in  einer  zweiten  ebenen  Curve. 

Wir  werden  in  einer  späteren  Vorlesung  über  die  Kreis- 
schnitte der  Oberflächen  zweiter  Ordnung  Gelegenheit  haben, 
von  diesem  Satze  Gebrauch  zu  machen. 

Sind  nur  7  Punkte  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung 
gegeben,  so  haben  die  9  Coefficienten  in  der  Gleichung  der 
Oberfläche  auch  nur  7  linearen  'Bedingungsgleichungen  zu 
genügen.  Betrachtet  man  daher  in  diesen  Bedingungs- 
gleichungen 7  Coefficienten  als  die  Unbekannten,  und  drückt 
sie,  indem  man  die  Gleichungen  auflöst,  durch  die  beiden 
anderen  x  und  X  aus,  die  willkürlich  bleiben,  so  erhält  man 
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Ausdrücke  von  der  Form  a  +  Z*^  +.  y^>  ^^^  di^  Gleichung 
der  Oberfläche  selbst  nimmt ,  wenn  man  diese  Ausdrücke 
substituirt;  die  Gestalt  an: 

qp  +  xilf  -\-  1%  "^  0. 

Diese  Gleichung  mit  den  beiden  willkürlichen  Constanten 
X  und  X  ist  der  analytische  Ausdruck  eines  ganzen  Systemes 
Oberflächen  zweiter  Ordnung  ^  welche  durch  die  gegebenen 
7  Punkte  hindurchgehen.  Sie  ist  zusammengesetzt  aus  den 
Gleichungen: 

9  —  0,        ^  =  0,        x^O 

Yon  drei  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  welche  sich  in  den 
genannten  7  Punkten  schneiden,  und  stellt,  weil  sie  zwei 
willkürliche  Constanten  mit  sich  führt,  und  weil  sie  erfüllt 
wird  für  alle  Werthe  der  Coordinaten,  welche  den  drei  letz- 
ten Gleichungen  der  drei  Oberflächen  zweiter  Prdnung  zu- 
gleich genügen,  alle  Oberflächen  zweiter  Ordnung  dar,,  welche 
durch  sämmtliche  Schnittpunkte  der  drei  Oberflächen  hindurch- 
gehen. Setzt  man  nun  voraus,  dass  drei  Oberflächen  zweiter 
Ordnung  sich  in  8  Punkten  schneiden,  eine  Voraussetzung, 
die  wir  sogleich  begründen  werden,  so  hat  man  den  Satz: 

Alle  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  welche 
durch  7  gegebene  Punkte  des  Raumes  gehen,  gehen 
zugleich  durch  einen  durch  diese  7  Punkte  be- 
stimmten achten  Punkt  hindurch. 

Hieraus  entspringt  nun  die  Aufgabe :  wenn  7  Punkte  des 
Baumes  gegeben  sind,  den  achten  Punkt  zu  construiren,  in 
welchem  sich  drei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  schneiden, 
die  durch  die  7  gegebenen  Punkte  hindurchgehen.  Eine 
lineare  Construction  findet  man  in  Crelle's  Journal  für  Mathe- 
matik Bd.  20,  p.  304—308. 

Wenn  nach  dem  Vorhergehenden  die  Raumcurve,  in  wel- 
cher sich  zwei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  schneiden,  ge- 
geben ist  durch  8  Punkte  in  ihr,  so  ist  es  nach  dem  zuletzt 
angegebenen  Satze  einleuchtend^  dass  zu  ihrer  Bestimmung 
nicht  solche  8  Punkte  gewählt  werden  dürfen,  in  welchen 
sich  drei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  schneiden. 
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Die  Frage  nach  der  Zahl  der  SchDittpankte  dreier  Ober- 
flächen zweiter  Ordnung: 

welche  sich  nicht  in  einer  und  derselben  Curve  schneiden  ;•  ist 
ein  rein  algebraisches  Problem^  welches  dadurch  seine  Lösung 
findet^  dass  man  feststellt,  wie  viele  Systeme  Werthe  der 
Yariabeln  den  angegebenen  Gleichungen  zu  gleicher  Zeit  ge- 
nügen f  oder  dass  man  den  Grad  der  Endgleichung  bestimmt^ 
welche  aus  den  drei  Gleichungen  durch  Elimination  von  zwei 
Yariabeln  hervorgeht.  Da  aber  der  Grad  der  Endgleichung 
bei  einem  ungeschickten  Eliminations verfahren  leicht  durch 
einen  überflüssigen  Factor  erhöht  werden  kann,  so  ist  es 
zweckdienlich,  die  Zahl  der  Schnittpunkte  dreier  Oberflächen 
zweiter  Ordnung  in  einem  speciellen  Falle  festzustellen.  Denn 
kennt  man  diese  Zahl  in  einem  speciellen  Falle,  und  man 
findet  den  Grad  der  Endgleichung  gleich  jener  Zahl,  so  kann 
man  versichert  sein,  dass  die  Endgleichung  keinen  überflüs- 
sigen Factor  enthält.  Nun  lehrt  aber  die  geometrische  Be- 
trachtung, dass  drei  Ebenenpaare,  als  specieller  Fall  dreier 
Oberflächen  zweiter  Ordnung,  sich  in  8  Punkten  schneiden. 
Wenn  daher  das  im  Allgemeinen  einzuhaltende  Eliminations- 
verfahren schliesslich  auch  eine  Gleichung  des  achten  Grades 
giebt,  so  wird  man  dadurch  den  Beweis  geführt  haben,  dass 
überhaupt  drei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  sich  in  8  Punk- 
ten schneiden. 

Wenn  man  durch  Einführung  der  homogenen  Ooordinaten 

statt  der  rechtwinkligen,  indem  man  ->  f  >  ^  s^tzt  respective 

für  rr,  y,  jer,  in  die  gegebenen  Gleichungen,  und  durch  Multi- 
plication  mit  jp^  dieselben  auf  die  Form  zurückführt : 

9{^,y,^7P)  =  0,    if(x,y,z,p)  =  0,     a:(a:,y,4r,i))  — 0, 

in  welcher  Form  die  linken  Theile  der  Gleichungen  homogene 
ganze  Functionen  des  zweiten  Grades  der  vier  Goordinaten 
^}  y>  ^y  P  hedeuten,  so  kommt  das  erwähnte  algebraische 
Problem  darauf  zurück,  durch  Elimination  von  zwei  Ooordi- 
naten aus  den  zuletzt  angegebenen  drei  Gleichuxigen  die,  in 
Bücksicht  auf  die  beiden  anderen  Ooordinaten  homogene  End- 
gleichung zu  bestimmen. 
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Aber  auch  dieses  Problem  entbehrt  noch  der  Symmetrie,  • 
deren  Aufrechterhaltung  in  den  Analytischen  Oper&üonm  sich 
von  so  grossem  Nutzen    erweist     Deshalb  erweitern  wir  das 
Problem,  indem  wir  es  also  ausdröcken: 

Die  Endgleichung  zu  bestimmen,  welche  durch 
Elimination  von  x,  y,  g,  p  aus  den  vier  homogenen 
Gleichungen  hervorgeht: 

9>(iX!,y,z,p)  =  0,    ^ix,y,0,p)  =  O,    a:(a;,  y,  Ä,jp)  =  0, 

R^^UX'\'  vy  -[-  WZ  ••\-  rp  =  0. 

Denn  aus  der  in  u,  v,  w,  r  homogenen  Endgleichung  wird, 
wenn  man  setzt:  ws=»t;  =  0,  w  «=s  p,  r=  —  z,  wodurch  R 
identisch  verschwindet,  die  eine  Lösung  des  vorhergehenden 
Problems  erhalten  und  in  ähnlicher  Weise  die  übrigen.  Der 
Grad  der  in  u,  v,  w,  r  homogenen  Endgleichung  wird  folg- 
lich gleich  der  Zahl  der  Schnittpunkte  der  drei  Oberflächen 
zweiter  Ordnung  sein. 

Aber  auch  das  erweiterte  algebraische  Problem  hat  seine 
geometrische  Bedeutung.  Denn  betrachten  wir  u,  Vj  w,  r 
als  die  variabeln  Coordinaten  einer  Eßene,  so  stellt  R  =  0 
einen  Punkt  dar,  und  zwar,  wenn  wir  unter  a:,  y,  e,  p  die 
aus  den  Gleichungen  der  drei  Oberflächen  qp  «=  0,  ^  =  0, 
^  s»  0  sich  ergebenden  Werthe  dieser  Coordinaten  verstehen, 
den  Schnittpunkt  der  drei  Oberflächen.  Schneiden  sich  die 
drei  Oberflächen  in  mehr  als  einem  Punkte,  so  wird  die  durch 
Elimination  derPunktcoordinaten  hervorgehende  Endgleichung 
in  Ebenencoordinaten  das  Product  sämmtlicher  Schnittpunkt- 
gleichungen darstellen  und  sich  daher  in  lineare  Factoren 
auf  losen  lassen  müssen. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  der  Losung  des  Problems.  Nach 
demselben  hat  man  vier  ganze  homogene  Functionen  der 
Variabeln  x,  y,  z,  p,  welche  für  ein  System  Werthe  dieser 
Variabeln  verschwinden: 

Die  Determinante  ^  dieser  vier  Functionen  ist  eine 
homogene  Ekinction  des  dritten  Grades  in  Rücksicht  auf  die 
Variabeln  und  eine  homogene  Function  des  ersten  Grades  in 
Rücksicht  auf  die  Ebenencoordinaten  ti,  v,  tv,  r.    Da  die  drei 
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ersten  Functionen  von  gleichem  Grade  sind^  so  kommt  der 
Satz  (14)  der  Yorhergehenden  Vorlesung  in  Anwendung^  nach 
welchem  man  hat: 

|^  +  A«  =  0,       -||  +  At;  =  0, 

|^  +  A«;  =  0,      ||  +  ;i.  =  0. 
Neben  diesen  vier  Gleichungen  hat  man  noch  folgende  sieben: 

Dieses  sind  im  Ganzen  11  lineare  und  homogene  Glei- 
chungen zwischen  den  11  Unbekannten: 

x^,  y^,  z^,  pS  xy,  xz,  x^h  y^,  yp,  ^P,  A. 

Betrachtet  man  diese  11  Unbekannten  als  Variable,  so  hat 
man  11  lineare  homogene  Functionen,  welche  für  ein  System 
Werthe  der  Variabein  verschwinden,  nämlich  die  linken  Theile 
jener  1 1  Gleichungen.  Die  Determinante  Sl  dieser  1 1  linearen 
Functionen  verschwindet  nach  Satz  (8)  der  vorhergehenden 
Vorlesung.     Man  hat  daher  als  Resultat  der  Elimination: 

Dass  diese  Gleichung  homogen  und  vom  achten  Grade 
ist  rücksichtlich  der  Ebenencoordinaten,  sieht  man  sogleich, 
wenn  man  die  Determinante  i^  in  der  gebräuchlichen  Form 
hinschreibt  mit  Angabe  der  Grade  der  Colnponenten.  Dadurch 
ist  zugleich  im  Allgemeinen  der  Satz  bewiesen: 

Drei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  schneiden 
sich  in  8  Punkten. 

Wenn  eine  von  den  drei  Oberflächen  in  ein  Ebenenpaar 
übergeht,  so  werden  jede  von  diesen  Ebenen  und  die  beiden 
anderen  Oberflächen  sich  nur  in  vier  Punkten  schneiden  kön- 
nen, was  wir  so  ausdrücken: 

Zwei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  und  eine 
Ebene  schneiden  sich  in  vier  Punkten. 

Dieser  Satz  wird  durch  die  Auflosung  der  folgenden  Auf- 
gabe auch  direct  bewiesen: 
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Die  Endgleichung  zu  bestimmen,  welche  durch 
Elimination  von  x,  y,  Zy  p  aus  den  Gleichungen 
hervorgeht: 

q){x,  Vy  z,p)  =  0,      t(x,  y,  z,p)  =  0, 

Man  hat  hier  wieder  vier  homogene  Functionen  %  ^^  Ä,  R, 
die  beiden  ersten  vom  zweiten^  die  anderen  beiden  vom  ersten 
Grade ;  welche  für  ein  System  Werthe  der  Variabeln  x,  y,  0,p 
verschwinden.  Die  Determinante  ^  dieser  Functionen  ist 
homogen  und  von  dem  zweiten  Grade.  Da  nun  die  beiden 
ersten  Functionen  von  gleichem  Grade  sind;  so  hat  man  nach 
Satz  (15)  der  vorhergehenden  Vorlesung: 

|^  +  A«  +  ^a  =  0,     ^^  +  Xv  +  (ib  =  0,      . 

If +  A«>4,,ic=.0,     ||  +  Xr  +  pd  =  0, 

und  wenn  man  noch  die  Gleichungen  hinzufügt: 

^  =  0,      R^O, 
so  hat  man  6  in  Rücksicht  auf  die  6  Unbekannten: 

^f    y,    »7   Pf    ^f    f* 

lineare  homogene  Gleichungen.  Das  Resultat  der  Elimination 
dieser  unbekannten  aus  den  6  Gleichungen  wird: 

ß  =  0, 

eine  in  den  Ebenencoordinaten  u,  v,  w,  r  homogene  Glei- 
chung des  vierten  Grades.  Der  hierdurch  bewiesene  Satz 
lässt  sich  auch  so  ausdrücken: 

Die  Schnittcurve  zweier  Oberflächen  zweiter 
Ordnung  wird  durch  eine  Ebene  in  4  Punkten  ge- 
schnitten. 

Wird  von  den  beiden  Oberflachen  zweiter  Ordnung  die 
eine  ein  Ebenenpaar,  so  ergiebt  sich  der  Satz: 

Eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  wird  durch 
eine  gerade  Linie  in  2  Punkten  geschnitten, 
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der  durch  die  Auflösung  folgender  Aufgabe  auch  direct  be- 
wiesen wird: 

Die  Endgleichung  zu  bestimmen,  welche  durch 
die  Elimination  von  Xy  y,  z,  p  aus  den  Gleichungen 
hervorgeht: 

q>{Xy  y,  Zy  p)  ===  0,  A^=:ax-\-hy-\'CZ-\-dp  =0, 

B^aX'\-ßy'^yz-\'8p  =  0,    R^ux-\-vy-^wz-\-rp  =  0. 

Es  verschwindet  nach  Satz  (8)'  der  vorhergehenden  Vorlesung 
die  in  X,  y,  Zf  p  lineare  homogene  Determinante  ^  der 
Functionen  (p,  A,  B,  R,  welche  in  Rücksicht  auf  u,  v,  w,  r 
linear  und  homogen  ist,  für  das  System  Werthe  der  Variabeln, 
welches  den  angegebenen  vier  Gleichungen  genügt.  Daher 
hat  man  die  vier  linearen  Gleichungen: 

J  =  0,      A  =  0,     B  =  0,     JB  =  0, 

aus  welchen  durch  Elimination  der  Variabeln  die  in  u^  v,  w,  r 
homogene  Gleichung: 

Sl  =  0 
des  zweiten  Grades  hervorgeht,  welche  analytisch  das  Schnitt- 
punktepaar der  Oberfläche  zweiter  Ordnung  tp  =0  und  der 
beiden  Ebenen  -4  =  0,  5  =  0  darstellt.  Eine  andere  Form 
des  Eliminationsergebnisses  folgt  aus  der  Erwägung ,  dass  mit 
den  vorgelegten  Gleichungen  stets  auch,  bei  völliger  Willkür- 
lichkeit von  X,  (i,  V,  die  folgende  besteht: 

xq>Xx)  +  yq)'iy)  +  Z(p\z)+p<p'(p)  +  2XA  +  2fiB+2vR  =  0. 

Bestimmt  man  die  Variabeln  A,  ft,  v  den  Relationen  gemäss : 

q)\x)  +  2Aa  -f  2^«  +  2vu  =  0, 
q>'(y)  +  2Xb  +  2^ß  +  2vv  =  0  , 
(p\z)  +  2kc  +  2^y  +  2i/t«;  =  0, 

so  wird  daher  gleichzeitig: 

q>{p)  +  2Xd  +  2/[td  +  2vr  =  0. 

Eliminirt  man  aus  den  letzten  vier  Gleichungen  und  aus 
-4  =  0,  jB  =  0,  B  =  0  die  sieben  Unbekannten  x,  y,  z^p,  X,  (i,  v, 
so  erhält  man  die  verlangte  Endgleichung  durch  das  Ver- 
schwinden einer  Determinante  siebenten  Grades  ausgedrückt. 

Hbsbe,  analyt.  Geometrie  d.  Baumes.    8.  Aufl.  9 


• 
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Zehnte  Vorlesung. 

Pole  und  Polarebenen  der  Oberflächen  zweiter 

Ordnung. 


Wir  gehen  von  der  durch  Einführung  der  homogenen 
Coordinaten  x,  y,  0,  p  statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten 
homogen  gemachten  Gleichung  zweiten  Grades: 

(1) fi^f  Vf  ^,  p)  =  o, 

als  dem  analytischen  Ausdruck  für  die  Oberflächen  zweiter 
Ordnung  aus.  Wir  bringen  dieselbe  in  Verbindung  mit  den 
Gleichungen  einer  geraden  Linie,  die  durch  irgend  zwei  Punkte 
0  und  1  in  ihr,  deren  Coordinaten  wir  mit  den  angehängten 
Indices  0,  1  bezeichnen,  bestimmt  ist,  nämlich  nach  (1)  der 
sechsten  Vorlesung: 

X    =    Xq     -{-     AX^    y 

(2) y  =  yo  +  ^!/i ; 

P  =  Po  +  ^Px' 

Diese  Coordinaten  x^  y,  g,  p,  wenn  sie  der  Gleichung  der 
Oberfläche  (1)  genügen,  sind  die  Coordinaten  des  Schnitt- 
punktes der  Oberfläche  und  der  geraden  Linie.  Man  hat  daher 
zur  Bestimmung  von  X  für  den  Schnittpunkt  die  Gleichung: 

(3)  .  .  .  f{x^  +  kx^,  yo  +  ^yu  ^0  +  ^^1,  JPo  +  ^JPi)  —  0. 

Da  diese  Gleichung  aber  in  X  eine  quadratische  ist,  so 
erkennt  man  darin  einen  zweiten  Beweis,  dass  die  gerade 
Linie  die  Oberflache  zweiter  Ordnung  in  zwei  Punkten  schnei- 
det. Die  Coordinaten  x^  y,  0,  p  des  einen  oder  des  anderen 
Schnittpunktes  erhält  man  aus  (2),  indem  man  die  eine  oder 
die  andere  Wurzel  für  X  setzt.  Da  die  quadratische  Gleichung 
entweder  zwei  reelle  oder  zwei  imaginäre  Wurzeln  hat,  so 
wird  dem  gemäss  die  gerade  Linie  die  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  in  zwei  reellen  oder  in  zwei  imaginären  Punkten 
schneiden.  Das  Verhältniss  der  beiden  Wurzeln  ist  das  an- 
harmonische Verhältniss  des  Schnittpunktepaares  zu  dem  ge- 
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gebenen  Punktepaare.  Die  Bei^nguiig,  dass  das  Schnittpunkte- 
paar  harmonisch  sei  zu  dem  gegebenen ,  ist  daher  das  Ver- 
schwinden der  Summe  der  beiden  Wurzeln. 

Um  diese  Bedingung  auszudrücken,  entwickeln  wir  die 
Gleichung  (3)  mit  Hülfe  des  Mäclaurin'schen  Satzes  nach 
Potenzen  von  k,  wodurch  die  Gleichung  die  Gestalt  erhält: 

(4) /io  +  2  A/-0,  +  AY„  =  0, 

wenn: 

S/io  =  2/'(a:o,y«,««,JPo)  =  XofiXo)+yor(yo)+''(>r{eo)+Pof(Po\ 
2/"ti  =  2/(a;„y„Ä„l)i)  =a;,  Aa^i) + yi  r(yi) + ^1  r(«i) +1>,  r(i>i), 

2/-0, = x.n^o) + y.r(yo) + «,rK) +Pxnpo)- 

Die  Summe  der  beiden  Wurzeln  verschwindet  allein  unter 
der  Bedingung: 

(5)  .  .  .    «,f  (a:,)  +  y,r(y„)  +  ^.f'W  +  P.f  (Po)  =  0, 
welche  sich  auch  so  ausdrücken  lässt: 

(6)  .  .  .'  x,rix^)  +  yj'iy,)  +  g,rM  +  p,r(j?,)  ■=  0; 

denn  der  linke  Theil  dieser  Gleichung  bleibt  bei  der  Vertäu- 
schung  der  Indices  0  und  1  mit  einander  ungeändert,  wovon 
man  sich  leicht  überzeugen  kanU;  wenn  man  für  die  Zeichen 
der  Differentialquotienten  ihre  wirklichen  Ausdrücke  setzt. 

Diese  Gleichung  ist  also  die  Bedingung  zwischen  den 
Goordinaten  zweier  Punkte  0  und'  1 ,  die  stattfinden  mu6S; 
wenn  die  Verbindungslinie  derselben  die  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  in  zwei  Punkten  schneiden  soll,  die  harmonisch  sind 
zu  den  Punkten  0  und  1. 

Man  nennt  zwei  Punkte  harmonische  Pole  der  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung^  wenn  ihre  Verbindungslinie  die 
Oberfläche  in  zwei  Punkten  schneidet^  die  harmonisch  sind 
zu  den  beiden  Punkten.  Die  Gleichung  (5)  oder  (6)  ist  dem- 
nach die  einzige  Bedingungsgleichung  für  ein  harmonisches 
Polenpaar  0  und  1  der  Oberfläche  (1).  Diese  Bedingungs- 
gleichung ist  linear  und  homogen  in  Bücksicht  auf  die  Goor- 
dinaten jedes  der  beiden  Pole.  Deshalb  wird  der  geometrische 
Ort  des  einem  gegebenen  Punkte  0  zugeordneten  harmonischen 
Poles  (a^,  y,  ^,  jp)  eine  Ebene  sein: 

(7) . . .  xr{x,)  +  yrcv«)  +  ^r(^o) + pnPo)  =  o. 

9* 
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Diese  Ebene  nennt  man  die  Polarebene  des  gegebe- 
nen Punktes  oder  seine  Polare^  und  den  gegebenen  Punkt 
den  Pol  der  Ebene.  Die  Polarebene  eines  gegebenen  Punk- 
tes ist  demnach  der  geometrische  Ort  des,  dem  gegebenen 
Punkte  zugeordneten  Poles ^  oder^  anders  ausgedrückt,  der 
geometrische  Ort  des  vierten  harmonischen  Punktes  auf  den, 
durch  den  gegebenen  Punkt  gehenden  Strahlen« 

Bezeichnet  man  die  homogenen  Coordinaten  der  Polar- 
ebene des  Punktes  0  mit  Uq,  Vq^  Wq,  Vq^  so  hat  man  folgende 
lineare  Relationen  zwischen  den  Coordinaten  des  Poles  und 
den  Coordinaten  seiner  Polarebene: 

wodurch  die  Coordinaten  der  Polarebene  ausgedrückt  sind  durch 
die  Coordinaten  des  Poles,  und  umgekehrt  die  Coordinaten  des 
Poles  sich  berechnen  lassen,  wenn  die  Coordinaten  der  Polar- 
ebene gegeben  sind.  Da  im  letzteren  Falle  die  Coordinaten 
der  Polarebene  beliebige  Werthe  erhalten  können,  so  sieht 
man,  dass  jede  beliebige  Ebene  die  Polarebene  eines  durch 
die  Ebene  bestimmten  Punktes  ist,  gleich  wie  jeder  Punkt 
des  Raumes  seine  Polarebene  hat. 

Wenn  man  auf  der  Polarebene  (7)  des  Punktes  0  einen 
beliebig  gewählten  Punkt  1  fixirt,  so  hat  man  nach  dem  Vor- 
hergehenden die  Relation  (6).  Die  Gleichung  der  Polarebene 
de^  Punktes  1 : 

wird  hiemach  erfüllt,  wenn  man  für  die  yariabeln  Coordi- 
naten die  Coordinaten  des  Punktes  0  setzt,  das  heisst,  die 
Polarebene  des  Punktes  1  geht  durch  den  Punkt  0.  Man 
erkennt  hierin  den  Beweis  des  Satzes: 

Wenn  ein  Punkt  eine  Ebene  durchläuft,  so  dreht 
sich  seine  Polarebene  um  einen  Punkt,  den  Pol  der 
Ebene. 

Hieraus  folgt  sogleich  ein  zweiter  Satz: 

Wenn  ein  Punkt  eine  gerade  Linie  durchläuft, 
so  dreht  sich  seine  Polarebene  um  eine  zweite 
gerade  Linie,  die  in  der  Polarebene  liegt. 
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Diese  beiden  geraden  Linien  entsprechen  einander  in  der 
Weise,  dass  die  Polarebenen  der  Punkte  auf  der  einen  ge- 
raden Linie  sieh  in  der  zweiten  geraden  Linie  schneiden.  Ein 
solches  Linienpaar  nennt  man  reciproke  Polaren  der  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  und  man  erkennt  leicht,  dass  jede 
beliebige  gerade  Linie  im  Baume  ihre  reciproke  Polare  hat. 

Es  sind  hierdurch  zugleich  die  Mittel  geboten ,  mit  Leich- 
tigkeit die  umgekehrten  Sätze  zu  beweisen,  nämlich  folgende: 

Wenn  eine  Ebene  sich  um  einen  gegebenen 
Punkt  dreht,  so  beschreibt  der  Pol  der  Ebene  die 
Polarebene  des  gegebenen  Punktes. 

Wenn  eine  Ebene  sich  um  eine  gerade  Linie  in 
ihr  dreht,  so  beschreibt  der  Pol  der  Ebene  die 
reciproke  Polare  der  geraden  Linie. 

Der  Pol  0  liegt  von  seiner  Polarebene  bald  weiter  ent- 
fernt, bald  näher,  je  nach  seiner  Lage  zu  der  Oberfläche.   Er 
kann  selbst  in  seine  Polarebene  hineinfallen.    Die  Bedingung, 
dass  er  in  seine  Polarebene  falle,  wird  aus  (7)  erhalten,  wenn 
man  für  die  variabeln  Goordinaten  die  Goordinaten  des  Poles 
setzt,  wodurch  man  erhält  f^x^^  y^y  jSq,  Pq)  «==  0.  Das  heisst, 
wenn   der  Pol    ein    Punkt   der  Oberfläche   zweiter  Ordnung 
wird,  so  liegt  er  in  seiner  Polarebene.     In  diesem  Falle  hat 
auch  die  Polarebene  eine  bemerkenswerthe  Eigenschaft.   Denn 
wählt  man  auf  der  Polarebene  des  in  die  Oberfläche  fallenden 
Poles  0  beliebig  einen  Punkt  p,  so  sind  o  und  p  harmonische 
Pole  der  Oberfläche.    Die  gerade  Linie  op  schneidet  also  die 
Oberfläche  in  einem  Punktepaare,  welches  harmonisch  ist  zu 
dem  Punktepaare  o,  p.    Von  diesem  Schnittpunktepaar  fällt 
aber  ein  Punkt  mit  dem  Punkte  o  zusammen.   Es  muss  daher 
der  andere  ebenfalls  mit  ihm  zusammenfallen.     Das  heisst, 
die  gerade  Linie  op  schneidet  die  Oberfläche  in  zwei  mit  o 
zusammenfallenden  Punkten.   Eine  solche  gerade  Linie  nennt 
man  Tangente   der  Oberfläche  im  Punkte  o.    Die  Polar- 
ebene von  0  ist  demnach  der  geometrische  Ort  der  Tangenten 
der  Oberfläche  in  dem  Punkte  o. 

Der  geometrische  Ort  der  Tangenten  in  einem  Punkte  o 
der  Oberfläche  zweiter  Ordnung  ist  hiemach  eine  Ebene,  die 
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Tangentenebene   der  Oberfläche  in  diesem  Punkte.    Wir 
drücken  diese  Bemerkungen  kurz  so  aus: 

Wenn  der  Pol  ein  Punkt  der  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  wird^  so  wird  seine  Polarebene  die  Tan- 
gentenebene der  Oberfläche  in  diesem  Punkte,  und 
umgekehrt  ist  der  Pol  der  Tangentenebene  einer 
Oberfläche  zweiter  Ordnung  der  Berührungspunkt. 

Die  Gleichung  (7)  ist  demnach  die  Gleichung  der  Tan- 
gentenebene in  dem  Punkte  (Xq,  y^^  ^o^Po)>  wenn  dieser  Punkt 
in  der  Oberfläche  zweiter  Ordnung  selbst  liegt. 

Schneidet  man  die  Oberfläche  zweiter  Ordnung  durch  eine 
Ebene  e,  deren  Pol  p  sei^  und  nimmt  auf  der  Schnittcurve 
beliebig  einen  Punkt  o  an^  so  geht  die  Tangentenebene  der 
Oberfläche  im  Punkte  o,  weil  sie  Polarebene  dieses  Punktes 
ist,  durch  p,  und  die  gerade  Linie  op  ist  Tangente  der  Ober- 
fläche.   Man  hat  daher  den  Satz: 

Wenn  man  den  Pol  einer  Ebene  durch  eine  ge- 
rade Linie  verbindet  mit  irgend  einem  Punkte  der 
Schnittcurye  der  Ebene  und  der  Oberfläche  zweiter 
Ordnung,  so  ist  diese  gerade  Linie  Tangente  der 
Oberfläche  in  dem  letzteren  Punkte. 

Man  erhält  daher  die  Tangenten,  die  von  einem  ge- 
gebenen Punkte  an  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  gelegt 
werden  können,  wenn  man  jeden  Punkt  der  Schnittcurve  der 
Polarebene  durch  eine  gerade  Linie  yerbindet  mit  dem  ge- 
gebenen Punkte.  Der  geometrische  Ort  dieser  Tangenten  ist 
der  Tangentenkegel  der  Oberfläche.  Der  Tangentenkegel 
berührt  also  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  in  derjenigen 
Curve,  in  welcher  die  Polarebene  der  Spitze  die  Oberfläche 
schneidet. 

Wir  wiederholen  die  Relationen  (8)  zwischen  den  Coor- 
dinaten  x,  y,  z,  p  des  Poles  und  den  Coordinaten  u,  v,  w,  r 
der  Polarebene  der  Oberfläche  zweiter  Ordnung  f{Xj  y,  j8r,|))=0: 

(9) . . .  ir(a;)  =  w,     ir(j/)=t;,     \m-w,     ^np)  =  r. 

Um  die  Coordinaten  x,  y,  g,  p  des  Poles  auszudrücken, 
wenn  die  Coordinaten  u,v,  w,  r  der  Polarebene  gegeben  sind, 
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hat  man  diese  linearen  Gleichungen  aufzulösen.  Die  Auf- 
losung ergiebt  für  die  Goordinaten  des  Poles  Ausdrücke  von 
der  Form:  au  -{-  bv  -\-  cw  -{-  dr.  Setzt  man  diese  Ausdrücke 
für  Xy  y^  Zj  p  in  die  homogene  Function  zweiter  Ordnung 
/(rc,  y,  gf  p)j  so  erhalt  man  eine  homogene  Function  ^(w,  v,  tv,  r) 
ebenfalls  der  zweiten  Ordnung,  welche  wir  die  reciproke 
Function  der  Function  f{Xy  y,  ^y  p)  nennen,  und  welche 
durch  Substitution  der  Ausdrücke  (9)  wieder  in  die  Function 
f{^7  Vf  ^9  P)  Übergeht. 

Man  hat  daher  unter  Vermittelung  der  Substitutionen  (9) 
die  Gleichung: 

(10) F{u,  V,  w,  r)  =  f{Xy  y,  e,  p). 

Da  aber:  f{Xy  y,  z,  p)  =  xir{x)  +  y\f{y)  +  z  \f(z) 
'\-p\f{p)y  SO  hat  man  femer: 

(11)  .  .  .    F{Uy  Vy  Wj  r)  :=  iCM  +  yt;  +  bw  +i>r. 

Diese  beiden  Gleichungen  (10)  und  (11)  sind  identische, 
wenn  man  sich  die  Werthe  von  w,  v,  «;,  r  aus  (9),  öder, 
wenn  man  sich  die  Werthe  von  x^y^z^py  wie  sie  sich  durch 
Auflösung  der  Gleichungen  (9)  ergeben,  substituirt  denkt. 

Differentiirt  man  unter  der  letzteren  Annahme  die  Glei- 
chungen (10)  und  (11)  partiell  nach  u,  so  erhält  man: 

^  '  ^    du       ^    du       ^    du        *    du 

Dividirt  man  die  erste  Gleichung  durch  2  und  zieht  sie 
von  der  letzten  ab,  so  wird: 

ir{u)~x. 

Auf  diese  Weise  erhält  man  durch  Differentiation  der 
Gleichungen  (10)  und  (11)  nach  w,  t?,  w,  r  respective  die 
Gleichungen : 

(12)  iFXu)  =  x,    iF»  =  y,    iF\w)  =  Zy    ^F\r)=py 

welche  nichts  anderes  sind  als  die  Auflosungen  der  linearen 
Gleichungen  (9).  Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  sie  von 
derselben  Form  sind,  als  die  aufzulösenden  Gleichungen. 


136  Zehnte  Vorlesung. 

Um  die  der  Function  f  reciproke  Function  F  zu  bilden, 
hat  pian  die  Werthe  von  x,  y  ^  z,p  der  aufgelösten  Gleichun- 
gen  (12)  in  /*  einzusetzen ;  wodurch  man  erhält: 

F{u,v,w,r)=mF'{u),    iF'iv),    ^F\w),    ^F' (r)). 

Aber  einfacher  und  zugleich  auf  einem  eleganteren  Wege 
gelangt  man  zum  Ziele  durch  die  identische  Gleichung: 

F{u,v,  w,  r)=u  .  \F(u)+v  .  ^F\v)+w . iFXw)  +  r . ^F\r\ 

denn  die  Ausdrücke  iF'(w)  •  •  •;  aiis  welchen  der  rechte  Theil 
der  Gleichung  zusammengesetzt  ist^  sind  durch  die  Auflösun- 
gen (12)  der  Gleichungen  (9)  unmittelbar  gegeben. 

Es  Terdient  hervorgehoben  zu  werden,  dass  die  der 
Function  F  reciproke  Function  wieder  die  ursprüngliche  f  ist. 
Diese  beiden  Functionen,  die  nach  (10)  unter  Yermittelung 
der  Substitutionen  (9)  oder  (12)  identische  werden  ^  stehen 
hiemach  in  solcher  Beziehung,  dass  durch  die  eine  auch  die 
andere  gegeben  ist. 

In  der  Gleichung  (10)  bedeuteten  a?,  y,  Zy  p  die  Coordi- 
naten  des  Poles  und  Uy  v,  Wy  r  die  Goordinaten  der  dem  Pole 
zugeordneten  Polarebene.  Wenn  der  Pol  die  Oberfläche  zweiter 
Ordnung /"«sO  durchläuft,  so  berührt  die  Polarebene  dieselbe 
Oberfläche  und  ist  Tangentenebene  der  Oberfläche  in  dem 
Pole.    Für  diesen  Fall  hat  man  aber  nach  (10): 

F(Uy      Vy      Wy      T)    =    f  {X  y      ijy      0,     p)    =    0  y 

das  heisst,  wenn  eine  Ebene  Tangentenebene  der  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  f^=»0  ist,  so  genügen  die  Goordinaten  die- 
ser Ebene  der  Gleichung  zweiten  Grades  F(uy  Vy  w,  r)  =  0, 
und  umgekehrt,  wenn  die  Goordinaten  einer  Ebene  dieser 
Gleichung  genügen,  so  ist  die  Ebene  eine  Tangentenebene 
der  Oberfläche  zweiter  Ordnung  /*=  0. 

Denkt  man  sich  die  Oberfläche  zweiter  Ordnung  /  ==  0 
durch  ihre  sämmtlichen  Tangentenebenen  erzeugt  in  gleicher 
Weise,  wie  bisher  durch  Punkte  in  ihr,  so  wird  man  nach  der 
Analogie  die  Gleichung: 

(13) F{uy  Vy  w;,  r)  =  0 

die  Gleichung  der  Oberfläche  zweiter  Ordnung  in 
Ebenencoordinaten  nennen,  zum  Unterschiede   Ton  der 
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in  Panktcoordinaten  gegebenen  Gleichung  f{Xy  y,  z,  p)  =  0 
derselben  Oberfläche.  Man  versteht  also  unter  der  Gleichung 
einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  in  Ebenencoordinaten  die 
Gleichung  zweiten  Grades^  welche  die  Coordinaten  einer  Ebene 
zu  erfüllen  haben  ^  wenn  die  Ebene  Tangentenebene  der  Ober- 
flache zweiter  Ordnung  sein  soll.  Wie  sie  aus  der  gegebenen 
Gleichung  der  Oberfläche  zweiter  Ordnung  in  Punktcoordi- 
naten  oder  wie  aus  ihr  wiederum  die  Gleichung  der  Ober- 
fläche in  Punktcoordinaten  hervorgeht;  ist  nach  dem  Vorher- 
gehenden klar. 

Um  zu  einer  neuen  Form  der  Function  /'  zu  gelan- 
gen, stellen  wir  unter  Beifügung  eines  Factors  ^a=  —  1  die 
Gleichungen  zusammen,  welche  vorhin  dazu  dienten,  die 
Function  f  als  eine  Function  der  Ebenencoordinaten  wieder- 
zugeben: 

m^)+  w.^=o, 

ux  -{-  vy  '{'  wß  -{-  rp  -{-  f .  t  =  0. 

Die  linken  Theile  dieser  5  Gleichungen  kann  man  als 
lineare  homogene  Functionen  der  5  Variabein  x,  y,  z,  p,  t 
betrachten ,  die  für  ein  System  Werthe  dieser  Variabein  ver- 
schwinden. Die  Determinante  ^  dieser  5  Functionen  ver- 
schwindet nach  (8)  der  achten  Vorlesung  für  diese  .Werthe, 
Man  hat  daher  eine  Gleichung  ^  =  0  zwischen  f  und  den 
Ebenencoordinaten,  woraus  sich  f  als  eine  Function  der 
Ebenencoordinaten  ergiebt. 

Zur  wirklichen  Darstellung  der  Function  /'  in  der  ange- 
deuteten Weise  bedarf  es  der  Kenntniss  der  Function  f  selbst. 
Nehmen  wir  daher  an,  dass: 

(15)    ...      /•=  »00^^  +  »11  y'  +  «22^^  +  «33P^ 

+  2af^^xy  +  2aQ^XB  +  2a^^xp 
+  2a^^yz  +  2a,8yj)  +  2a^^epy 

so  wird,   indem  wir   der  Bequemlichkeit  wegen    setzen  ani 
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ifiy)  =  «10^  +  «ijy  +  »12^  +  öi3l>; 

ir(^)   =  «»20^  +  «2lJ/  +  »22^  +  »23JP7 
ir(i>)  =  «30^  +  081»  +  0^82^  +  »33l>  • 

Setzt  man  aber  diese  Werthe  in  (14);  so  erhält  man  die  ge- 
suchte Determinante: 


J  = 


^00;  ^01;  ^02»  ^03  >  ^ 

^io>  ^11?  ^12;  ^13;  ^ 

^20  >  ^21;  ^22  >    ^231    ^ 

■    ^30;  %l  ;  ^32 >    ^33>    ** 


w,     V,     w,     r,     /'+0  i 


und  aus  der  Gleichung  -i:/  =  0,   mit  Rücksicht  auf  (16)  der 
siebenten  Vorlesung,  wird: 


^00»  ^01»  ^02 >  O 


(16)  ...    A.f  + 


03  > 


^10;   ^lU   ^12^    ^13 >   ^ 
^20 >    ^2U    ^22;    ^23  7    ^ 
%0>    ^3U    ^82  >    ^33;   ^ 


=  0, 


u, 


V 


w. 


0 


indem  man  hat: 


(17) 


^00  >    ^01;   ®02J    ^1 


03 


a 


a 


\Q9    ^1\>    «♦12 >    "18 


tti 


a< 


a 


20>   **2l;   **22>    **28 


a. 


a. 


^30>   ^81 ;   ^S29    ^83    I 

Da  aber  die  durch  Ebenencoordinaten  ausgedrückte  Func- 
tion f  nach  (10)  die  Function  F  ist,  so  hat  man  eine  zweite 
Darstellung  der  Function  F  in  Determinantenform: 

'    ^00;    ^01;   ^27   ^OZf   ^     1 


a* 


a 


a< 


1  I 


107  «*ii;  t*i2;  «*13J 


a^ 


V 


(18)    F(w,  V, ««;,  r)  =  —  ^    a^o,  «21;  «22;  «23>  ^ 

'    ^30  >    %I>    ^Z2)    %37    *" 


U 


V 


W 


0 
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Elfte  Vorlesung. 

Weitere  allgemeine  Eigenschaften  der  Ober- 

flachen  zweiter  Ordnung. 


Von  der  Gleichung  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung  in 
Punktcoordinaten  am  Anfange  der  neunten  Vorlesung  aus- 
gehend^ gelangten  wir  mit  Hülfe  von  Pol  und  Polarehene  am 
Schlüsse  der  letzten  Vorlesung  zu  einer  neuen  analytischen 
Ausdrucksweise  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung  in  Ebenen- 

coordinaten: 

F{Uj  Vj  M7,  r)  =  0, 

der  Bedingungsgleichung  zweiten  Grades ,  welche  erfüllt  wird; 
wenn  die  Ebene  {Uy  v,  w,  r)  Tangentenebene  der  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  ist.  Eine  gleiche  Behandlungsweise  dieser 
Gleichung,  wie  in  der  neunten  Vorlesung  die  der  Gleichung  der 
Oberfläche  in  Punktcoordinaten  ^  wird  zu  analogen  Sätzen 
führen. 

Die  angegebene  Gleichung  der  Oberfläche  zweiter  Ord- 
nimg in  Ebenencoordinaten  ist  aus  10  (gliedern  zusammen- 
gesetzt;  von  welchen  jedes  Glied  seinen  Coefflcienten  hat.  Da 
jedoch  durch  Division  der  Gleichung  durch  einen  Coefflcien- 
ten dieser  Coefficient  auf  die  Einheit  zurückkommt ,  so  kann 
man,  ohne  die  Gleichung  zu  beschränken ,  annehmen ;  dass 
ein  Coefficient  gleich  1  sei,  dass  also  die  Gleichung  nur 
9  Coefflcienten  enthalte,  welche  in  linearer  Weise  in  die  Glei- 
chung eingehen,  und  deren  Werthe  die  Natur  der  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  bedingen. 

Soll  die  Oberfläche  zweiter  Ordnung  eine  durch  ihr  Coor- 
dinaten  gegebene  Ebene  berühren,  so  müssen  diese  9  Coef- 
flcienten der  linearen  Bedingungsgleichung  genügen,  die  man 
erhält,  wenn  man  in  der  Gleichung  der  Oberfläche  für  die 
Variabein  die  gegebenen  Coordinaten  der  Ebene  setzt.  Neun 
solcher  Bedingungsgleichungen  bestimmen  die  9  Coefflcienten 
unzweideutig.    Daher  hat  man  den  Satz: 

Durch  9  beliebig  gewählte  Tangentenebenen 
ist  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  im  Allgemei- 
nen unzweideutig  bestimmt. 
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Acht  Tangentenebenen  der  Oberfläche  zweiter  Ordnung, 
welche  8  linearen  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  9  Coef- 
ficienten  entsprechen  ^  bestimmen  deshalb  die  Oberfläche  nicht 
vollständig.  Vielmehr  lassen  sich  8  Coefficienten  durch  den 
neunten  A^  der  willkürlich  bleibt ^  ausdrücken^  und  diese 
Ausdrücke ;  eingesetzt  in  die  obige  Gleichung  der  Oberfläche 
zweiter  Ordnung,  geben  die  allgemeine  Form  der  Gleichung 
aller  Oberflächen  zweiter  Ordnung: 

welche  8  gegebene  Ebenen  berühren. 

Daraus  erhält  man ,  indem  man  A  »=  0  oder  =  cx>  setzt^ 
die  Gleichungen: 

*(w,  Vy  Wj  r)  =  0,       ?P'(w,  Vy  Wf  r)  =  0 

zweier  bestimmten  Oberflächen  zweiter  Ordnung  ^  welche  die 
8  gegebenen  Ebenen  berühren.  Diese  beiden  Oberflächen 
haben  unendlich  viele  gemeinschaftliche  Tangentenebenen, 
welche  den  Ebenencoordinaten  entsprechen ,  die  beiden  Glei- 
chungen zugleich  genügen.  Da  aber  die  Ebenencoordinaten, 
welche  den  beiden  Gleichungen  zu  gleicher  Zeit  genügen, 
auch  der  vorhergehenden  allgemeinen  Gleichung  genügen,  so 
hat  man  den  Satz: 

Alle  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  welche  8 
gegebene  Ebenen  berühren,  werden  von  allen  Ebe- 
nen berührt,  welche  gemeinschaftliche  Tangenten- 
ebenen zweier  dieser  Oberflächen  sind. 

Soll  daher  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  durch  9  Tan- 
gentenebenen bestimmt  sein,  so  dürfen  diese  nicht  zwei  Ober- 
flächen zweiter  Ordnung  zugleich  berühren. 

Ein  specieller  Fall  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  ist 
ein  Punktepaar,  oder,  will  man  sich  eine  andere  Vorstellung 
davon  machen,  eine  in  eine  gerade  Linie  ausgeartete  Ober- 
fläche, welcki»  durch  die  beiden  Punkte  begrenzt  ist.  Denn 
wenn: 

^  =  0,      JB  =  0 

die  Gleichungen  zweier  Punkte  bedeuten,  so  stellt: 
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als  eine  Gleichung  zweiten  Grades^   eine  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  dar. 

Ist  nun  F  =  0  die  Gleichung  einer  gegebenen  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  in  Ebenencoordinaten,  so  bai^  man  den  all- 
gemeinsten analytischen  Ausdruck  für  die  Oberflächen  zweiter 
Ordnung  y  welche  von  allen  Tangentenebenen  der  gegebenen 
Oberfläche  berührt  werden  ^  die  entweder  durch  den  einen 
oder  den  anderen  Punkt  hindurchgehen: 

-F- A.1B  =  0. 

Mit  anderen  Worten  lässt  sich  dasselbe  also  wiedergeben : 
Die  angegebene  Gleichung  mit  dem  willkürlichen  Factor  X 
stellt  alle  möglichen  Oberflächen  zweiter  Ordnung  dar^  welche 
die  beiden  von  den  Punkten  Ä  =  0  und  £  =  0  ausgehenden 
Tangentenkegel  der  gegebenen  Oberfläche  F  =0  ringsum 
berühren. 

Ist  daher  3>  =  0  die  Gleichung  einer  Oberfläche  zweiter 
Ordnung^  welche  jeden  der  genannten  Tangentenkegel  ringsum 
berührt^  so  wird  man  immer  die  Factoren  A  und  fi  so  be- 
stimmen können y  da^is  man  identisch  hat: 

Nimmt  man  an,  F  und  Ä  seien  gegeben^  so  stellt  die 
Gleichung  F — XAB  =  0  mit  den  vier  in.  kB  steckenden 
willkürlichen  Constanten  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  dar, 
welche  den  vom  Punkte  A  =  0  ausgehenden  Tangentenkegel 
der  Oberfläche  jP  =  0  berührt.  Wir  werden  beweisen ,  dass 
diese  Gleichung  jP —  XÄB^=0  alle  möglichen  Oberflächen 
zweiter  Ordnung  darstellt;  welche  von  dem,  von  dem  Punkte 
j1  rss  0  ausgehenden  Tangentenkegel  der  Oberfläche  F  =  0 
ringsum  berührt  werden. 

Wenn  man  die  Gleichung  der  Oberfläche  zweiter  Ord- 
nung jPs=  0,  welche  die  Bedingung  für  die  Tangentenebenen 
der  Oberfläche  ist,  mit  der  Gleichung  r  «s  0  des  Coordinaten- 
anfangspunktes  zusammenstellt,  so  sind  beide  Gleichungen 
die  Bedingungen  für  diejenigen  Tangentenebenen,  welche 
durch  den  Coordinatenanfangspunkt  gehen. 

Die  erste  von  diesen  Bedingungsgleichungen  lässt  sich 
einfacher  darstellen.     Denn  setzt  man    in  derselben   r  s»  0, 
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wodurch  sie  übergehe  in  Fq  =  0,  so  werden  Fq^=0  und  r  =  0 
die  Bedingungen  für  die  Tangentenebenen  der  Oberfläche 
F=  0  sein^  welche  durch  den  Goordinatenanfangspunkt  gehen. 

Die  Gleichung  jFq  =  0*)  hat  nur  sechs  Glieder.  Da  der 
Coefficient  eines  Gliedes  durch  Division  der  Gleichung  in  die 
Einheit  Ter  wandelt  werden  kann^  so  werden  die  Lagen  aller 
Tangentenebenen;  welche  durch  den  Goordinatenanfangspunkt 
gehen ;  analytisch  von  den  5  übrigen  Goefficienten  abhängen. 
Diese  5  Goefficienten  sind  unzweideutig  bestimmt  durch  5  Tan- 
gentenebenen;  welche  durch  den  Goordinatenanfangspunkt 
gehen.  Wir  können  deshalb  sagen^  ^^dass  der  von  dem  Goor- 
dinatenanfangspunkte  ausgehende  Tangentenkegel  einer  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  durch  5  seiner  Tangentenebenen  un- 
zweideutig bestimmt  sei^^ 

Dasselbe  gilt  für  jeden  Tangentenkegel  einer  Oberfläche 
zweiter  Ordnung,  von  welchem  Punkte  des  Elaumes  er  auch 
ausgehen  mag.  Denn  da  durch  Verlegung  des  rechtwink- 
ligen Goordinatensystems  die  Form  der  Gleichung  f  =  0 
der  Oberfläche  zweiter  Ordnung  in  Punktcoordinaten  nach 
den  Auseinandersetzungen  in  der  neunten  Vorlesung  sich  nicht 
ändert;  so  wird  nach  der  zehnten  Vorlesung  auch  die  Glei- 
chung JF  =  0  der  Oberfläche  zweiter  Ordnung  in  Ebenen- 
coordinaten  ihre  Form  nicht  ändern,  und  es  kann  jeder  Punkt 
des  Raumes  in  gleicher  Weise  als  Goordinatenanfangspunkt 
dienen. 

Wenn  nun  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  F  =0  und 
ein  Punkt  ^  «=  0  vorliegen,  so  wissen  wir,  dass  5  Tangenten- 
ebenen des,   von  dem  Punkte  ausgehenden  Tangentenkegels 


*}  Die  Gleichung  Fq  =  0  ist  wieder  die  Gleichung  einer  Oberfläche 
zweiter  Ordnung,  die  aber,  wie  sich  aus  den  Angaben  der  zehnten  Vor- 
lesung nachweisen  lässt,  reelle  Punkte  nur  im  Unendlichen  aufweist. 
Eine  andere  Eigenschaft  dieser  Oberfläche  ist,  das  jede  Ebene,  welche 
parallel  geht  einer  ihrer  Tangenteuebenen ,  wieder  Tangentenebene 
derselben  Oberfläche  ist. 

Von  dieser  Art  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  welche  nur  im  Un- 
endlichen liegen,  kann  man  sich  allerdings  keine  klare  geometrische 
Vorstellung  machen ;  sie  dienen  jedoch  in  der  synthetischen  Geometrie 
als  Mittel  zur  Erfindung  von  geometrischen  Sätzen,  deren  directe  Be- 
weise oft  nicht  ohne  Schwierigkeit  gefunden  werden. 
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der  Oberfläche ;  welche  zugleich  Tangentenebenen  der  Ober- 
fläche sind,  den  Tangentenkegel  unzweideutig  bestimmen. 
Die  Oberfläche  F ^0  bestimmen  sie  aber  nicht  vollständig. 
Durch  5  Tangentenebenen  der  Oberfläche  sind  nur  5  liiieare 
Bedingungsgleichungen  zwischen  den  9  Coefficienten  in  der 
Gleichung  der  Oberfläche  gegeben.  Die  Gleichung  der  Ober- 
fläche muss  daher  noch  4  willkürliche  Constanten  in  linearer 
Weise  mit  sich  führen.  Den  genannten  5  Bedingungsgleichun- 
gen genügen  die  Coefflcienten  in  der  Gleichung  F-^  XAB'^s^O, 
welche  noch  4  in  Ajß  steckende  willkürliche  Constanten  mit 
sich  führt.  Sie  stellt  also  jede  Oberfläche  zweiter  Ordnung 
dar,  für  welche  der  von  dem  Punkte  ^  <«=  0  an  die  Ober- 
fläche jP  B8  0  gelegte  Tangentenkegel  ebenfalls  Tangenten- 
kegel ist. 

Wenn  daher  jF  =  0  und  <I>  =  0  die  Gleichungen  zweier 
Oberflächen  zweiter  Ordnung  sind,  die  den  von  dem  Punkte 
A^=0  ausgehenden  Tangentenkegel  gemeinsam  haben ,  so 
wird  man  (i  und  die  vier  in  kB  steckenden  Constanten  immer 
so  bestimmen  können,  dass  man  identisch  hat: 

F-^  liO^kÄB. 
Daraus  ergiebt  sich  der  Satz: 

Wenn  zwei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  von 
demselben  Tangentenkegel  ringsum  berührt  wer- 
den, so  werden  sie  gleichzeitig  von  einem  zweiten 
TangentenJ^egel  ringsum  berührt. 

Sind  nur  7  Tangentenebenen  einer  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  F=  0  durch  ihre  Coordinaten  gegeben,  so  hat  man 
zwischen  den  Coefficienten  in  der  Gleichung  der  Oberfläche 
auch  nur  7  lineare  Bedingungsgleichungen ,  mittels  welcher 
sich  7  Coefficienten  durch  die  beiden  anderen  x  und  A,  die 
willkürlich  bleiben,  ausdrücken  lassen.  Setzt  man  diese  Aus- 
drücke in  die  Gleichung  -F=  0  der  Oberfläche  ein,  so  erhält 
man  die  allgemeinste  Form  der  Gleichung  der  Oberfläche 
zweiter  Ordnung,  welche  die  7  Ebenen  berührt: 

*  +  x'Jf+ AX=0. 

Da  diese  Gleichung  zusammengesetzt  ist  aus  den  Glei- 
chungen der  drei  Oberflächen  zweiter  Ordnung: 
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a>  =  0,        'P*  — 0,       X  =  0, 

SO  wird  sie  erfüllt  fdr  jedes  System  der  Ebenencoordinateii; 
welches  den  drei  Gleichungen  zugleich  genügt.  Das  heisst^ 
die  gemeinsamen  Tangentenebenen  der  drei  Oberflächen  sind 
zugleich  Tangentenebenen  der  allgemeinen  Oberfläche  zweiter 
Ordnung^  welche  die  7  Ebenen  berührt.  Die  drei  Oberflächen 
zweiter  Ordnung  werden  aber,  wie  wir  sogleich  nachweisen 
werden,  von  8  Ebenen  zugleich  berührt.  Da  von  diesen 
8  Ebenen  7  die  gegebenen  sind,  denn  die  angegebenen  drei 
Oberflächen  sind  specielle  Fälle  der  allgemeinen  Oberfläche 
zweiter  Ordnung,  so  hat  man  den  Satz: 

Alle  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  welche  7 
gegebene  Ebenen  berühren,  berühren  überdies  eine, 
durch  die  7  Ebenen  bestimmte  achte  Ebene. 

Wenn  daher  zur  Construction  einer  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  8  solche  Ebenen  gegeben  sind,  so  vertreten  sie  nur 
die  Stelle  von  7  Ebenen. 

Die  Bestimmung  der,  dreien  Oberflächen  zweiter  Ordnung 
gemeinschaftlichen  Tangentenebenen  führt  auf  die  rein  alge- 
braische Aufgabe: 

Die  Endgleichung  zu  bestimmen,  welche  durch 
Elimination  der  Yariabeln  u,  v,  w^  r  aus  den  vier 
homogenen  Gleichungen  hervorgeht: 

a>  =  o,     ?p-«:0,     z  =  o,  • 

R  ^^  ux  -\-  vy  -{'  WZ  '^'  rp  ^=  0 . 

Denn  die  Endgleichung  wird  das  Product  der  Gleichun- 
gen sämmtlicher  gemeinsamen  Tangentenebenen  sein,  in 
Punktcoordinaten  ausgedrückt 

Diese  Aufgabe,  sowie  die  folgenden,  sind  bereits  in  der 
neunten  Vorlesung  mit  Yertauschung  von  Punkt-  und  Ebenen- 
coordinaten  gelöst  worden.  Wir  entnehmen  daraus,  dass  ^ie 
homogene  Endgleichung  in  Punktcoordinaten  vom  achten 
Grade  ist,  wodurch  der  Satz  bewiesen  wird: 

Drei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  haben  8  ge- 
meinsame Tangentenebenen. 
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Ebenso  führt  die  Bestimmung  der  gemeinsamen  Tangen- 
tenebenen zweier  Oberflächen  zweiter  Ordnung  0  =  0,  W  =  0, 
welche  durch  einen  gegebenen  Punkt  ^  =  0  hindurchgehen^ 
auf  die  Aufgabe  zurück: 

Die  Endgleichung  zu  bestimmen^  welche  durch 
Elimination  der  Yariabeln  u,  v,  w,  r  aus  den  vier 
homogenen  Gleichungen  hervorgeht: 

0z=O,      ^=0,      Ai^au -{•  bv -}- cw '{' dr  =  0, 

B  =^  ux  -{-  vy  -{-  WZ  -^  rp  =  0 . 

Die  geometrische  Interpretation  der  Endgleichung  giebt 
den  Satz: 

Durch  einen  gegebenen  Punkt  des  ßaumes  las- 
sen sich  vier  Ebenen  legen^  welche  zwei  gegebene 
Oberflächen  zweiter  Ordnung  zugleich  berühren. 

Die  Frage  endlich  nach  den  Tangentenebenen  einer  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  <p  =  0 ,  welche  durch  zwei  beliebig 
gegebene  Punkte  des  Raumes  A  =  0  und  jB  =»  0  oder  durch 
die  Verbindungslinie  derselben  hindurchgehen,  fällt  mit  der 
Aufgabe  zusammen: 

Die  Endgleichung  zu  bestimmen,  welche  durch 
Elimination  der  Yariabeln  u,  v,  to,  r  aus  den  vier 
homogenen  Gleichungen  hervorgeht: 

*  =  0,  jl^aw  +  6v  +  CM;  -j-  (?r  =  0, 

B^au-^ßv-^-yw-^dr^^O,    B^uX'\-vy-{-w0-{-rp  =  O. 

Dass  die  Endgleichung  in  Rücksicht  auf  die  Punktcoor- 
dinaten  vom  zweiten  Grade  ist,  dient  als  Beweis  des  Satzes: 

Durch  eine  gerade  Linie  lassen  sich  zwei  Tun- 
gentenebenen  an  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung 
legen. 
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Zwölfte  Vorlesung. 

Fortsetzung   der   zehnten  Vorlesung   über   Pole 
und  Polarebenen  der  Oberflächen  zweiter  Ord- 
nung.    Reciprocität. 


Wir  haben  am  Ende  der  zehnten  Vorlesung  für  die  Ober- 
flächen der  zweiten  Ordnung  den  analytischen  Ausdruck  der- 
selben gefunden: 

(1) F{u,  V,  w,  r)  =  0. 

Wir  stellen  denselben  zusammen  mit  den  Coordinaten  u,  v,  tv,  r 
irgend  einer  Ebene,  welche  durch  die  Schnittlinie  l  zweier 
gegebenen  Ebenen  0  und  1  hindurchgeht,  deren  Coordinaten 
wir  mit  den  angehängten  Indices  bezeichnen,  indem  wir  die 
betreflfenden  Relationen  aus  (4)  der  sechsten  Vorlesung  ent- 
nehmen : 

u  =  tiQ  +  A  Wj , 

/2) v  =170  +Ai;i, 

to  =  Wq  -^  Xw^ , 
r  =  ro  +  Arj . 

Wenn  diese  Coordinaten  u,  v,  w^  r  der  Gleichung  (1) 
genügen,  so  entsprechen  sie  den  Tangentenebenen  der  Ober- 
fläche. Man  hat  daher  zur  Bestimmung  der  Tangentenebenen 
der  Oberfläche ,  die  durch  die  gerade  Linie  l  gehen ,  die  Glei- 
chung: 

(3)    F{tiQ  +  >l Wi ,  Vo  +  Xv^,  Wq  +  Xwy,  ro  +  Ar, )  =  0 . 

Dass  diese  Gleichung  eine  in  l  quadratische  Gleichung 
ist,  wird  als  neuer  Beweis  des  Satzes  gelten,  den  wir  aus 
einer  anderen  Betrachtung  bereits  abgeleitet  haben,  dass  durch 
eine  gerade  Linie  sich  an  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung 
zwei  Tangentenebenen  legen  lassen. 

Das  anharmonische  Verhältniss  des  erwähnten  Tangenten- 
ebenenpaares  zu  dem  gegebenen  Ebenenpaare  0,  1  ist  das 
Verhältniss  der  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung. 
Es  wird  dieses  Verhältniss  zu  einem  harmonischen  unter  der 
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Bedingung,  dass  die  Summe  der  beiden  Wurzeln  verschwindet. 
Entwickelt  man,  um  diese  Bedingung  auszudrücken,  die 
quadratische  Gleichung  (3)  nach  Potenzen  von  X  und  setzt 
in  der  Entwickelung  den  Coefficienten  der  ersten  Potenz 
gleich  0,  so  erhält  man: 

(4)  . .  .    u,F{u,)  +  t>,  J"K)  +  «-t^'K)  +  r.FXro)  =  0, 

oder,  da  man  auch  die  Indices  0  und  1  vertauschen  kann, 
ohne  den  linken  Theil  der  Gleichung  zu  ändern: 

(5)  . .  .   ««i^'(«i)  +  Vo-F'Ct;,)  +  tv,F\w,)  +  r.F'ir^)  =  0, 

als  Bedingung  für  das  Ebenenpaar  0,  1,  wenn  dasselbe  zu 
dem,  durch  ihre  Schnittlinie  gelegten  Tangentenebenenpaare 
der  Oberfläche  harmonisch  sein  soll. 

Man  nennt  ein  Ebenenpaar  harmonische  Polarebe- 
nen oder  harmonische  Polaren  einer  Oberfläche  zweiter 
Ordnung,  wenn  das,  durch  die  Schnittlinie  derselben  gelegte 
Tangentenebenenpaar  der  Oberfläche  harmonisch  ist  zu  jenem 
Ebenenpaare.  Es  ist  daher  (4)  oder  (5)  die  einzige  Bedin- 
gung, die  die  Coordinaten  zweier  Ebenen  fl^nd  1  zu  erfül- 
len haben,  wenn  sie  harmonische  Polarebenen  der  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  sein  sollen. 

Nimmt  man  an,  die  eine  harmonische  Polarebene  0  der 
Oberfläche  sei  gegeben,  die  andere  habe  die  Coordinaten 
u,  V,  w,  Tj  so  hat  man  die  einzige  Bedingung: 

(6)  . .  .    uF\u,)  +  vr{vo)  +  wF\w,)  +  rF\r,)  =  0, 

welche  ausdrückt,  dass  sämmtliche  harmonischen  Polarebenen 
einer  gegebenen  Ebene  0  durch  einen  und  denselben  Punkt 
gehen,  dessen  Coordinaten  Xq,  y^,  0^,  Pq  durch  die  Gleichun- 
gen bestimmt  sind: 

Diese  Gleichungen  sind  aber  nach(12)  der  zehnten  Vorlesung 
die  Relationen  zwischen  Pol  und  Polarebene.  Es  ist  daher 
(6)  die  Gleichung  des  Poles  der  gegebenen  Ebene  0  und 
man  hat  den  Satz: 

Die,  einer  gegebenen  Ebene  zugeordneten  har- 
monischen Polarebenen  einer  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  gehen  durch  den  Pol  der  gegebenen  Ebene. 

10* 
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Es  ist  eine  charakteristische  Eigenschaft  eines  harmoni- 
schen PolarebenenpaareS;  dass  der  Pol  der  einen  Ebene  in  der 
anderen  liegt.  Denn  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  gehen  durch 
die  bekannten  Relationen  (12)  der  zehnten  Vorlesung  zwischen 
Pol  und  Polarebene  über  in: 

welche  Gleichungen  nach  (9)  der  zehnten  Vorlesung  sich  auch 
so  darstellen  lassen: 

^irw  +  yifCyo)  +  ^ifM  +i>,r(i>o)  =  0, 

woraus  wir  den  geometrischen  Satz  entnehmen: 

Die  Pole  zu  einem  Paare  harmonischer  Polar- 
ebenen einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  sind 
harmonische  Pole,  und  die  Polarebenen  eines  har- 
monischen Polenpaares  einer  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  sind  harmonische  Polarebenen. 

Wenn  man  die  bekannten  Ausdrücke  der  Punktcoordinaten 
des  Poles  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  nach  (12)  der 
zehnten  Vorlesung  in  die  Gleichung  einer  zweiten,  in  Punkt- 
coordinaten gegebenen  Oberfläche  zweiter  Ordnung: 

9{^,  y>  ^7  p)  =  o 

einsetzt,  so  erhält  man  die  Gleichung  einer  dritten  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  in  Ebenencoordinaten: 

<PaFXu),   ^F'(v),  ^FXu>),   i2?"(r))  =  0. 

Setzt  man  dagegen  die  Ausdrücke  (9)  der  zehnten  Vor- 
lesung in  die  Gleichung  einer  zweiten,  in  Ebenencoordinaten 
gegebenen  Oberfläche  zweiter  Ordnung: 

<D(w,  V,  w,  r)  =  0, 

so  erhält  man  die  Gleichung  einer  dritten  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  in  Punktcoordinaten: 
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Diese  Bemerkungen  beweisen  den  Satz: 

Wenn  der  Pol  einer  gegebenen  Oberfläche  zwei- 
ter Ordnung  eine  zweite  Oberfläche  zweiter  Ord- 
nung beschreibt,  so  berührt  seine  Polarebene  eine 
dritte  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  und  umgekehrt, 
wenn  die  Polarebene  einer  gegebenen  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  sich  als  Tangentenebene  um  eine 
zweite  Oberfläche  zweiter  Ordnung  herumbewegt, 
so  beschreibt  der  Pol  eine  dritte  Oberfläche  zwei- 
ter Ordnung. 

Die  zweite  und  dritte  Oberfläche  fallen  mit  der  gegebenen 
zusammen,  wenn  entweder  der  Pol  die  gegebene  Oberfläche 
durchläuft,  oder  die  Polarebene  sich,  als  Tangentenebene  um 
die  gegebene  Oberfläche  herumbewegt. 

Wir  fügen  endlich  noch  einige  Sätze  hinzu,  die  sich  nach 
den  entwickelten  Principien  ebenso  von  selbst  verstehen: 

DasanharmonischeVerhältniss  von  zweiPunkte- 
paaren  auf  einer  geraden  Linie  ist  gleich  dem  an- 
harmonischen Verhältnisse  ihrer  Polarebenen. 

Das  anharmonische  Verhältniss  von  zwei  Paar 
Ebenen,  welche  sich  in  derselben  geraden  Linie 
schneiden,  ist  gleich  dem  anharmonischen  Verhält- 
nisse ihrer  Pole. 

DiePolarebenen  von  zweiharmonischenPunkte- 
paaren  sind  harmonische  Ebenen. 

Die  Pole  von  zwei  harmonischen  Ebenenpaaren 
sind  harmonische  Punkte. 

DiePolarebenen  von  drei  Punktepaaren  der  In- 
volution bilden  wieder  eine  Involution. 

Die  Pole  von  drei  Ebenenpaaren  der  Involution 
bilden  wieder  eine  Involution. 

Es  bleibt  noch  übrig,  auf  das  Verhalten  von  den  Linien- 
paaren hinzuweisen,  die  wir  in  der  zehnten  Vorlesung  reci- 
proke  Polaren  der  Oberfläche  zweiter  Ordnung  genannt  haben. 
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Aus  der  charakteristischen  Eigenschaft  eines  solchen 
Linienpaares ;  dass  die  Polarebenen  der  Punkte  auf  der  einen 
dieser  Linien  sich  in  der  anderen  schneiden,  folgt  unmittel- 
bar der  Satz: 

■ 

Jede  gerade  Linie,  welche  ein  Paar  reciproke 
Polaren  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  schnei- 
det, schneidet  die  Oberfläche  in  einem  Punktepaar, 
welches  zu  dem  Schnittpunktepaar  auf  den  reci- 
proken  Polaren  harmonisch  ist. 

■ 

Da  sich  die  Polarebenen  aller  Punkte  auf  einer  gegebe- 
nen Ebene  in  dem  Pol  dieser  Ebene  schneiden»  so  werden 
auch  die  Polarebenen  der  Punkte,  welche  auf  zwei  geraden 
Linien  der  gegebenen  Ebene  liegen ,  durch  den  Pol  der  Ebene 
gehen,  woraus  die  Sätze  gefolgert  werden  können: 

Wenn  sich  zwei  gerade  Linien  im  Räume  schnei- 
den, so  schneiden  sich  auch  die  reci'proken  Polaren 
der  beiden  geraden  Linien  in  einem  Punkte,  welcher 
der  Pol  ist  der  Ebene,  in  der  die  beiden  geraden 
Linien  liegen,  und  umgekehrt  ist  der  Schnittpunkt 
der  beiden  geraden  Linien  der  Pol  der  Ebene,  in 
welcher  die  reciproken  Polaren  liegen. 

Beschreibt  eine  gerade  Linie  in  irgend  welcher 
Art  eine  Ebene,  so  dreht  sich  ihre  reciproke  Polare 
um  den  Pol  der  Ebene. 

Dreht  sich  eine  gerade  Linie  um  einen  Punkt 
in  ihr,  so  beschreibt  ihre  reciproke  Polare  die 
Polarebene  des  Punktes, 

Wenn  eine  gerade  Linie  in  einer  Ebene  sich 
um  einen  Punkt  in  ihr  dreht,  so  dreht  sich  ihre 
reciproke  Polare  um  den  Pol  der  Ebene  in  der 
Polarebene  des  Punktes. 

Da  die  reciproke  Polare  einer  gegebenen  geraden  Linie 
in  der  Polarebene  eines  beliebigen  Punktes  der  gegebenen 
geraden  Linie  liegt,  so  sieht  man,  dass  die  reciproke  Polare  der 
Tangente  der  Oberfläche  zweiter  Ordnung  in  der  Tangenten- 
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ebene  des  Berührungspunktes  liegen  muss.  Denn  wählt  man 
den  Berührungspunkt  der  Tangente  als  den  beliebigen  Punkt, 
so  ist  seine  Polarebene  eben  die  Tangentenebene.  Wählt 
man  aber  einen  anderen  Punkt  der  Tangentenebene  auf  der 
Tangente,  so  geht  seine  Polarebene  bekanntlich  durch  den 
Berührungspunkt.     Das  heisst: 

Die  reciproke  Polare  der  Tangente  in  einem 
Punkte  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  ist  in 
diesem  Punkte  wieder  Tangente  der  Oberfläche. 

.     Aus  der  Combination  dieses  Satzes  mit  den  vorhergehen- 
den folgt  ferner: 

Wenn  eine  gerade  Linie  sich  als  Tangente  einer 
ebenen  Schnittcurve  einer  Oberfläche  zweiter  Ord- 
nung fortbewegt,  so  beschreibt  die  reciproke  Polare 
der  geraden  Linie  den  Tange ntenkegel,  der  die  Ober- 
fläche in  der  ebenen  Schnittcurve  ringsum  berührt, 
und  umgekehrt,  wenn  eine  gerade  Linie  einen  Tan- 
gentenkegel der  Oberfläche  zweiter  Ordnung  be- 
schreibt, so  bewegt  sich  die  reciproke  Polare  der 
geraden  Linie  als  Tangente  unl  die  Berührungs- 
curve. 

Bewegt  sich  eine  gerade  Linie  als  Tangente  um 
eine  zweite,  von  der  zum  Grunde  gelegten  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  verschiedene  Oberfläche 
zweiter  Ordnung,  so  bewegt  sich  die  reciproke 
Polare  der  Tangente  als  Tangente  um  eine  dritte 
Oberfläche  zweiter  Ordnung,  welche  von  den  Polar- 
ebenen der  Punkte  auf  der  zweiten  Oberfläche  be- 
rührt wird. 

Beschreibt  nämlich  der  Pol  die  zweiteOberfläche  zweiter 
Ordnung,  so  bewegt  sich  seine  Polarebene  als  Tangentenebene 
um  eine  dritte  Oberfläche  zweiter  Ordnung.  Die  Tangente  der 
zweiten  Oberfläche  ist  die  Verbindungslinie  zweier  unendlich 
nahen  Punkte  auf  der  Oberfläche;  ihre  Polarebenen,  die  die 
dritte  Oberfläche  berühren,  liegen  ebenfalls  unendlich  nahe 
an  einander  und  schneiden  sich  in  der  Tangente  der  letzteren 
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Oberfläche.  Diese  Schnittlinie  ist  aber  die  reciproke  Polare 
.  der  erwähnten  Tangente  der  zweiten  Oberfläche. 

Wir  schliessen  hiermit  diese  Betrachtungen.  Die  aus 
ihnen  gewonnenen  Sätze  über  Pol  und  Polare  genügen,  um 
ein  Uebertragungs-Princip  herzuleiten,  welches  den  Namen 
des  Principes  der  Beciprocität  führt.  Dieses  Princip, 
welches  die  Sätze  von  der  Lage  der  Figuren  verdoppelt,  soll 
in  den  äusseren  Umrissen  in  dem  Folgenden  entwickelt  werden. 

Jede  gegebene  Figur  im  Räume,  bestehend  aus  Punkten, 
geraden  Linien,  Curven,  Ebenen,  Oberflächen,  kann  man 
sich  in  doppelter  Weise  entstanden  denken,  durch  den  Punkt 
oder  durch  die  Ebene.  Wählt  man  den  Punkt  als  die  Einheit 
der  Erzeugung,  so  wird  jede  Figur  der  Inbegriff  aller  Punkte 
sein,  welche  in  ihr  liegen.  Wählt  man  dagegen  die  Ebene 
als  die  Einheit  der  Erzeugung  der  Figur,  so  stellt  sich  der 
Punkt  als  der  Inbegriff  aller  Ebenen  dar,  welche  durch  den 
Punkt  gehen;  die  gerade  Linie  wird  der  Inbegriff  aller  Ebe- 
nen sein,  welche  sich  in  ihr  schneiden,  die  Curve  wird  der 
Inbegriff  aller  Ebenen  sein,  welche  durch  die  Tangenten  der 
Curve  gehen,  die  Oberfläche  endlich  wird  der  Inbegriff'  aller 
ihrer  Tangentenebenen  sein. 

Legt  man  nun  irgend  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung 
zu  Grunde,  die  den  Namen  der  Directrix  führt,  und  be- 
trachtet jeden  Punkt  der  gegebenen  Figur  im  Baume  als  den 
Pol  einer  Ebene  und,  in  der  zweiten  Darstellung  derselben 
Figur  durch  Ebenen,  jede  Ebene  als  die  Polarebene  eines 
Punktes  in  Beziehung  auf  die  Directrix,  so  werden  die  Ebene 
und  der  Punkt  eine  neue,  die  zu  der  gegebenen  reciproke 
Figur,  in  doppelter  Erzeugungsart  durch  Ebene  und  Punkt 
begründen,  die  der  gegebenen  Figur  in  folgender  Art  ent- 
spricht. Jedem  Punkte  der  gegebenen  Figur  entspricht  eine 
Ebene  der  reciproken  Figur,  jeder  Ebene  der  gegebenen  Figur 
entspricht  ein  Punkt  der  reciproken,  jeder  geraden  Linie  der 
gegebenen  Figur  entspricht  eine  gerade  Linie  der  reciproken, 
jeder  Curve  der  gegebenen  Figur  entspricht  eine  Curve  der 
reciproken ,  endlich  entspricht  jeder  Oberfläche  der  gegebenen 
Figur  eine  Oberfläche  der  reciproken  Figur.  Umgekehrt  ent- 
spricht auch  in  derselben  Weise  jedem  Punkte  der  reciproken 
Figur  eine  Ebene  der  gegebenen,  jeder  geraden  Linie  der 
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reciproken  Figur  entspricht  eine  gerade  Linie  der  gegebenen, 
jeder  Curve  oder  Oberfläche  der  reciproken  Figur  entspricht 
eine  Curve  oder  Oberfläche  der  gegebenen  Figur.  Mit  anderen 
Worten,  die  gegebene  Figur  ist  reciprok  zu  ihrer  reciproken 
Figur, 

Hiernach  bedingt  jede  Eigenschaft  einer  gegebenen  Figur, 
welche  sich  auf  die  Lage  ihrer  Bestandtheile  bezieht,  eine 
entsprechende  Eigenschaft  der  reciproken  Figur.  Mit  anderen 
Worten,  aus  jedem  Satze  über  die  Lage  von  Figurentheilen 
zu  einander  folgt  ein  Satz  über  die  Lage  der  Theile  der  reci- 
proken Figur. 

Die  reciproke  Figur  ist  durch  die  gegebene  vollständig 
bestimmt.  Allein  die  Willkürlichkeit  der  gegebenen  Figur 
wird  eine  entsprechende  Willkürlichkeit  der  reciproken  Figur 
zur  Folge  haben,  wodurch  eben  der,  in  der  reciproken  Figur 
bewiesene  Satz  einen  gewissen  Grad  der  Allgemeinheit  er- 
langt. Wie  weit  sich  diese  Allgemeinheit  erstreckt,  erfahrt 
man  daraus,  dass  man,  von  der  allgemeinen  reciproken  Figur 
ausgehend,    die  gegebene    als  die  reciproke  von   ihr  bildet. 

Befindet  sich  unter  diesen  Umständen  letztere  noch  in  den 
* 

Grenzen  der  zulässigen  Allgemeinheit,  so  wird  dieses  ein  Be- 
weis sein,  dass  das  Maass  der  Allgemeinheit  des  reciproken 
Satzes  nicht  überschritten  ist. 

Wir  wollen  dieses  Princip  an  einem  einfachen  Beispiele 
erläutern.  Wir  wählen  zu  diesem  Zwecke  aus  der  neunten 
Vorlesung  den  Satz:  „Drei  Oberflächen  zweiter  Ordnung 
schneiden  sich  in  8  Punkten ''. 

Dreien  Oberflächen  zweiter  Ordnung  einer  gegebenen 
Figur  entsprechen  drei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  der  reci- 
proken Figur.  Jedem  Punkte  auf  einer  der  gegebenen  Ober- 
flächen entspricht  eine  Tangentenebene  der  reciproken  Ober- 
fläche. Einem  Punkte,  der  zugleich  auf  den  drei  gegebenen 
Oberflächen  liegt,  entspricht  hiemach  eine  Ebene,  welche 
zugleich  die  drei  reciproken  Oberflächen  berührt.  Die  Zahl 
der  Schnittpunkte  der  gegebenen  drei  Oberflächen  ist  also 
gleich  der  Zahl  der  gemeinsamen  Tangentenebenen  der  reci- 
proken Oberfläche.  Eine  neunte  gemeinsame  Tangentenebene 
der  reciproken  Oberflächen  würde  auf  einen  neunten  Schnitt- 
punkt der  gegebenen  drei  Oberflächen  schliessen  lassen.  Denn 


-.a-TV/ 
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Taiig^''^^^^^^^  einer  reci- 

/.^  ^^pn'eJi^  J^'^^^f  der  gegebenen  Oberfläche. 

,eh  ''^^^^11/^^>'  ^"tli  dJ/«?rfächen   zweiter  Ordnung 

""l^ken   ^f'^'^^d^elcbe^  ^^  ^^,-  Oberflächen  zweiter  Ord- 

^  ^^^y  ^^^  ^^'^  f^gor  entsprechen,    so    hat    man  im 

^^'^^S^  ^^S'der  elften  Vorlesung:   ,,An  drei  Ober- 

r'^''^  .idnen  ^^^  T* „-ß.  lassen  sich  8  gemeinsame  Tangenten- 

^^  nen  ^^^^^f^  'spiele  zur  Anwendung  des  Principes  findet 

^      yfei^^     kßj^ehenden  Vorlesungen  in  Menge  vor.  Denn 

^  in  d^^     g/itze,  welche  aus  der  doppelten  geometrischen 

jje  di^J^^I     g]j[;en  Gleichungen  hervorgegangen  sind,  indem 

peuto^g       ^^j^gljj  einmal  als  Punktcoordinaten ,   das  andere 

tü9^  ^^^Ijiugjiencoordinaten  auffasste,  sind  reciproke  Sätze. 

^^  *  .    giiellen  im  Folgenden  reciproke  Sätze  neben  einander, 

'ch  nacJ^  ^^^  vorgetragenen  Principien  eben  so  leicht 

'    ein  beweisen  lassen,  als  sie  nach  dem  Princip  der  Reci- 

^  ocität  von  einander  abgeleitet  werden  können : 

Wenn  ein  Punktepaar  Wenn  ein  Ebenenpaar 
ein  harmonisches  Polen-  ein  harmonisches  Polar- 
paar ist  für  zwei  Oberflä-  ebenenpaar  ist  für  zwei 
chen  zweiter  Ordnung,  so  Oberflächen  zweiter  Ord- 
istdasselbe  auch  einhar-  nung,  so  ist  dasselbe  auch 
jnonisches  Polenpaar  für  ein  harmonisches  Polar- 
jede  Oberfläche  zweiter  ebenenpaar  fürjedeOber- 
Ordnung,  welche  durch  fläche  zweiter  Ordnung, 
die  Schnittcurve  der  bei-  welche  alle  Ebenen  be- 
den  Oberflächen  hin-  rührt,  die  gemeinschaft- 
durchgeht, liehe      Tangentenebenen 

der    beiden    Oberflächen 

sind. 

Wenn  man  durch  zwei  gegebene  Oberflächen  zweiter 
Ordnung  eine  gerade  Linie  legt,  so  kann  man  auf  ihr  ein 
Punktepaar  bestimmen,  welches  harmonisch  ist  zu  jedem 
Schnittpunktepaare  der  geraden  Linie  und  der  Oberflächen. 
Dieses  Punktepaar  ist  ein  Paar  harmonischer  Pole  für  jede 
der  beiden  Oberflächen,  also  nach  dem  ersten  Satze  auch  ein 
harmonisches   Polenpaar   für  jede  dritte  Oberfläche    zweiter 
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Ordnung,  welche  durch  die  Schnittcurve  der  gegebenen  Ober- 
flächen hindurchgeht.  Erinnert  man  sich  nun  der  Definition 
für  drei  Funktepaare  der  Involution,  so  folgt  daraus  der  Satz 
und  sein  reciproker: 

Jede  gerade  Linie  Wenn  man  durch  eine 
schneidet  drei  Oberflä-  gerade  Linie  Tangenten- 
chen  zweiter  Ordnung,  ebenen  legt  an  drei  Ober- 
Ton  welchen  eine  durch  flächen  zweiterOrdnung, 
die  Schnittcurve  der  bei-  von  welchen  eine  alle  ge- 
den  anderen  hindurch-  meinsamen  Tange nten- 
gebt,  in  Punkten  der  In-  ebenen  der  beiden  ande- 
Tolution.  ren    berührt,     so     bilden 

diese      Tangenten  ebenen 
eine  Involution. 

Andere  reciproke   Sätze  der   bezeichneten  Art  sind  fol- 
gende: 

Die  Polarebenen    eines       Die  Pole  einer  gegebe- 
gegebenon      Punktes     in  nen   Ebene   in   einem  Sy- 
einem     System     Oberflä-  stem  Oberflächen  zweiter 
chen     zweiter     Ordnung,  Ordnung,  welche  8  feste 
welche      durch     8     feste  Ebenen  berühren,  liegen 
Punkte  im  Räume  gehen,  in  einer  geraden  Linie, 
schneiden    sich   in    einer 
und      derselben     geraden 
Linie. 

Die  Polarebenen  eines  Die  Pole  einer  gegebe- 
gegebenen Punktes  in  nen  Ebene  in  einem  Sy- 
einem  System  Oberflä-  stem  Oberflächen  zweiter 
chen  zweiter  Ordnung,  Ordnung,  welche  7  feste 
welche  durch  7  feste  Ebenen  berühren,  liegen 
Punkte  im  Räume  gehen,  in  einer  und  derselben 
schneiden  sieb  in  einem  Ebene, 
und  demselben  Punkte. 
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Dreizehnte  Vorlesung. 

Mittelpunkt  der  Oberfläche  zweiter  Ordnung. 
Transformation  der  Coordinaten  mit  Beibehal- 

« 

tung  der  Richtung  der  Coordinatenaxen. 


Der  Pol  einer  Ebene,  die  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung 
in  das  Unendliche  fallt,  hat  rücksichtlich  seiner  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  eine  bemerkenswerthe  Eigenschaft.  Legt 
mau  nämlich  eine  Sehne  der  Oberfläche  durch  den  Pol,  so 
schneidet  die  Sehne  die  Oberfläche  in  einem  Punktepaar,  wel- 
ches harmonisch  ist  zu  dem  Pol  und  dem  Schnittpunkte  der 
Sehne  mit  der  Polarebene.  Dieser  letztere  Schnittpunkt  liegt 
aber  in  dem  Unendlichen.  Mithin  halbirt  der  Pol  die  Sehne, 
so  wie  jede  andere  Sehne  der  Oberfläche,  welche  durch 
ihn  geht. 

Man  nennt  Mittelpunkt  einer  Oberfläche  zweiter  Ord- 
nung einen  Punkt,  der  alle  durch  ihn  gezogenen  Sehnen  der 
Oberfläche  halbirt.  Es  ist  also  der  Pol  einer  Ebene  in  dem 
Unendlichen  der  Mittelpunkt  der  Oberfläche  zweiter  Ordnung. 
Da  es  nur  einen  Mittelpunkt  einer  Oberfläche  zweiter  Ord- 
nung giebt,  so  kann  dieses  als  eine  zweite  Definition  des 
Mittelpunktes  dienen.  Denn  gäbe  es  zwei  Mittelpunkte,  so 
würde  die  durch  sie  gelegte  Sehne  der  Oberfläche  in  zwei 
verschiedenen  Punkten  halbirt.  Auf  Grund  dieser  zweiten 
Definition  folgt  aus  den  letzten  Sätzen  der  vorhergehenden 
Vorlesung : 

Die  Mittelpunkte  der  Oberflächen  zweiter  Ord- 
nung, welche  8  feste  Ebenen  berühren,  liegen  auf 
einer  geraden  Liuie. 

Die  Mittelpunkte  der  Oberflächen  zweiter  Ord- 
nung, welche  7  feste  Ebenen  berühren,  liegen  auf 
einer  Ebene. 

Die  analytische  Bestimmung  des  Mittelpunktes  einer  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  hann  in  doppelter  Art  geschehen,  indem 


! 


t 
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man  entweder  von  der  Gleichung  der  Oberfläche  in  Punkt- 
coordinaten  oder  von  der  Gleichung  derselben  Oberfläche  in 
Ebenencoordinaten  ausgeht.  Im  ersteren  Falle  sei  die  Glei- 
chung der  Oberfläche  zweiter  Ordnung: 

0)  •  • fi^y  Vy  e,p)  =  0. 

Aus  (9)  der  zehnten  Vorlesung  entnehmen  wir  die  Re- 
lationen zwischen  den  Coordinaten  des  Poles  {Xy  y,  z,  p)  und 
seiner  Polarebene  (w,  v,  w,  r): 

(2)  ir(«)=«,  ir(y)=t;,  irw-«',  mpy'-r. 

Da  die  Polarebene  aber  in  das  Unendliche  fallt  ^  wenn 
Us=t7  =  ^s»0,  so  hat  man  zur  Bestimmung  der  Coordinaten 
des  Mittelpunktes  der  Oberfläche  die  Gleichungen: 

(3) f(«)=.0,     r(y)'=0,     r(«)  =  0. 

Von  diesen  drei  linearen  Gleichungen  hat  auch  jede  ihre 
geometrische  Bedeutung.  Sie  drücken  nämlich  analytisch  aus 
die  Polarebenen  der  drei  Punkte  auf  den  Coordinatenaxen^ 
welche  in  dem  Unendlichen  liegen.  Dass  sich  diese  drei  Polar- 
ebenen in  dem  Mittelpunkte  der  Oberfläche  schneiden^  lässt 
sich  auch  auf  geometrischem  Wege  leicht  einsehen. 

Die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der 
Oberfläche  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen  (3);  wenn  man 
j)  «=  1  setzt.  In  dieser  Voraussetzimg  bestimmen  die  Glei- 
chungen (3)  die  Werthe  der  Variabein,  welche  die  Function 
f{x,  y,  0,  1)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  machen; 
woraus  sich  folgende  Regel  abnehmen  lässt: 

Die  Werthe  der  Variabeln,  welche  eine  ganze 
Function  des  zweiten  Grades  f(x,  y,  0)  zu  einem 
Maximum  oder  Minimum  machen,  sind  die  Coordi- 
naten des  Mittelpunktes  der  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  ffjc,  y,  z)  =0. 

Um  auf  analytischem  Wege  den  Mittelpunkt  zu  bestim- 
men für  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  die  durch  ihre 
Gleichung  in  Ebenencoordinaten  gegeben  ist: 

(4) F{u,  V,  w,  r)  =  0, 
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erinnern  wir  an  die  Gleichung  des  Poles  einer  Ebene  (Wq,  Vq, 
Wq,  Tq)  nach  (6)  der  zwölften  Vorlesung : 

(5)  .  .  .    UoFXu)  +  VoFXv)  +  w,F\w)  +  r.FXr)  =  0. 

Die  Ebene  fällt  in  das  Unendliche,  wenn  Uq=Vq  =  Wq  =0, 
nnd  ihr  Pol,  der  Mittelpunkt  der  Oberfläche,  erhält  zur  Glei- 
chung: 

(6) r(r)^0. 

Diese  Gleichung  ist  bekanntlich  die  Bedingung,  unter 
welcher  die  in  r  quadratische  Gleichung  (4)  zwei  gleiche  Wur- 
zeln hat. 

Wenn  der  Mittelpunkt  der  Oberfläche  zugleich  der  Coor- 
dinatenanfangspunkt  sein  soll,  so  müssen  die  Gleichungen  (3) 
erfüllt  werden  für  a;  =  j/  ==  jß?  =  0.  Diese  drei  Bedingungen 
drücken  aber  aus,  dass  in  der  Gleichung  der  Oberfläche  (l) 
die  drei  Glieder  fehlen,  welche  die  erste  Potenz  der  Variable 
p  als  Factor  haben. 

Soll  die  Gleichung  (6)  des  Mittelpunktes  der  Oberfläche 
zugleich  die  des  Coordinatenanfangspunktes  sein,  so  müssen 
in  ihr  die  drei  ersten  Glieder  verschwinden,  welche  respectire 
mit  w,  V,  w  multiplicirt  sind,  das  heisst,  in  der  Gleichung (4) 
der  Oberfläche  müssen  die  drei  Glieder  fehlen,  welche  die 
erste  Potenz  der  Variable  r  als  Factor  haben. 

Umgekehrt,  wenn  die  genannten  drei  Glieder  in  der 
Gleichung  (1)  oder  (4)  verschwinden,  so  ist  der  Coordinaten- 
anfangspunkt  der  Mittelpunkt  der  Oberfläche.  Denn  im  ersten 
Falle  bleibt  die  Gleichung  (1)  ungeändert,  wenn  man  für  p 
setzt  — p,  welches  geometrisch  ausdrückt,  dass  jede,  durch 
den  Coordinatenanfangspunkt  gezogene.  Sehne  der  Oberfläche 
in  diesem  Punkte  halbirt  wird;  und  im  zweiten  Falle  bleibt 
die  Gleichung  (4)  ungeändert^  wenn  man  für  r  setzt  —  r, 
welches  beweist,  dass  parallele  Tangentenebeneu  der  Ober- 
fläche von  dem  Coordinatenanfangspunkt  in  entgegengesetzter 
Richtung  gleich  weit  abstehen. 

Wir  werden  diese  Bemerkung  benutzen,  um  auf  einem 
zweiten  Wege  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  Ober- 
fläche zu  bestimmen. 

Hat  ;nan  irgend  ein  zweites,  dem  zum  Grunde  gelegten 
rechtwinkligen    Coordinatensjstem    paralleles ,     Coordinaten- 
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System^  dessen  Anfangspunkt  die  Coordinaten  a,  h^  c  hat^  so 
ergeben  sich  aus  der  geometrischen  Betrachtung  leicht  folgende 
Relationen  zwischen  den  Coordinaten  Xy  yy  z  irgend  eines 
Punktes  im  ersten  und  den  Coordinaten  X,  Yy  Z  desselben 
Punktes  in  dem  zweiten  Systeme: 

Wählt  man  aber  statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  die 
homogenen  Coordinaten^  so  ergeben  sich  daraus  folgende 
Transformationsformeln : 

a:  =  X  +  aPy        X  =  x  —  ap, 

(^7) y^Y  +  bPy        Y  =  y-^bpy 

z  =  Z  -{■■  cPy         Z  =  £r  —  cpy 

P^Py  P=P. 

Die  Gleichung  einer  Ebene: 

ux  -\-  vy  -{-  WZ  -{-  rp  '^s  0 

nimmt  durch  diese  Substitutionen,  wenn  wir  mit  J7,  F,  W,  R 
die  homogenen  Coordinaten  der  Ebene  bezeichnen  bezüglich 
auf  das  zweite  Coordinatensystem,  die  Gestalt  an: 

UX+  VY+  WZ+RP^Oy 

und  die  Vergleichung  der  linken  Theile  beider  Gleichungen 
ergiebt  folgende  Transformationsformeln  der  Ebenencoordi- 
naten: 

U       =      U  y  U    '^Uy 

(8)...^  =  ^'  ^  =  ''' 

W    =      Wy  W=W, 

r  =^R—aU — hV — cWy    i2  =  r  +  ötw+^v+c«^'- 

Durch  diese  Transformationsformeln  gehen  die  Gleichun- 
gen (1)  und  (4)  der  Oberfläche  zweiter  Ordnung  über  in: 

(9)  .  .  .     f{X  +  aPy  Y+bP,  Z+cPy  P)  =  0. 

(10)...    F{Uy  Vy  Wy  B  —  aU'-bV--cW)  =  0. 

Es  sind  dieses  die  Gleichungen  derselben  Oberfläche  zwei- 
ter Ordnung,  bezogen  auf  ein  paralleles  Coordinatensystem, 
dessen  Anfangspunkt  die  rechtwinkligen  Punktcoordinaten  a,  &,  c 
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hat.    Die  Grade  der  Gleichungen   sind  durch  die  Transfor- 
mation ungeändert  geblieben. 

Der  Mittelpunkt  der  Oberfläche  ist  zugleich  Coordinaten- 
anfangspunkt;  wenn  a,  b,  c,  l  für  x,  y,  z,  p  gesetzt  den 
Gleichungen  (3)  genügen^  oder  wenn  diese  Grössen  propor- 
tional sind  den  Goefficienten  von  u^  v,  tv^  r  in  der  Glei- 
chung (6). 

Diese;  die  Coordinaten  a,  h,  c  des  Mittelpunktes  der 
Oberfläche  bestimmenden  Gleichungen  erhält  man  auch  durch 
Entwickelung  der  Gleichungen  (9)  und  (10),  wenn  man  ent- 
weder die  drei,  mit  der  ersten  Potenz  von  P  multiplieirten 
Glieder  einzeln  gleich  0  setzt,  oder  wenn  man  die  drei,  mit 
der  ersten  Potenz  von  R  multiplieirten  Glieder  verschwinden 
lässt. 

Wir  können  daher,  niögen  wir  Gleichungen  in  Punkt- 
oder in  Linien -Coordinaten  im  Auge  haben,  sagen: 

Wenn  man  die  homogene  Gleichung  einer  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  bezieht  auf  ein  paralleles 
Coordinatensystem,  zu  welchem  Zwecke  die  Sub- 
stitutionen (7)  oder  (8)  dienen,  so  verschwinden  in 
derselben  die  drei,  mit  der  ersten  Potenz  der  letz- 
ten Variable  multiplieirten  Glieder  in  dem  Falle, 
dass  der  Goordinatenanfangspunkt  des  parallelen 
Systems  der  Mittelpunkt  der  Oberfläche  ist. 

Die  einzige  Ausnahme  davon  bildet  der  Fall,  wenn  der 
Mittelpunkt  der  Oberfläche  in  das  Unendliche  fällt,  denn  in 
dieser  Voraussetzung  kann  man  den  Mittelpunkt  nicht  zum 
Goordinatenanfangspunkt  machen. 

Um  die  analytische  Bedingung  dieses  Falles  festzustellen, 
nehmen  wir  an,  dass  die  Gleichungen  der  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  in  Punktcoordinaten  und  in  Ebenencoordinaten  seien : 

(11)  .../•  =  üoqX^  +  2aQyXy  -f  a^^y^  + =  0, 

(12)  .  .  .    F=  e^ti^  +  2^01  wv  +  Cn  t'2  + =  0 . 

Den  Mittelpunkt  der  Oberfläche  /*  «=  0  bestimmen  die 
Gleichungen  (3): 


«00  ; 

«Ol; 

«02 

«10  > 

«11  ; 

«12 

«20; 

«21  ; 

«22 
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^f{x)  =  «00^  +  «Ol»  +  «02^  +  «03i>  =  0, 

iAy)  =  «10^  +  «iiJ/  +  «12^  +  «i3i?  =  0, 

if\^)  =  «20^  +  «2iy  +  «22^  +  «23P  =  Ö- 

Betrachtet  man  in  diesen  Gleichungen  die  rechtwinkligen 

Coordinaten  — ;  —  ?  —  des  Mittelpunktes  als  die  ünbekann- 

P      P      P 

ten  und  loset  die  Gleichungen  auf  ^  so  stellen  sich  bekannt- 
lich die  Werthe  der  Unbekannten  als  Brüche  dar  mit  dem- 
selben Nenner: 


(13) D 


Verschwindet  dieser  Nenner,  so  werden  die  Coordinaten 
des  Mittelpunktes  unendlich  gross,  und  der  Mittelpunkt  fallt 
in  das  Unendliche. 

Die  Gleichung  des  Mittelpunktes  der  Oberfläche  F  ^^  0 
ist  nach  (6): 

^F\r)  =  e^o«*  +  «31^  +  ^32  w'  +  ^33^  =  0, 

woraus  sich  die  rechtwinkligen  Coordinaten  a,  6,  c  des  Mittel- 
punktes der  Oberfläche  ergeben: 

^     ^  eta'  «33'  C23' 

welche  unendlich  gross  werden,  wenn  der  gemeinsame  Nenner 
verschwindet. 

Der  Mittelpunkt  der  Oberfläche  f=0  oder  jP=0  fällt 
daher  in  das  Unendliche  unter  der  Bedingung: 

(15) D  =  0  oder  633  =  0. 

Man  unterscheidet  nun  Oberflächen  zweiter  Ordnung, 
welche  einen  Mittelpunkt  haben,  von  den  Oberflächen  zweiter 
Ordnung,  deren  Mittelpunkt  in  das  Unendliche  fällt,  von  wel- 
chen man  auch  sagt,  dass  sie  keinen  Mittelpunkt  haben.  Jede 
von  den  Gleichungen  (15)  ist  die  Bedingung  für  die  letzte 
Gattung  von  Oberflächen  zweiter  Ordnung.  Ihre  homogenen 
Gleichungen  lassen  sich  nicht  auf  die  Form  zurückführen ,  in 
welcher  die,  mit  der  ersten  Potenz  der  letzten  Variable  multi- 
plicirten  Glieder  gänzlich  fehlen. 

Hsssa,  analTt.  Geometrie  d.  Baumes.    3.  Aufl.  H 
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Criterium  des  Kegels  zweiter  Ordnung. 
Tangentenkegel  der  Oberfläche  zweiter  Ordnung. 


Unter  den  Oberflächen  zweiter  Ordnung  mit  einem  Mittel- 
punkt verdient  eine  besondere  Beachtung  diejenige,  deren 
Mittelpunkt  auf  der  Oberfläche  selbst  liegt. 

Es  sei: 
(1)   .  .  :    /•=  a^;^x^  +  2aQ^xy  +  a^^y'^  +  .  .  .  =  0 

die  Gleichung  einer  solchen  Oberfläche.  Die  Coordinaten  des 
Mittelpunktes  derselben  bestimmen  sich  aus  den  Gleichungen : 

r(a^)=o,  r(y)=o,  r(^)=o. 

Setzt  man  die  Werthe  dieser  Coordinaten  in  die  Gleichung 
der  Oberfläche: 

2f = xfix)  +  yruf)  +  «rw + pnp)  -  o , 

so  muss  in  dem  vorliegenden  Falle  die  Gleichung  erfüllt  wer- 
den.    Daraus  erhalt  man  aber: 

r(p)=o. 

Wenn  daher  die  Oberfläche  (1)  die  angegebene  Eigen- 
schaft haben  soll,  so  müssen  sich  Werthe  der  Variabein  be- 
stimmen lassen,  welche  den  vier  Gleichungen  zu  gleicher  Zeit 
genügen : 

(2) . . .  n^) = 0,  r(y) = 0,  n^) = o,  np) = o, 

von  welchen  die  drei  ersten  den  Mittelpunkt  der  Oberfläche 
bestimmen  und  die  letzte  ausdrückt,  dass  der  Mittelpunkt  auf 
der  Oberfläche  selbst  liegt. 

Es  liegen  hier  vier  homogene  Functionen  ^f{x\  ^f\y\ 
if{^)}  \f'{p)  ^^^  ^^^^  Variabein  vor,  welche  für  ein  System 
Werthe  der  Variabein  verschwinden.  Es  verschwindet  also 
nach  Satz  (8)  der  achten  Vorlesung  auch  die  Determinante 
dieser  Functionen,  und  man  hat  die  Bedingungsgleichung: 


I 


(3)   .  .  .  .     A 


^10>  ^lU  ^127  ^13 
^20  >  ^21;  ^21}  ^23 
^30;       ^31;      ^32»       ^33 


0 
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zwischen  den  Coefficienten  in  der  Gleichung  (1)  der  Ober- 
fläche von  der  bezeichneten  Art. 

Es  ist  eine  charakteristische  Eigenschaft  dieser  Oberflächen 
zweiter  Ordnung,  dass  die  Polarebenen  aller  Punkte  des  Raumes 
sämmtlich  durch  den  Mittelpunkt  der  Oberfläche  gehen.  Denn 
die  Gleichungen  der  Polarebenen  aller  Punkte  des  Raumes 
werden  nach  (2)  für  den  Mittelpunkt  erfüllt. 

Um  eine  zweite  Eigenschaft  dieser  Gattung  Oberflächen 
herzuleiten,  bezeichnen  wir  mit  x,  y,  Zy  p  die  Coordinaten 
des  Mittelpunktes ;  mit  Xq,  y^,  Zq,  Pq  die  Coordinaten  eines 
beliebig  auf  der  Oberfläche  gewählten  Punktes  o ,  Die  Coor- 
dinaten X  -f-  Xxq,  y  +  Ay^,  e  -f"  ^^o»  P  +  ^Po  eines  beliebigen 
Punktes  auf  der  Verbindungslinie  beider  genügen  der  Glei- 
chung: 

(4)  .  .  .  f{x  +  Ixq,  y  +  Xy^,  z  +  Xz^,  p  -f  Xp^)  =  0, 

welchen  Werth  auch  der  unbestimmte  Factor  X  habe.  Denn 
entwickelt  man  die  Gleichung  nach  Potenzen  von  A,  so  ver- 
schwindet das  erste  Glied,  weil  der  Mittelpunkt  auf  der  Ober- 
fläche liegt.  Ebenso  verschwindet  das  letzte  Glied  der  Ent- 
wickelung,  weil  der  Punkt  o  auf  der  Oberfläche  liegt.  Es 
verschwindet  endlich  der  Factor  der  ersten  Potenz  von  X: 

(5)  .  .  .    xJXx)  +  y,r(y)  +  eofX")  +P,nPo)  =  0 

auf  Grund  der  Gleichungen  (2).  Die  Verbindungslinie  fällt 
mithin  ihrer  ganzen  Länge  nach  in  die  Oberfläche,  und  die 
ganze  Oberfläche  kann  als  entstanden  gedacht  werden  durch 
Drehung  einer  geraden  Linie  um  den  Mittelpunkt. 

Eine  solche  Oberfläche  nennt  man  einen  Kegel.  Die 
hervorgehobenen  Oberflächen  sind  also  Kegel  zweiter  Ord- 
nung,  und  die  Gleichung  (3)  ist  die  Bedingungsgleichung 
für  den  Kegel  (1).  Er  charakterisirt  sich  dadurch,  dass 
sein  Mittelpunkt,  die  Spitze  des  Kegels,  in  der  Oberfläche 
selbst  liegt. 

Es  bleibt  noch  übrig  nachzuweisen,  dass  auch  jeder 
Kegel  /"=  0  der  zweiten  Ordnung,  der  durch  Drehung  einer 
geraden  Linie  um  seine  Spitze  entstanden  ist,  der  Gleichung 
(3)  genügt.  Zu  diesem  Zwecke  nehmen  wir  an,  dass  x,  y,  z,  p 
die  Coordinaten  der  Spitze  und  Xq^  y^,  Zq,  Pq  die  Coordinaten 
eines  beliebigen  Punktes  o  auf  der  Kegelfläche  seien.   Da  nun 

11* 
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jeder  Punkt  der  Verbindungslinie  dieser  beiden  Punkte  auf 
der  Eegelfläche  liegt,  so  wird  für  jeden  Werth  von  l  der 
Gleichung  (4)  Genüge  geschehen.  Durch  Entwickelung  geht 
die  Gleichung  (4)  über  in  (5).  Dieser  Gleichung  wird  nun 
für  jeden  Punkt  o  des  Kegels  genügt.  Sie  ist  aber,  wenn 
man  den  Punkt  o  als  variabel  betrachtet,  die  Gleichung  einer 
Ebene.  Es  müsste  also  entweder  der  letzteren  Gleichung  für 
jeden  Punkt  o  des  Kegels  genügt  werden  können,  welcher 
auch  ausserhalb  der  Ebene  liegt,  oder  die  Ebene  müsste  ein 
Theil  des  Kegels  sein,  oder  endlich  müsste  der  Gleichung  (5) 
durch  die  Gleichungen  (2)  Genüge  geschehen.  Der  erste  Fall 
ist  als  unstatthaft  zu  verwerfen.  In  dem  zweiten  Falle  wird 
die  Function  f  in  das  Product  von  zwei  linearen  Factoren  zer- 
fallen und  der  Kegel  in  ein  Ebenenpaar.  Dann  genügt  aber 
jeder  Punkt  der  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  den  Glei- 
chungen (2).  Es  bleibt  also  nur  der  dritte  Fall  übrig,  in 
welchem  man  die  Gleichungen  (2)  hat,  aus  welchen  durch 
Elimination  die  Bedingung  (3)  hervorgeht. 

Die  Gleichung  des  Kegels  zweiter  Ordnung  in  Punkt- 
coordinaten  lässt  sich  nicht  so,  wie  die  Gleichungen  aller  übri- 
gen Oberflächen  zweiter  Ordnung,  durch  Ebenencoordinaten 
ausdrücken.  Denn  die  reciproke  Function  JF  von  f  erhält,  da 
nach  (3)  -4  =  0  ist,  nach  (18)  der  zehnten  Vorlesung  einen 

unendlich  grossen  Factor    . .     Lässt  man  diesen  Factor  fort, 

so  stellt  die  Gleichung  A  .  F  =  0  nicht  mehr  den  Kegel  dar, 
sondern  diese  Gleichung  ist  das  Quadrat  der  Gleichung  eines 
Punktes,  nämlich  der  Spitze  des  Kegels.*) 


*)  Der  Beweis  kann  leicht  vermittelst  der,  in  der  Anmerkung  zur 
Seite  89  entwickelten  Formel  creführt  werden.  Nach  derselben  ist 
nämlich,  wenn  die  Partialdeterminante  eines  Elementes  axl  in  der 
beliebig  gegebenen  Determinante  sechsten  Grades  D  =^  £  ±  aooG^  . ,  a^^ 
mit  DmI  bezeichnet  wird: 

Nimmt  man  in  dieser  Relation  axX  =»  axx  für  alle  Werthe  von 
X  und  X  an,  und  führt  für  die  willkürlichen  Elemente  «40,  a«, ,  04,, 
«48»  ^hof  <^biy  <*5i»  öfs  respective  die  Zeichen  ein  Uy  v ,  w ,  r,  u^^ ,  Vq  , 
Wo.  ^0  9  wahrend  man  die  Elemente  a^i^  045  =  O54,  a^j  gleich  Null 
setzt,  so  ergiebt  sich  unter  der  Voraussetzung,  dass  S^l^oo^^u  o«  «ss 
veriichwinde: 
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Es  sei  nun  die  Gleichung  irgend  einer  Oberfläche  zwei- 
ter Ordnung: 

(6)..  .  .  /*=  a^x^  +  2aQ^xy  +  a^^y^  + *  .  .  =  0, 

welche  sich  von  der  Gleichung  des  Kegels  (1)  nur  dadurch 
unterscheiden  soll,  dass  der  Coefficient  «33,  der  dort  durch 
die  Gleichung  (3)  als  Function  der  anderen  Coefficienten  be- 
stimmt ist,  in  dieser  Gleichung  irgend  einen  Werth  habe. 

Die  drei  ersten  Gleichungen  (2)  bestimmen  unter  dieser 
Voraussetzung  die  Spitze  des  Kegels  (1),  wie  den  Mittelpunkt 
der  Oberfläche  (6).  Es  fallen  also  beide  Punkte  in  einen 
zusammen.  Zieht  man  die  Gleichung  des  Kegels  von  der 
Gleichung  der  Oberfläche  ab,  so  erhält  man: 

j,^  =  0, 

die  Gleichung  eines,  in  eine  Ebene  zusammenfallenden  Ebenen- 
paares in  dem  Unendlichen.  Dieses  beweist,  dass  der  Kegel 
die  Oberfläche  in  dem  Unendlichen  ringsum  berührt. 


«00  ^01  «oj  «03  ^ 

ö|f)  «II  «12  «13  « 

fl»  ö«  fl»  ö«3  W? 

«80  «31  «3«  «33  ♦• 

u  V      w  r  0 


«00  «Ol 
[  «10  «II 
I  «W       «M 


a 


30 


a 


31 


tt„ 


Vi, 


«02 

«Ü3 

«*0 

«12 

«13 

t?o 

«22 

«23 

M?o 

— 

«31 

«33 

U 

tt7o 

»•0 

0 

«llO 

«Ol 
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«03 

U 

«10 

«II 
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«13 

V 

«20 

«21 

«22 

«28 

tu 

«30 

«31 

«3) 

«33 

r 

tto 

n 

Wo 

n 

0 

•) 


Die  erste  Determinante  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung,  das 
heisst  —  AF,  ist  daher  das  yollständige  Quadrat  eines  linearen  Aus- 
drucks der  u,  V,  w,  r,  indem  man  für  die  willkürlichen  t«oi  t?»»  Wo*  ^0 
irgend  welche  specielle  Zahlenwerthe ,  etwa  0,  0,  0,  1  beziehungsweise 
setzen  kann;  mit  anderen  Worten,  es  besteht  eine  Identität  der  Form: 

—  AF  =a  [XU  +  yv  +  zw  +  rp)\ 

Ersetzt  man  darin  w,  v,  w,  r  respective  durch  i/^fo^o),  if(yo),  if'i^oX 
\f(Po),  so  geht  die  Determinante,  welche  — AF  darstellt,  über  in 
—  Af{xoy  yQ,  ^0»  Pm)'  Wegen  -4  =  0  verschwindet  also  auch  für  be- 
liebige Xq,  yo,  Zqj  Pq  der  Ausdruck: 

«r(a;o)+ y  r(yo)+«/'W+J'Ai'o)  -  *„  na;) +!/,  Ay) + «0  n«) +1)0  r(i>). 

oder,  was  das  Gleiche,  es  finden  die  Beziehungen  statt: 

Dieselben,  zusammen  mit  der  Darstellung  von  —  AF  als  Quadrat, 
beweisen  die  im  Texte  ausgesprochene  Behauptung. 
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Einen  solchen  Kegel  ^  dessen  Spitze  in  dem  Mittelpunkte 
der  Oberfläche  zweiter  Ordnung  liegt  und  der  die  Oberfläche 
ringsum  berührt,  nennt  man  Asymptoten-Kegel  der  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung.    Daraus  ergiebt  sich  folgende  Regel : 

Aus  der  Gleichung  einer  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  in  homogenen  Punktcoordinaten  erhält 
man  die  Gleichung  des  Asymptoten-Kegels  der 
Oberfläche^  wenn  man  dem  Coefficienten  des,  mit 
dem  «Quadrate  der  letzten  Variable  multiplicirten 
Gliedes  einen  solchen  Werth  beilegt,  dass  die  Ober- 
fläche ein  Kegel  wird. 

Legen  wir  den  Anfangspunkt  eines  parallelen  Coordinaten- 
systems  in  den  Mittelpunkt  der  Oberfläche  (6),  zu  welchem 
Zwecke  die  Substitutionen  (7)  der  vorhergehenden  Vorlesung 
dienen,  wenn  a,  &,  c,  1  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes 
bedeuten,  so  verschwinden,  wie  man  gesehen  hat,  die  drei 
mit  der  ersten  Potenz  von  P  multiplicirten  Glieder  und  das 
mit  dem  Quadrate  von  P  multiplicirte  Glied  wird: 

f{a,  b,c,l)PK 

Im  Falle  die  Oberfläche  ein  Kegel  ist,  verschwindet  auch 
dieses  Glied,  weil  der  Mittelpunkt  des  Kegels  auf  seiner  Ober- 
fläche liegt,  also  f{a,  6,  c,  1)  =  0  ist.  Es  wird  daher  durch 
Verlegung  des  Coordinatenanfangspunktes  in  die  Spitze  des 
Kegels  (1)  die  Gleichung  desselben: 

(7)  .  .  .    f{X,  r,  Z)  =  aooX^  +  «tt  Y^  +  a,,Z^+ 

+  2ai2  YZ+2a^ZX+2a^^XY  =0, 

eine  Gleichung,  welche  aus  der  allgemeinen  Gleichung  (1)  des 
Kegels  zweiter  Ordnung  hervorgeht,  indem  man  ^  =  0  und 
für  Xy  y^  z  respective  setzt  X,  F,  Z. 

Da  man  eine  von  den  6 ,  in  die  Gleichung  (7)'  eingehen- 
den Gonstanten  durch  Division  gleich  der  Einheit  machen 
kann,  so  gehen  in  die  Gleichung  nur  5  willkürliche  Constan- 
ten in  linearer  Weise  ein,  von  welchen  allein  die  Natur  des 
Kegels  abhängt.  Diese  5  Constanten  werden  unzweideutig  durch 
5  Punkte  des  Kegels  bestimmt  sein.  Man  hat  daher  den  Satz, 
auf  welchen  wir  in  der  vierten  Vorlesung  hingewiesen  haben: 


I 

I 
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Durch  beliebige  5^  von  einem  und  demselben 
Punkte  ausgehende  gerade  Linien  lässt  sich  nur 
ein  Kegel  zweiter  Ordnung  hindurchlegen; 

oder  mit  anderen  Worten: 

Der  Kegel  zweiter  Ordnung  ist  durch  5  seiner 
Kanten  unzweideutig  bestimmt. 

Dass  jede,  durch  die  Spitze  des  Kegels  zweiter  Ordnung 
gelegte  Ebene  den  Kegel  nur  in  zwei  geraden  Linien  schnei- 
det, eine  Voraussetzung,  die  wir  ebenfalls  an  der  bezeich- 
neten Stelle  gemacht  haben,  geht  daraus  hervor,  dass  eine 
gerade  Linie  den  Kegel  zweiter  Ordnung,  als  speciellen  Fall 
der  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  nur  in  zwei  Punkten  schneidet. 

Die  Gleichung  der  Polarebene  eines  beliebigen  Punktes 
X,  Y,  Zj  P  rücksichtlich  des  Kegels  (7)  ist,  wenn  man  mit 
Xq,  Yq,  Z^y   "P^  die  variabeln  Coordinaten  bezeichnet: 

(8) X,r(X)  +  Y.fiY)  +  Z,r{Z)  =  0, 

die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  durch  den  Coordinaten- 
anfangspunkt  geht.  Es  geht  mithin  die  Polarebene  eines  be- 
liebigen Punktes  im  Räume  immer  durch  die  Spitze  des  Kegels. 
Eine  Ausnahme  davon  macht  die  Spitze  des  Kegels  selbst. 
Denn  die  Gleichung  (8)  ihrer  Polarebene  wird  illusorisch. 

Da  in  die  Gleichung  (8)  die  Variable  P  gar  nicht  ein- 
geht, so  werden  die  verschiedenen  Punkte  auf  einer  durch 
die  Spitze  des  Kegels  gehenden  geraden  Linie  alle  dieselbe 
Polarebene  haben.  Eine  Ebene,  die  nicht  durch  die  Spitze 
des  Kegels  geht,  hat  keinen  Pol,  weil  die  Polarebenen  aller 
Punkte  des  Raumes  durch  die  Spitze  des  Kegels  gehen.  Man 
wird  daher  zu  Polarebenen  des  Kegels  nur  solche  Ebenen 
wählen  können,  welche  durch  die  Spitze  gehen.  Bezeichnen 
wir  aber  mit  ?7,  F,  TF,  li  die^  Coordinaten  der  Polarebene, 
so  ergeben  sich  hiernach  aus  (8)  folgende  Relationen  zwischen 
den  Coordinaten  des  Poles  und  den  Coordinaten  der  Polarebene 
des  Kegels: 

(9)    ir(X)=?7,     \f\Y)^V,     \f\Z)=^W,    0  =  R. 

Wenn  nun  F(U^  F,  W)  die   reciproke  Function   der 
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Function  /"(X,  Y^  Z)  ist,  so  hat  man  erstens  auf  Grund  der 
Substitutionen  (9): 

(10)  ...'..    F{U,V,  W)^f{X,  Y,  Z), 

und  zweitens  die  Auflösungen  der  linearen  Gleichungen  (9): 

(11)  \F'{U)='X,    ^F\V)=^Y,    i,FXW)^Z,    R  =  0. 

Lässt  man  den  Pol  in  die  Eegelflache  fallen^  so  erhält 
man  aus  (10)  und  (11)  die  Bedingungen  für  die  Tangenten- 
ebenen des  Kegels: 

(12) F{U,V,W)=^Q, 

II  =  0, 

oder  allgemeiner,   wenn  man  mit  .B  irgend   einen   linearen 
homogenen  Ausdruck  der  Ebenencoordinaten  bezeichnet: 

(.o.  F{U,r,W)  +  BB  =  0, 

^    ^ B  =  0. 

Die  erste  von  diesen  Gleichungen  mit  den  10  darin  vor- 
kommenden Coefficienten  stellt  eine  Oberfläche  zweiter  Ord- 
nung in  Ebenencoordinaten  dar,  und  die  letzte  ist  die  Glei- 
chung der  Spitze  des  Kegels.  Setzt  man  daher  in  die  beiden 
Gleichungen  (13)  die  Werthe  von  U,  V,  Wj  B  aus  (8)  der 
dreizehnten  Vorlesung,  um  die  Oberfläche  und  die  Spitze  des 
Kegels  auf  das  ursprüngliche  Coordinatensystem  zu  beziehen, 
so  nehmen  jene  Gleichungen  (13)  die  Form  an: 

/14N  ■F(w,  v,  w^,  r)  =  0, 

^    ^ ^  =  0, 

indem  die  zweite    lineare  Gleichung   die  Spitze   des  Kegels 
darstellt. 

Man  sieht  hieraus,  dass  der  Kegel  zweiter  Ordnung  in 
Ebenencoordinaten  durch  zwei  Gleichungen  ausgedrückt  wird 
und  zwar  als  Tangentenkegel  irgend  einer  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  mit  einer  beliebigen  Spitze.  Hiemach  ist  man  zu 
dem  Schlüsse  berechtiget: 

Der  Tangentenkegel  einer  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  ist  selbst  eine  Oberfläche  zweiter  Ord- 
nung. 


^..'i 
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Da  in  die  Gleichungen  des  Kegels  (12)  in  Ebenen- 
coordinaten  mit  gegebener  Spitze  im  Goordinatenanfangs- 
punkte  nur  die  Verhältnisse  von  6  Constanten  in  linearer 
Weise  eingehen^  so  hat  man  den  Satz: 

Der  Eegel  zweiter  Ordnung  ist  durch  5  seiner 
Tangentenebenen  unzweideutig  bestimmt^  und  jede 
öEbenen^  welche  durch  einen  und  denselben  Punkt 
gehen,  lassen  sich  als  5  Tangentenebenen  eines 
unzweideutig  bestimmten  Kegels  zweiter  Ordnung 
betrachten. 

Bezeichnen  wir  mit  X,  Y,  Z  die  Coordinaten  irgend 
eines  Punktes  der,  in  der  Spitze  des  Kegels  (12)  auf  der  Tan- 
gentenebene (f7,  Vy  W,  R)  errichteten  Normale,  so  hat  man: 

U=kX,    F=Ar,    w=xz. 

Setzt  man  diese  Werthe  in  (12),  so  erhält  man: 

(15) i^(X,  Y,  Z)  =  0, 

die  Gleichung  eines  neuen  Kegels  zweiter  Ordnung,   welcher 
beschrieben  wird  von  den,  in  der  Spitze  des  Kegels  (12)  auf 
den  Tangentenebenen  desselben  errichteten  Normalen. 
Ebenso  lässt  sich  aus  (7)  nachweisen,  dass: 

„6^  au,v,w)  =  o, 

die  Gleichungen  des  Kegels  sind  in  Ebenencoordinaten, 
welcher  von  den,  durch  die  Spitze  des  Kegels  (7)  gelegten 
Ebenen,  die  auf  den  Kanten  dieses  Kegels  senkrecht  stehen, 
berührt  wird. 

Diese  Bemerkungen  drücken  wir  als  reciproke  Sätze  aus, 
von  welchen  in  Uebertragung  auf  die  Kugeloberfläche  in  der 
vierten  Vorlesung  bereits  Erwähnung  gethan  worden  ist: 

Wenn  eine  Ebene  sich  Wenn  eine  geradeLinie 
als  Tangentenebene  um  durch  Drehung  um  einen 
einen  Kegel  zweiter  Ord-  Punkt  in  ihr  einen  Ke- 
nung  herumbewegt,  so  gel  zwiäiter  Ordnung  be- 
beschreibt   die,     in    der  schreibt,  so  berührt   die 
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Spitze  des  Kegels  auf  der  Ebene^  welche  in  dem 
Ebene  errichteteNormale  Drehungspunkte  auf  der 
wieder  einen  Kegel  zwei-  geraden  Linie  senkrecht 
ter  Ordnung.  steht;  wieder  einen  Kegel 

zweiter  Ordnung. 

Um  den  Tangentenkcgel  einer  gegebenen  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  auch  durch  Punktcoordinaten  auszudrücken^ 
stellen  wir  folgende  Betrachtungen  an: 

Man  weiss,  wenn  /*=  0  und  9?  =  0  die  Gleichungen  zweier 
gegebenen  Oberflächen  zweiter  Ordnung  sind,  dass  die  Glei- 
chung : 

jede  Oberfläche  zweiter  Ordnung  darstellt,  welche  durch  die 
Schnittcurve  der  gegebenen  Oberflächen  hindurchgeht.  Ist  g> 
das  Product  zweier  linearer  Ausdrücke  Uq,  Z7j  ,  so  ist  die 
zweite  gegebene  Oberfläche  ein  Ebenenpaar  Üq  =  0,  I7j  =  0. 

Diese  Ebenen  stellen  wir  dar  als  die  Polarebenen  zweier 
Punkte  (Xq,  j/q,  ^q,  p^),  (a;, ,  y, ,  ;er,,  p^)  rücksichtlich  der 
ersten  gegebenen  Oberfläche,  indem  wir  setzen: 

(17)  ^«  ""  ^^^^«^  +  ^^'^*^«^  +  ^^^^«^  +  PfiPo), 

^    ^  •  •  •   17,  =  xnx,)  +  yny,)  +  zflz,)  +  pfip,). 

Hiernach  ist: 
(18) /•+Af/oZ7,  =  0 

mit  dem  willkürlichen  Factor  X  der  analytische  Ausdruck  für 
alle  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  welche  durch  die  Schnitt- 
curven  der  Ebenen  Z/q  =  0 ,  ?/,  =  0  und  der  Oberfläche  zwei- 
ter Ordnung  f=0  hindurchgehen. 

Damit  die  Oberfläche  (18)  aber  vollständig  bestimmt 
werde,  muss  noch  ein  Punkt  in  ihr  gegeben  sein,  der  im 
Räume  willkürlich  gewählt  werden  kann.  Wählt  man  den 
Pol  der  Ebene  I/q  =  0,  so  ergiebt  sich  der  diesem  Punkte 
entsprechende  Werth  von  A  aus  (18),  wenn  man  für  die  Varia- 
bein in  jener  Gleichung  die  Coordinaten  des  Punktes  setzt. 
Setzt  man  nun  den  so  bestimmten  Werth  von  A  wieder  in 
die  Gleichung  (18),  so  erhält  man  die  Gleichung: 


t 

l 

{ 


•v-»4 


Criterium  des  Kegels  2.  0.    Tangentenkegel  der  Oberfläche  2.  0.    171 

(19)  2 fix,  y,g,p)  {«,n«,) +yor(!/i) +^or(«i)+i>oAi'.)} 

-  {^  r(^o)-\-y  ny,)+e  rK)+i»  r(i>o)} 

der  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  welche  durch  den  Schnitt 
des  Ebenenpaares  I/o  =  0,  CTj  =  0  mit  der  gegebenen  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  f=0  und  zugleich  durch  den  Pol  der 
ersten  Ebene  hindurchgeht.  Die  Bemerkung ,  dass  die  Glei- 
chung (19)  ungeändert  bleibt,  wenn  man  die  Indices  0  und  1 
mit  einander  vertauscht,  geometrisch  gedeutet,  giebt  den  Satz: 

Wenn  man  durch  den  Schnitt  zweier  Ebenen 
mit  einer  gegebenen  Oberfläche  zweiter  Ordnung 
eine  andere  Oberfläche  zweiter  Ordnung  hindurch- 
legt, welche  durch  den  Pol  einer  jener  Ebenen 
geht,  so  geht  diese  Oberfläche  auch  durch  den  Pol 
der  anderen  Ebene. 

Fallen  die  beiden  Ebenen  in  eine  zusammen  und  damit 
auch  ihre  Pole  in  einen  und  denselben  Punkt,  so  erhält  man 
eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung: 

(20)  ...  .    Af{x,  y,  0,  p)  .  f{xQ,  yo;  ^oi  Po) 

welche  die  gegebene  Oberfläche  zweiter  Ordnung  /'  =  0  in 
der  durch  die  Ebene  JJ^  =  0  hervorgebrachten  Schnittcurve 
berührt.  Dass  diese  Oberfläche  zweiter  Ordnung  aber  ein 
Kegel  ist,  ersieht  man  daraus,  dass  die  vier  partiellen  Dif- 
ferentialquotienten des  linken  Theiles  der  Gleichung  (20),  nach 
denVariabeln  genommen,  verschwinden,  wenn  man  in  ihnen 
für  die  Variabein  die  Coordinaten  Xq,  j/q,  ^q;  Po  ^^^  Poles 
jener  Ebene  setzt.  Dieser  Pol  ist  folglich  die  Spitze  des 
Kegels  zweiter  Ordnung. 

Die  Gleichung  (20)  stellt  also  den  Tangentenkegel  dar, 
welcher  von  einem  beliebigen  Punkte  {Xq,  j/q,  js^o;  JPo)  ^'^  Spitze 
an  die  Oberfläche  zweiter  Ordnung  f=0  gelegt  ist.  Seine 
Basis  ist  die  Schnittcurve  der  gegebenen  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  f=0  und  einer  beliebigen  Ebene  Uq  =  0.  Be- 
zeichnet man   daher   mit   dem    Namen   Kegelschnitt    die 
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Schnittcurve  einer  Ebene  und  eines  Kegels  zweiter  Ordnung, 
so  hat  man  den  Satz: 

Alle  Ebenen  schneiden  eine  gegebene  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  in  Kegelschnitten. 

Denn  die  Schnittcurve  einer  Ebene  und  einer  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  liegt  auf  dem  Tangentenkegel;  der  von  dem 
Pole  der  Ebene  an  die  Oberfläche  gelegt  ist. 

Der  Kegelschnitt  wurde  im  Vorhergehenden  definirt  als 
die  Schnittcurve  eines  Kegels  zweiter  Ordnung  und  einer 
Ebene.  Da  nun  nach  einem  vorangegangenen  Satze  der 
Kegel  durch  5  seiner  Kanten  unzweideutig  bestimmt  ist,  so 
folgt  daraus: 

Der  Kegelschnitt  ist  durch  5  Punkte  auf  ihm 
unzweideutig  bestimmt. 

Fällt  die  Spitze  des  Tangentenkegels  in  die  gegebene 
Oberfläche,  so  verschwindet  das  erste  Glied  der  Gleichung  (20), 
und  der  übrige  Theil  der  Gleichung  stellt  die  Tangentenebene 
der  gegebenen  Oberfläche  /*=()  dar. 

um  einen  anderen  speciellen  Fall  des  Tangentenkegels 
hervorzuheben,  stellen  wir  die  Gleichung  (20)  desselben  so 
dar: 

'^fk  y,  e,  p)  {xof\x,)  +  y.riVo)  +  -^nrK)  +  l'«r(2'o)} 

-  {X  fix,) +yf{jf^)+z  f'{z,) +pr{po)y  =  0  • 

Fällt  die  Spitze  dieses  Tangentenkegels  in  den  Mittelpunkt 
der  Oberfläche  zweiter  Ordnung  /'=  0,  so  hat  man  f{x^  =  0, 
/  (yo)  =  0,  f{z^  =  0,  wodurch  die  Gleichung  sich  also  ver- 
einfacht: 

(21) f(.x,y,z,p)-  qpA.p^^o. 

Dieses  ist  aber  die  Gleichung  des  Asymptotenkegels.  Denn 
es  ist  der  Coefficient  des  Quadrates  der  letzten  Variable  in 
der  homogenen  Gleichung  /"  =  0  der  gegebenen  Oberfläche 
so  bestimmt,  dass  die  Oberfläche  ein  Kegel  wird. 


IT- 
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Fünfzehnte  Vorlesung. 

Criterium  der  Grenzfläche  zweiter  Ordnung. 
Die  Schnittcurve  einer  Ebene  und  einer  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  als  Grenzfläche  zweiter 

Ordnung  aufgefasst. 


Wenn  es  unter  den,  durch  ihre  Gleichungen  in  Punkt- 
coordinaien  gegebenen  Oberflächen  zweiter  Ordnung  solche 
giebt,  welche  sich  analytisch  nicht  durch  eine  Gleichung 
in  Ebenencoordinaten  darstellen  lassen,  die  Kegel,  so  muss 
die  Reciprocität  unserer  Betrachtungsweise  nothwendig  auf 
analytische  Ausdrücke  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung  in 
Ebenencoordinaten  führen,  welche  sich  in  Punktcoordinaten 
eben  so  wenig  durch  eine  Gleichung  darstellen  lassen.  Diese 
Gattung  von  Oberflächen  zweiter  Ordnung  wird  den  Gegen- 
stand der  gegenwärtigen  Vorlesung  bilden. 

Wir  werden  Grenzfläche  der  zweiten  Ordnung 
diejenige  Oberfläche  zweiter  Ordnung  nennen,  in  Rücksicht 
auf  welche  die  Pole  aller  Ebenen  im  Räume  auf  einer  und 
derselben  Ebene  liegen. 

Es  sei: 

(1)  .  .  .    F=e,,u'  +  2e,,uv  +  e,,v''  + =  0 

die  Gleichung  einer  Grenzfläche  in  Ebenencoordinaten.  Be- 
zeichnet man  mit  w^,  v^,  w^y  r^  die  variabeln  Coordinaten 
irgend  einer  Ebene  im  Räume  und  mit  w,  v,  w;,  r  die  Coor- 
dinaten einer  gegebenen  Ebene,  so  ist  die  Gleichung  des  Poles 
der  letzteren  Ebene: 

(2)  .  . .    «oJF'(«)  +  %F'{v)  +  w,F\w)  +  uF\r)  =  0. 

Soll  dieser  Pol  aber  für  alle,  durch  ihre  Coordinaten 
Wo,  Vq,  t{?Q,  Tq  gegebenen  Ebenen  in  einer  und  derselben  Ebene 
liegen,  so  müssen  bestimmte  Werthe  von  Uj  v,  w,  r  dieser 
Gleichung  genügen  unabhängig  von  den  Werthen  der  Coor- 
dinaten w^i  ^o>  ^^^0  7  ^0  7  ^^  heisst,  es  müssen  diese  Werthe 
den  vier  Gleichungen  genügen: 

(3)  .  .  .     F\u)  =  0,     F\v)  =  0,     F\w)  =  0;    F'{r)  =  0. 


Fünfzehnte  Vorlesung. 

}  vier  Gleichungen  mit  den  vier  Unbekannten  u,  v, 
I  also  die  Bedingungen   för  die  Grenzfläche  zweiter 

(!)■ 

inirt  man  aus  ihnen  die  Unbekannten  u,  v,  w,  r,  bo 
in  die  Bedingung^leicbung  zwischen  den  Coefficien- 
r  Gleichung  (1)  der  Grenzfläche  zweiter  Ordnung: 


^30  ?      ^t  J 


*33 


die  Grenzfläche  in  Punktcoordinaten  f^  0  sich  nicht 
se  eine  Gleichung  darstellen  läaat,  ist  daraus  ersicht- 
I  analog  (18)  der  zehnten  Vorlesung: 


«IS. 


die  Function  /*,  welche  gleich  0  gesetzt  die  Gleichung 
zfläche  in  Punbtcoordinaten  sein  würde,  den  Factor 
nit  sich  fahrt. 

die  Ebene  anbelangt,  in  welcher  die  Pole  aller 
les  Raumes  liegen,  so  werden  die  Coordinaten  der- 
iirch  die  Gleichungen  (3)  unzweideutig  bestimmt, 
den    diese  Ebene   die   Ebene    der  Grenzfläche 

Ordnung  nennen. 

lie  Pole  aller  Ebenen  des  Raumes  in  ihr  liegen,  so 
ch  die  BerUhxungapnnkte  der  Taugentenebenen  der 
he  in  ihr.  Die  Berührungspunkte  der  Tangenten- 
:nd  aber  Punkte  der  Grenzfläche.  E^  liegt  daher  die 
he  ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach  in  der  Ebene  der 
he. 

eine  neue  Eigenschaft  der  Grerizfläche  zu  entdecken, 
;ende  Betrachtung.  Es  seien  u,  v,  w,  r  die  Coordi- 
r  Ebene   der  Grenzfläche   und  «n,  %,  Wa,  fa   die 
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Coordinaten  irgend  einer  Tangentenebene  der  GrenzAüche. 
Abdann  sind  u-\-  lu^,  v-\-  Iv^,  u>  -\-  Iw^,  r-^-  ir^  die  Coor- 
dinaten irgend  einer  Ebene,  welche  durcli  die  gerade  Linie 
geht,  in  der  sich  die  erstgenannten  Ebenen  schneiden.  Diese 
Coordinaten  genügen  der  Gleichung  (1): 

(6)  .  .  .  F{u  +  ;t«g,  V  +  Iv^,  w  +  /Wo,  r  +  kr^)  =  0. 
Denn  entwickelt  man  dieselben  nach  Potenzen  Ton  k,  so 
Tersehwindet  das  erste  und  letzte  Glied,  weil  sowohl  die 
Coordinaten  der  Ebene  der  Grenzfläche,  als  die  Coordiiiat«n 
der  Tangentenebene,  auf  Grund  von  (3),  der  Gleichung  (1) 
genügen.  Es  verschwindet  aber  auch  das  mit  der  ersten 
Potenz  von  A  multiplicirte  Glied: 

(7)  .  .  .  u^F'iu)  +  v^F\v)  +  w^i^Cw)  +  r^Fir)  =  0 
auf  Grund  der  Gleichungen  (3). 

Hiemach  ist  jede  Ebene  Tangentenebene  der  Grenzfläche, 
welche  durch  die  gerade  Linie  geht,  in  der  sich  die  Ebene 
der  GrenzBäcIie  und  irgend  eine  Tangentenebene  derselben 
schneiden.  Umgekehrt  wird  man  auch  na^h  Analogie  der 
correspondirenden  Stelle  in  der  vorbeigehenden  Vorlesung 
leicht  beweisen  können,  dass,  wenn  jede  Ebene,  die,  durch 
die  Scbuittlime  einer  festen  Ebene  und  einer  beliebigen  Tan- 
gentenebene einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  gelegt,  wieder 
eine  Tangentenebene  derselben  Ordnung  ist,  die  Oberfläche 
eine  Grenzfläche  sein  muss. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  (1)  der  Grenzfläche  r  =  0, 
so  erhält  man: 

(8) F{u,  «,  «,  0)  =  0, 

die  Gleichung  des  Tangentenkegeb  der  Grenzfläche,  dessen 
Spitze  in  dem  Coordinatenanfangspunkte  liegt. 

Da  dieser  Kegel  zweiter  Ordnung  die  Grenzfläche  ringsum 
einhflllt,  die  Grenzfläche  selbst  aber  ihrer  ganzen  Ausdehnung 
nach  in  die  Ebene  der  Grenzfläche  fällt  so  sieht  man,  dass 
die  Grenzfläche  von  dem  Kegelschnitt  begrenzt  wird,  in  wel- 
chem sich  der  bezeichnete  Tangentenkegel  und  die  Ebene 
der  Grenzfläche  schneiden. 

Diesen,  die  Grenzfläche  begrenzenden  Kegelschnitt  kann 
inan  für   die  Grenzfläche   selbst  nehmen,   wenn  es  sich  um 
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Schnittcurve  einer  Ebene  und  eines  Kegels  zweiter  Ordnung, 
so  hat  man  den  Satz: 

Alle  Ebenen  schneiden  eine  gegebene  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  in  Kegelschnitten. 

Denn  die  Schnittcurve  einer  Ebene  und  einer  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  liegt  auf  dem  Tangentenkegel,  der  von  dem 
Pole  der  Ebene  an  die  Oberfläche  gelegt  ist. 

Der  Kegelschnitt  wurde  im  Vorhergehenden  definirt  als 
die  Schnittcurve  eines  Kegels  zweiter  Ordnung  und  einer 
Ebene.  Da  nun  nach  einem  vorangegangenen  Satze  der 
Kegel  durch  5  seiner  Kanten  unzweideutig  bestimmt  ist,  so 
folgt  daraus: 

* 

Der  Kegelschnitt  ist  durch  5  Punkte  auf  ihm 
unzweideutig  bestimmt. 

Fällt  die  Spitze  des  Tangentenkegels  in  die  gegebene 
Oberfläche,  so  verschwindet  das  erste  Glied  der  Gleichung  (20), 
und  der  librige  Theil  der  Gleichung  stellt  die  Tangentenebene 
der  gegebenen  Oberfläche  f=0  dar. 

Um  einen  anderen  speciellen  Fall  des  Tangentenkegels 
hervorzuheben,  stellen  wir  die  Gleichung  (20)  desselben  so 
dar: 

mx,  y,  z,  p)  {:r,f\x,)  +  yo/'Xyo)  +  ^n/X'»,.)  +1>o/'(2'd)} 

-  {*  n^o) + y  r(y») + ^  r  w +pnpo)y  =  o . 

Fällt  die  Spitze  dieses  Tangentenkegels  in  den  Mittelpunkt 
der  Oberfläche  zweiter  Ordnung  /*=  0,  so  hat  man  fix^)  ==  0, 
fitfo)  =  0,  n^o)  =  ^^;  wodurch  die  Gleichung  sich  also  ver- 
einfacht: 

(21) nx,y,g,p-)-  nsA.p2^o. 

Dieses  ist  aber  die  Gleichung  des  Asymptotenkegels.  Denn 
es  ist  der  Coefficient  des  Quadrates  der  letzten  Variable  in 
der  homogenen  Gleichung  f  =0  der  gegebenen  Oberfläche 
so  bestimmt,  dass  die  Oberfläche  ein  Kegel  wird. 


i 
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Criterium  der  Grenzfläche  zweiter  Ordnung. 
Die  Schnittcurve  einer  Ebene  und  einer  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  als  Grenzfläche  zweiter 

Ordnung  aufgefasst. 


Wenn  es  unter  den,  durch  ihre  Gleichungen  in  Punkt- 
coordinaten  gegebenen  Oberflächen  zweiter  Ordnung  solche 
giebt,  welche  sich  analytisch  nicht  durch  eine  Gleichung 
in  Ebenencoordinaten  darstellen  lassen,  die  Kegel,  so  muss 
die  Reciprocitat  unserer  Betrachtungsweise  nothwendig  auf 
analytische  Ausdrücke  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung  in 
Ebenencoordinaten  führen,  welche  sich  in  Punktcoordinaten 
eben  so  wenig  durch  eine  Gleichung  darstellen  lassen.  Diese 
Gattung  von  Oberflächen  zweiter  Ordnung  wird  den  Gegen- 
stand der  gegenwärtigen  Vorlesung  bilden. 

Wir  werden  Grenzfläche  der  zweiten  Ordnung 
diejenige  Oberfläche  zweiter  Ordnung  nennen,  in  Rücksicht 
auf  welche  die  Pole  aller  Ebenen  im  Räume  auf  einer  und 
derselben  Ebene  liegen. 

Es  sei: 

(1)  .  .  .    F=  e.oW'  ^2e,^uv  +  e,^v^'  + «=  0 

die  Gleichung  einer  Grenzfläche  in  Ebenencoordinaten.  Be- 
zeichnet man  mit  u^^  Vq,  Wq,  Tq  die  variabeln  Coordinaten 
irgend  einer  Ebene  im  Räume  und  mit  u,  v,  w,  r  die  Coor- 
dinaten einer  gegebenen  Ebene,  so  ist  die  Gleichung  des  Poles 
der  letzteren  Ebene: 

(2)  .  .  .    u,F\u)  +  v.FXv)  +  w,F\w)  +  r,F\r)  =  0. 

Soll  dieser  Pol  aber  für  alle,  durch  ihre  Coordinaten 
t«Q,  Vq,  tv^y  Tq  gegebenen  Ebenen  in  einer  und  derselben  Ebene 
liegen,  so  müssen  bestimmte  Werthe  von  u,  Vy  w,  r  dieser 
Gleichung  genügen  unabhängig  von  den  Werthen  der  Coor- 
dinaten t^Q,  Vq,  tv^y  r^y  das  heisst,  es  müssen  diese  Werthe 
den  vier  Gleichungen  genügen: 

(3)..,     F\u)  =  0y    FXv)  =  Oy    F\tv)  =  0;    J"(r)  =  0. 
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rührt;  und  welche  zugleich  yon  der  Polarebene  des  Punktes 
Fo  =  0  berührt  wird. 

Der  umstand,  da^s  die  Gleichung  (11)  ungeändert  bleibt, 
wenn  man  die  Indices  0  und  1  mit  einander  vertauscht,  geo- 
metrisch gedeutet^  giebt  den  zu  dem  drittletzten  Satze  der 
vorhergehenden  Vorlesung  reciproken  Satz : 

Jede  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  welche  zwei 
Tangentenkegel  einer  gegebenen  Oberfläche  zwei- 
ter Ordnung  ringsum  berührt,  wird  von  den  Polar- 
ebenen der  Spitzen  beider  Kegel  berührt,  wenn  eine 
von  diesen  Polarebenen  die  Oberfläche  berührt. 

Fallen  die  beiden  Punkte  Fq  =  0  und  F,  =  0  in  einen 
zusammen,  so  erhält  man  aus  (11)  die  Gleichung: 

(12)    ....    4F(m,  V,  Wy  r)  .  F(Uq^  v^y  w^^  r^ 

-  {^F\u,)  +  vF\v,)  +  wF\w,)  +  rF\r,)Y  =  0 

einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  von  welcher  man  weiss, 
dass  sie  die  Polarebene  des  Punktes  Fq  =  0  berührt,  dass 
sie  femer  den  aus  diesem  Punkte  an  die  Oberfläche  i^  s»  0 
gelegten  Tangentenkegel  ringsum  berührt;  aber  dieses  reicht 
nicht  aus,  die  Oberfläche  (12)  vollständig  zu  definiren.  Sie 
wird  erst  dadurch  bestimmt,  dass  man  nachweist,  dass  sie 
überdies  eine  Grenzfläche  zweiter  Ordnung  ist,  und  dass  die 
Ebene  derselben  die  Polarebene  des  Punktes  F©  =  0  ist.  Die- 
ser Nachweis  wird  darin  gefunden,  dass  man  sieht,  wie  die 
partiellen  Differentialquotienten  des  linken  Theiles  der  Glei- 
chung (12),  nach  den  Variabeln  genommen,  für  die  Werthe 
Uq;  t?o,  Wqj  r^  dieser  Variabein  verschwinden.  Denn  dieses 
ist  nach  (3)  das  Criterium  der  Grenzfläche. 

Hiemach  ist  die  Polarebene  des  Punktes  Fg  «=  0,  rück- 
sichtlich der  gegebenen  Oberfläche  F=0,  die  Ebene  der 
Grenzfläche  (12),  welche  begrenzt  wird  durch  den  Tangenten- 
kegel, der  von  dem  Punkte  Fq  =  0  als  Spitze  an  die  Ober- 
fläche jP  s=  0  gelegt  ist,  oder  welche  begrenzt  wird  durch 
den  Kegelschnitt,  in  dem  die  Polarebene  des  Punktes  V^  =  0 
die  Oberfläche  F  =0  schneidet. 

Nimmt  man  diesen,  die  Grenzfläche  (12)  b^enzenden 
Kegelschnitt,  für  die  Grenzfläche  selbst,  indem  man  nur  die 


J 
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Tangentenebenen  des  Kegelschnittes  ins  Auge  fasst^  so  kann 
man  auch  sagen  ^  dass  die  Gleichung  (12)  den  Kegelschnitt 
darstelle,  in  welchem  die  Polarebene  des  Punktes  Vq  =  0  die 
Oberfläche  JP  =  0  schneidet. 

Wofern  man  den  Ausdruck  F{u,  v,w,r)  als  reciproke 
Function  der  Function: 

fi^7  Vj  ^;1>)  =  «00^^  +  2aoi^y  +  «uy^  +  •  •  • 

gegeben  denkt;  gestattet  die  Gleichung  (12)  eine  elegante 
Darstellung  in  Determinantenform. 

Die  Grenzfläche  (12)  wird  nämlich  von  einer  beliebigen 
ihrer  Tangentenebenen  (m,  v,  w,  r)  in  einem  Punkte  (x,  y,  jet,  p) 
berührt,  dessen  Tangentenebene  an  die  Fläche  JF  =  0  Co- 
ordinaten  der  Form  A^Wq  +  ^**>  ^o^u  +  ^^f  ^o^o  +  ^^y 
^0^0  +  ^^  besitzt.  Nach  den  Gleichungen  (9)  der  zehnten 
Vorlesung  bestehen  nun  die  Eelationen: 

Fügt  man  denselben  noch  die  zwei  weiteren  hinzu: 

Wo^  +  ^oy  +  w^o^  +  ^oJP  =  0, 
uX'^vy-\-wz-\-rp=Oj 

so  hat  man  ein  System  von  sechs  Gleichungen,  aus  welchem 
durch  Elimination  der  sechs  Unbekannten  rc,  y,  jbt,  p,  —  Aq, 
—  A  die  erwähnte  neue  Darstellung  von  (12)  folgt: 


(13) 
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Wird  die  Fläche  F=0  von  der  Ebene  {uq,  Vq,  Wq,  r^) 
berührt,  so  repräsentirt  die  Relation  (13),  zweiten  Grades  in 
den  veränderlichen  Ebenencoordinaten  u,v,w,  r,  das  Quadrat 
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der  Gleichung  des  Berührungspunktes ,  wie  der  Hinblick  auf 
(12)  zeigt. 

Es  hat  diese  Vorlesung  auf  einen  neuen  analytischen  Aus- 
druck eines  y  beliebig  im  Räume  gegebenen  Kegelschnittes 
geführt.  Wenn  man  nun  erwägt ^  wie  jeder  andere  analy- 
tische Ausdruck  eines  geometrischen  Gebildes  seine  ihm  eigen- 
thümlichen  Hülfsmittel  zur  Erforschung  der  Figur  in  sich 
trägt;  so  wird  man  nicht  anstehen ^  der  neuen  Darstellung 
des  Kegelschnittes  im  Räume  durch  eine  einzige*)  Gleichung 
gewisse  Yortheile  vorauszusagen.  Worin  diese  bestehen,  kann 
man  nur  dadurch  erfahren,  dass  man,  von  der  neuen  Form 
der  Gleichung  des  Kegelschnittes  im  Räume  ausgehend,  be- 
kannte Sätze  von  den  Kegelschnitten  zu  beweisen  oder  sonst 
bekannte  Aufgaben  zu  lösen  unternimmt.  Der  Vergleich  der 
Auflösungen  wird  dann  lehren,  welche  Principien  und  in  wel- 
chen Fällen  sie  den  Vorzug  verdienen.  Jedenfalls  eröffiiet 
sich  hier  eine  reiche  Quelle  interessanter  Aufgaben. 


*)  Gewöhnlich  stellt  man  einen  Kegelschnitt  im  Banme  dar  als  die 
Schnittcorve  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  f^»Q  und  einer  Ebene 
J.  SB  0.  Die  erste  Gleichung  führt  9  Constanten  mit  sich,  die  andere  3. 
Diese  12  Constanten  lassen  sich  aber  auf  8  zurückführen.  Denn,  multi- 
plicirt  man  die  zweite  Gleichung  mit  einem  linearen  Factor,  der  4 
willkürliche  Constanten  mit  sich  führt,  und  addirt  sie  zu  der  Gleichung 
der  Oberfläche,  so  erhält  man  an  Stelle  der  Gleichung  der  Oberfläche 
eine  neue  Gleichung,  in  welcher  durch  die  Willkürlichkeit  der  4  ein- 
geführten Constanten  sich  eine  gleiche  Zahl  von  Constanten  vernichten 
lässt.  Für  die  gegebene  Oberfläche  kann  man  auf  diese  Weise  einen 
Kegel  zweiter  Ordnung  substituireu  ^  dessen  Spitze  im  Coordinaten- 
anfangspunkt  liegt.  Durch  eine  geringere  Zahl  von  Constanten  lässt 
sich  analytisch  ein  Kegelschnitt  im  Baume  nicht  ausdrücken. 

Die  gleiche  Zahl  von  Constanten  hat  aber  auch  die  Kegelschnitt- 
Gleichung  (1),  da  zwischen  deren  Coefficienten  die  Bedingungsgleichung 
(4)  stattfindet  I 


i 


» 


r 
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Kegel  zweiter  Ordnung,   welche   durch  die 
Schnittcurve     zweier    Oberflächen     zweiter 

Ordnung  hindurchgehen. 


Durch  die  Schnittcurve  zweier,    durch  ihre  Gleichungen 
in  homogenen  Punktcoordinaten : 


•  •  • 


(1) 

9  =  h^x^  +  2&0,  a:«/  +  6i,y2  + =  0 

gegebenen  Oberflächen  zweiter  Ordnung  lassen  sich  unendlich 
viele  Oberflächen  zweiter  Ordnung  hindurchlegen,  welche  alle 
durch  die  eine  Gleichung  mit  dem  willkürlichen  Factor  k 
ausgedrückt  werden: 

(2) f+Xq>  =  Q. 

Da  die  Goefficienten  in  dieser  Gleichung  nach  der  vier- 
zehnten Vorlesung  nur  eine  Bedingungsgleichung  zu  erfül- 
len haben,  wenn  die  Oberfläche  (2)  ein  Kegel  sein  soll,  so 
wird  der  willkürliche  Factor  A  sich  immer  so  bestimmen  las- 
sen, dass  der  Bedingungsgleichung  genügt  wird.  Es  wird  also 
immer  ein  Kegel  zweiter  Ordnung  durch  die  Schnittcurve 
zweier  Oberflächen  zweiter  Ordnung  gelegt  werden  können. 
Dieses  trifft  auch  zu,  wenn  die  zweite  gegebene  Oberfläche 
qp  s=  0  ein  Ebenenpaar  ist,  in  welchem  Falle  die  Schnittcurve 
der  beiden  gegebenen  Oberflächen  in  zwei  ebene  Curven  der 
Oberfläche  /"  =  0  zerfällt.  Man  wird  darin  einen  neuen  Be- 
weis des  Satzes  erblicken,  dass  eine  Oberfläche  zweiter  Ord- 
nung durch  jede  Ebene  in  einem  Kegelschnitte  geschnitten 
wird,  das  heisst,  in  einer  Curve,  welche  auf  einem  Kegel 
zweiter  Ordnung  liegt. 

Um  die  Anzahl  der  Kegel  zweiter  Ordnung  zu  ermitteln, 
welche  durch  die  Schnittcurve  der  beiden  Oberflächen  (1)  hin- 
durchgehen, muss  man  die  erwähnte  Bedingungsgleichung 
selbst  aufstellen.  Zu  diesem  Zwecke  nehmen  wir  an,  Xy  y,  z^  p 
seien  die  Coordinaten  der  Spitze  des  Kegels  (2).  Alsdann  hat 
man  nach  (2)  der  vierzehnten  Vorlesung: 


(4)  .  .  .   ^  = 
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^  ^ rw  +  Wi.1) = 0, 

woraus  man  durch  Elimination  der  Coordinaten  die  gesuchte 
Bedingungsgleichung  erhält: 

»10  +  ^^107    ^W  +  ^^U »13  +  ^^13    ■  ^  0 

»20    I    ^^20;  »21  "r  ^^21 ;  •  •  •  •  »23    i    ^^23 

»30  "1     ^^30?    »31  ~r  ^^31?  •  •  •  •  »33    I     ^^33 

Es  ist  dieses  eine  in  k  biquadratische  Gleichung;  und 
jeder  Wurzel  derselben  entspricht  ein  Kegel.  Daher  hat  man 
den  Satz: 

Durch  die  Schnittcurve  zweier  Oberflächen 
zweiter  Ordnung  lassen  sich  vier  Kegel  zweiter 
Ordnung  hindurchlegen. 

Bezeichnet  man  mit  k^y  Aj,  X^^  ^3  ^^^  vier  Wurzeln  der 
Gleichung  (4),  mit  0,  1,  2,  3  die  Spitzen  der  vier  Kegel, 
und  durch  Beifügung  der  Indices  0^  1,  2,  3  an  dieVariabeln 
respective  die  Coordinaten  der  vier  Kegelspitzen ,  so  erhält 
man  aus  (3)  die  vier  Systeme  Gleichungen: 


(4) 


fix,)  +  K  9X0 = 0,  nx{) + A,  9'(«i)  ==  0, 

r(yo)  +  *o  9'(yo)  =  0,  r(y,)  +  a,  ^W  =  0, 


•    •    . 


aus  welchen  sich ,  wenn  man  die  Wurzeln  A  der  biquadrati- 
schen Gleichung  ^  =  0  als  bekannt  voraussetzt  ^  die  Coordi- 
naten der  vier  Kegelspitzen  durch  Auflösung  von  linearen 
Gleichungen  ergeben. 

Um  aus  diesen  Gleichungen  andere  ^  zur  geometrischen 
Interpretation  geeignete  Gleichungen  abzuleiten  ^  multipliciren 
wir  das  erste  System  Gleichungen  respective  mit  x^,  y^,  ^vP\ 
und  componiren  durch  Addition  derselben  eine  neue  Gleichung. 
Ebenso   multipliciren    wir    das    zweite   System    Gleichungen 
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respective  mit  Xq,  y^,  0q,  Pq  und  addiren.  Die  auf  diese  Weise 
erhaltene  Gleichung  ziehen  wir  von  der  ersteren  ab  und  er- 
halten: 

Da  nun  der  erste  Factor  nicht  verschwinden  kann^  weil 
Aq  und  A]  verschiedene  Wurzeln  der  biqu^dratischen  Gleichung 
^  =  0  sind,  so  verschwindet  der  zweite  Factor,  und  man  hat: 

^1 9>'(^o)  +  Vi  ViVo)  +  »\  ¥{»fi)  +  Px  <P\Pid  =  0. 

Mit  Berücksichtigung  dieser  Gleichung  geht  die  vorher 
aus  dem  ersten  System  (5)  componirte  Gleichung  über  in: 

Da  man  aber  in  gleicher  Weise  mit  je  zwei  Systemen 
Gleichungen  (5)  verfahren  kann,  so  erhält  man  allgemein, 
wenn  man  mit  m  und  n  irgend  zwei  verschiedene  Zahlen 
0,  1,  2,  3  bezeichnet: 

,gx  Xm  q>\Xn)  +  Vm  (f'ij/n)  +  ^m  ^M  +  Pm  (fXPn)  =  0 , 

^'■"    Xmr{X.)+ymr{yn)  +  ^mn^n)+P^nPn)=0, 

woraus  endlich  folgt: 

^m  {nXn)+WiXn)}+y„{r(y.)-{-lipXyn)}+e.n{n'ln)  -|-A<p'(^,)} 

+  P<n{nPn)  +  WiPn)}=0. 

Diese  Gleichung  beweist  den  Satz: 

Durch  die  Schnittcurve  zweier  Oberflächen 
zweiter  Ordnung  lassen  sich  vier  Eegel  zweiter 
Ordnung  hindurchlegen.  Die  Spitzen  je  zweier 
von  ihnen  sind  harmonische  Pole  jeder  Oberfläche 
zweiter  Ordnung,  welche  durch  die  Schnittcurve 
der  beiden  Oberflächen   hindurchgeht. 

Eine  wesentliche  Bedingung  für  diesen  Satz  ist,  dass 
sämmtliche  Wurzeln  der  biquadratischen  Gleichung  ^  =  0 
verschieden  sind.  Unter  anderen  Bedingungen  treten  auch 
andere  Verhältnisse  auf,  wie  zum  Beispiel,  wenn  eine  von 
den  beiden  Oberflächen  ein  Ebenenpaar  wird,  oder  wenn  die 
beiden  Oberflächen  eine  gerade  Linie  gemeinsam  haben.  Im 
ersten  Falle  hat  die  biquadratische  Gleichung  ein  Paar  gleiche 
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Wurzeln;  in  dem  anderen  Falle  zwei  Paare.  In  dem  ersten 
Falle  zerfallt  die  Schnittcurre  der  beiden  Oberflächen,  welche 
Yon  der  vierten  Ordnung  genannt  wird,  weil  sie  von  jeder 
Ebene  in  vier  Punkten  geschnitten  wird,  in  zwei  Kegel- 
schnitte; im  zweiten  Falle  in  eine  gerade  Linie  nnd  in  eine 
Baumcurve  dritter  Ordnung*).  Wir  gehen  jedoch  auf  die 
Untersuchung  dieser  'und  anderer  specieller  Fälle  hier  nicht 
weiter  ein**). 

Vier  Punkte  im  Räume ,  von  denen  jeder  der  harmonische 
Pol  ist  des  anderen,  in  Bücksicht  auf  eine  gegebene  Oberfläche 
zweiter  Ordnung,  nennt  man  ein  System  harmonischer 
Pole  der  Oberfläche.  Solcher  Systeme  harmonischer  Pole 
einer  gegebenen  Oberfläche  zweiter  Ordnung  lassen  sich  eine 
unendliche  Zahl  bestimmen.  Denn  construirt  man  zu  einem 
gegebenen  Pol  0  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  die  Polar- 
ebene und  nimmt  auf  dieser  einen  zweiten  Punkt  1,  auf  der 
Schnittlinie  der  Polarebenen  von  0  und  von  1  einen  dritten 
Punkt  2  und  bestimmt  endlich  auf  der  genannten  Schnittlinie 
zum  Punkte  2  den  ihm  zugeordneten  Pol  3,  so  bilden  die 
genannten  yier  Punkte  ein  System  harmonischer  Pole  der  ge- 
gebenen  Oberfläche.     Ein   System    harmonischer  Pole   einer 


*)  Die  Baumcurve  dritter  Ordnung  ist  nichts  anderes,  als  ein  in 
einem  speciellen  Falle  abgetrennter  Theil  einer  Baumcurve  vierter  Ord- 
nung, in  welcher  sich  zwei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  schneiden. 
Wenn  von  den  beiden  Oberflächen  in  einem  anderen  Falle  die  eine  ein 
Ebenenpaar  wird ,  so  besteht  die  Schnittcurve  der  beiden  Oberfl&chen 
aus  zwei  Kegelschnitten,  die  auch  von  einander  getrennt  werden  kön- 
nen. Es  mnss  daher  eine  jede  Eigenschaft  der  Schnittcurve  vierter 
Ordnung  zweier  Oberflächen  zweiter  Ordnung  ihren  Ausdruck  haben, 
sowohl  in  der  Baumcurve  dritter  Ordnung,  wie  in  dem  Kegelschnitt.  Das 
Bestreben,  die  den  beiden  letztgenannten  Curvenarten  gemeinsamen 
Eigenschaften  zu  entdecken ,  hat  in  den  letzten  fünfzig  Jahren  auf  eine 
ausgedehnte  Theorie  der  Baumcurven  dritter  Ordnung  geführt.  Wie 
zum  Anschlüsse  an  unser  Lehrbuch  findet  man  jene  Theorie  wieder- 
gegeben in  der  Monographie  „Einleitung  in  die  Theorie  der  kubischen 
Kegelschnitte  von  Drach,"  Leipzig,  Teubner  1867.  Separatabdruck  aus 
Schlömilch*8  Zeitschrift  für  Mathematik,  12.  Bd.  Suppl.  p.  73. 

**)  Eine  Abhandlung  von  Lüroth  in  SchlOmilch*s  Zeitschrift  für 
Mathematik  13.  Bd.  p.  404,  stellt  sich  die  Aufgabe,  sämmtliche  Fälle 
gleicher  Wurzeln  der  biquadratischen  Gleichung  d  ^0  geometrisch  zu 
interpretiren. 
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Oberfläche  zweiter  Ordnung  hat  die  charakteristische  Eigen- 
schaft, dass  jede  Ebene,  welche  durch  drei  von  ihnen  hin- 
durchgeht, die  Polarebene  des  vierten  ist. 

Was  die  vier  Ebenen  anbelangt,  welche  durch  je  drei 
aus  einem  System  harmonischer  Pole  einer  gegebenen  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  gelegt  werden  können,  so  haben  sie 
die  Eigenschaft,  dass  jede  derselben  harmonische  Polarebene 
der  andern  ist. 

Vier  Ebenen,  von  welchen  je  zwei  harmonische  Polar- 
ebenen einer  gegebenen  Oberfläche  zweiter  Ordnung  sind, 
bilden  ein  System  harmonischer  Polarebenen  der  ge- 
gebenen Oberfläche. 

Auf  Grund  dieser  Definitionen  und  der  bekannten  Eigen- 
schaften von  Pol  und  Polarebene  hat  man  die  Sätze: 

Die  vier  Ebenen,  welche  durch  je  drei  aus  einem 
Systeme  harmonischer  Pole  gelegt  werden  können, 
bilden  ein  System  harmonischer  Polarebenen. 

Die  vier  Punkte,  in  welchen  sich  je  drei  Ebe- 
nen aus  einem  Systeme  harmonischer  Polarebenen 
schneiden,   bilden  ein  System  harmonischer  Pole, 

auf  welche  Sätze  gestützt  wir  den  vorhergehenden  auch  so 
ausdrücken  können: 

Die  Spitzen  der  vier  Kegel  zweiter  Ordnung, 
welche  sich  durch  die  Schnittcurve  zweier  Ober- 
flächen zweiter  Ordnung  hindurchlegen  lassen,  bil- 
den ein  System  harmonischer  Pole  für  jede  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung,  welche  durch  die  Schnitt- 
curve gelegt  werden  kann,  und  zugleich  die  Ecken 
eines  Tetraeders,  dessen  Seitenflächen  ein  System 
harmonischer  Polarebenen  eben  derselben  Ober- 
fläche sind. 

Wir  haben  in  dem  Vorhergehenden,  von  den  16  Glei- 
chungen (5)  ausgehend,  durch  eine  geschickte  Art  der  Elimi- 
nation der  vier  Grössen  A^,  ...  A3  die  12  Gleichungen  (6), 
die  wir  geometrisch  deuten  konnten,  abgeleitet.  Man  kann 
aber  auch  umgekehrt,  von  den  12  Gleichungen  (6)  ausgehend. 
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durch  Einführung  von  vier  neuen  Grössen  k^,  X^f  l^?  ^3  ^^^ 
16  Gleichungen  (5)  ableiten.  Um  zu  dem  ersten  von  diesen 
Systemen  zu  gelangen^  setzen  wir  in  (6)  n  =3  0  und  für  m 
nach  einander  die  Zahlen  1,  2,  S,  wodurch  wir  erhalten: 

^1 9(^0)  +  Vi  9>Xyo)  +  ^1 9M  +  Pi  9'Cpo)  =  0, 

a^2  9'(^o)  +  Vi^iVo)  +  ^29(^0)  +  Pt  9  CPo)  =  0, 
^z9X^o)  +  y8  9  (yo)  +  ^39X^0)  +  Pz9(Po)  =  0. 

^1  r  w  +  Vi  rcvo)  +  ^1  rM  +  Pi  r  (i>o)  =  o, 
^ifM  +  y^ny,)  +  ^2rK)  +i>2r(i>o) = o, 

^3r(^0)  +  ^3  Ayo)  +  ^3/^(^0)  +l'3r(l>o)  ~  0. 

Betrachtet  man  in  dem  ersten  Systeme  von  drei  Glei- 
chungen die  Grössen  g?'(^o);  ^X^o)»  9^'Mf  9'iPo)  ^^  die  ün- 
bekannten;  in  dem  zweiten  Systeme  die  Grössen  f{x^y  fiyo)} 
f'i^o)}  f{Po)  ^^^  ^^^  Unbekannten ;  so  sieht  man,  dass  die 
beiden ;  die  Verhältnisse  der  Unbekannten  bestimmenden  Sy- 
steme Gleichungen  sich  nur  durch  die  Ausdrucksweise  der 
Unbekannten  von  einander  unterscheiden.  Das  erste  System 
Gleichungen  muss  daher  durch  Auflösung  dasselbe  Yerhältniss 
der  Unbekannten  ergeben  als  das  zweite.  Das  will  sagen,  dass 
sich  ein  Factor  Aq  finden  lassen  muss  der  Gestalt,  dass: 

rc^o)  +  ^o<p'(^o)  =  0,    fivo)  +  h^Xyo)  =  0,  .  .  . 

Da  nun  die  Gleichungen  (6)  die  Bedingungen  ausdrücken 
für  ein  System  harmonischer  Pole  der  Oberfläche  f=0  und 
zugleich  der  Oberfläche  (p  =  0,  so  erkennt  man  in  der  Zurück- 
führung  der  Gleichungen  (6)  auf  (5)  den  Beweis  des  Satzes: 

Wenn  vier  Punkte  im  Räume  ein  System  har- 
monischer Pole  bilden  für  eine  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  und  für  noch  eine  Oberfläche  derselben 
Ordnung,  so  sind  die  vier  Punkte  die  Spitzen  der 
vier  Kegel  zweiter  Ordnung,  welche  sich  durch 
die  Schnittcurve  der  beiden  Oberflächen  hindurch- 
legen lassen. 

Es  giebt  nur  ein  System  harmonischer  Pole  für  zwei  ge- 
gebene Oberflächen  zweiter  Ordnung ,  weil  durch  die  Schnitt- 
curve der  beiden  Oberflächen  nur  vier  Kegel  zweiter  Ordnung 
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gehen.  Es  giebt  daher  nur  ein  System  harmonischer  Polar- 
ebenen für  zwei  gegebene  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  ge- 
bildet aus  den  Seitenflächen  des  Poltetraeders,  dessen  Ecken 
das  den  beiden  Oberflächen  gemeinschaftliche  System  harmo- 
nischer Pole  bilden. 

Hiemach  ist  das  Problem  der  Spitzen  der  vier  Kegel 
zweiter  Ordnung ,  welche  durch  die  Schnittcurve  zweier  Ober- 
flächen zweiter  Ordnung  hindurchgehen,  äquivalent  mit  dem 
Problem  des,  beiden  Oberflächen  gemeinsamen  Systemes  har- 
monischer Pole.  Wir  können  daher  in  dem  Folgenden  das 
letztere  für  das  ursprüngliche  nehmen. 

Aus  den  zur  Lösung  eines  Problems  aufgestellten  Glei- 
chungen soll  man  immer  den  möglichst  grössten  Nutzen  ziehen, 
wenn  gleich  die  Folgerungen  aus  den  Gleichungen  nichts  mehr 
zur  Lösung  des  Problems  beitragen.  Denn  in  der  Regel  sind 
die  durch  solche  Mebenbetrachtungen  gewonnenen  Resultate 
für  sich,  aus  dem  Zusammenhange  mit  dem  Hauptproblem 
gebracht,  viel  schwerer  nachzuweisen. 

Wir  kehren  deshalb  zu  dem  Systeme  Gleichungen  (3)  zu- 
rück, welches  unter  der  Voraussetzung,  dass  A  eine  Wurzel 
der  biquadratischen  Gleichung  z/  =»  0,  die  Coordinaten  der 
Spitze  des  durch  die  Schnittcurve  der  Oberflächen  f=0  und 
9)  =  0  gelegten  Kegels  zweiter  Ordnung  bestimmt. 

Eliminirt  man  aus  je  zwei  Gleichungen  dieses  Systemes 
(3)  die  Grösse  A,  so  erhält  man  die  Gleichungen  von  6  Ober- 
flächen zweiter  Ordnung: 

n^^wiif)  -  fdt)  9'(«) = 0,  fix)  <p'{^)  -nz)  <p\x) = 0, . . . . , 

welche  sämmtlich  durch  die  vier  Spitzen  der  durch  die  Schnitt- 
curve der  beiden  Oberflächen  f=0  und  g>  =  0  gelegten  Kegel 
zweiter  Ordnung  hindurchgehen.     Es  ist  daher: 

(7) x-Poi  [/»<p'(y)  -  ny)9\x)] 

+ p,3  \.m9ip)  -  riPWiz)] + 1)„  [r(y)  <p'{p)  -  npwm 

+Pnmy)9(ß)  -  riß)9'{y)\  =  0 

die  Gleichung  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  welche  durch 
die  vier  Kegelspitzen  geht.  Es  ist  dieses  aber  auch  zugleich 
die  allgemeinste  Gleichung  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung, 


1 
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welche  durch  die  vier  Kegelspitzen  gehen,  weil  sie  die  Ver- 
hältnisse von  6  willkürlichen  Constanten  pnx  mit  sich  führt. 
Denn  diese  Constanten  lassen  sich  noch  so  bestimmen^  dass 
die  Oberfläche  (7)  überdies  durch  5  gegebene  Punkte  hindurch- 
geht, wodurch  die  Oberfläche  erst  vollständig  bestimmt  ist. 

Wenn  man  die  Gleichung  (7)  entwickelt;  so  nimmt  sie 
die  Gestalt  an : 

(8)  .  .  .    %  =  B^x^  +  2B^^xy  +  «„y'  + =  0. 

Die  Coefticienten  Sui  in  dieser  Gleichung  genügen  vier 
linearen  Bedingungsgleichungen ,  weil  die  Oberfläche  %  =  0 
durch  vier  bestimmte  Punkte,  die  vier  Kegelspitzen,  hindurch- 
geht. Von  diesen  vier  Bedingungsgleichungen  werden  wir 
vorläufig  nur  eine  entwickeln. 

Zu  diesem  Zwecke  erinnern  wir  an  die  Relationen  (9) 
der  zehnten  Vorlesung  zwischen  den  Coordinaten  eines  belie- 
bigen Punktes  der  Oberfläche  zweiter  Ordnung  f=0  und  den 
Coordinaten  der  Tangentenebene  in  diesem  Punkte: 

i/'(«)-u,  my)-",  ifw-«;,  mp)-r. 

Diese  Relationen  sind  in  grösserer  Ausführlichkeit  unter 
Berücksichtigung  von  (1): 

»10^  +  ö|iy  +  fln^  +  »laP  =  «^» 

«20^  +  »21^  +  »22^  +  «23l>  =  ^> 
«30^  +  «31»   +   «32/  +  »3:j2^  ==  ^• 

Die  Auflösung  dieses  Systemes  Gleichungen  giebt  nach 
(12)  der  zehnten  Vorlesung  Gleichungen  von  der  Form: 

\FXu)^x,    \F'(v)^y,    ^F-(w)==s,    p»  =-i), 

welche,  durch  Multiplication  befreit  von  dem  gemeinsamen 
Nenner  A,  sich  also  gestalten: 

Aq^u  +  A^^v  -f  A^^w  -f-  A^.^r  =  A^, 
A^^u  +  A^^v  -I-  A^^w  +  A^^r  =  Ap, 

indem  A^x  =^  -4^„,  weil  a«i  =-  «i»,  und  F=  0  oder  A  ,  F=  0 


!vT«** 
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die  Gleichung  der  Oberfläche  zweiter  Ordnung   in  Ebenen- 
coordinaten  ist. 

Zwischen  den  Coefficienten  des  ersten  Sjstemes  linearer 
Gleichungen  und  den  Coefficienten  ihrer  Auf  losungen  hat  man 
bekanntlich  die  Relationen: 

0  =  a«o  ÄiQ   +  ««1  -^Xi    +  «X2  ^^2   +  öf«3  ^h  ' 

Wir  drücken  diese  Relationen  zweckmässig  in  Worten 
also  aus: 

,,Wenn  man  in  der  Entwicklung  der  16  Ausdrücke: 


ur(!^),  yn^), 

iirA«), 

ipfi^), 

W(if).    \yrW), 

Wdf), 

\pf'iy), 

^xfiz),  ivm, 

i«rw, 

iipnii), 

^oorip),  wip), 

W(p), 

Wip), 

„fßr  die  Producte: 

XX,    xy, 
yprespective  setzt: 

t/t/.   . 

y  y ;  • 

•          •          • 

A           A 

-^1   <      J            A 

;,so  gehen  dieselben  über  in: 

'**ll  ? 

•          •          • 

•     •   7 

A,     0, 

0, 

0, 

0,    A, 

0, 

0, 

0,     0, 

^, 

0, 

0,     0, 

0, 

A. 

Daraus  folgte   dass  das  erste  mit  i^q^  multiplicirte  Glied: 

n^cWiy)  -  r{y)q>Xx) 

in  der  Gleichung  (7)  durch  die  gleiche  Veränderung  verschwin- 
det. Denn  dieses  mit  dem  Factor  \  multiplicirte  Glied  lässt 
sich  ja  so  darstellen: 

K\=^nx)  +  hu^yrix)  +  h,,\gnx)  +  h^pn^^)- 

-  Kh^ny)  -  KW\y)  -  KW^y)  -  Kkpny)- 

Aber  es  verschwindet  durch  diese  Veränderung  nicht  bloss 
das  erste  Glied  der  Gleichung  (7);    sondern  auch  jedes  der 
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übrigen  5  Glieder.  Es  verschwindet  daher  auch  die  ganze 
Function  %  durch  die  genannte  Veränderung.  Nimmt  man 
nun  statt  der  Function  %  ^^^  (7)  t^t^^  Entwicklung  (8)^  so 
ergiebt  sich  daraus  die  eine  von  den  linearen  Bedingungs- 
gleichungen zwischen  den  Coefficienten  Sxx: 

welcher  alle  Oberflächen  zweiter  Ordnung  ;|r  :=  0  zu  genügen 
haben ,  welche  durch  das  den  beiden  Oberflächen  zweiter  Ord- 
nung /*=  0  und  9?  =  0  gemeinschaftliche  System  harmoni- 
scher Pole  hindurchgehen. 

Bemerkt  man  uun^  dass  in  die  Gleichung  (9)^  da  die 
Grössen  A^i  Functionen  sind  allein  von  den  Coefficienten  Uxi , 
die  üoefflcienten  bxi  gar  nicht  eingehen ^  so  sieht  man,  dass 
jede  beliebige  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung  9  =  0  auf 
die  Bedingungsgleichung  (9)  keinen  Einfluss  ausübt.  Die 
vier  Punkte,  durch  welche  die  Oberfläche  %  =  0  hindurch- 
geht, bilden  daher  unter  der  Bedingung  (9)  nur  ein  System 
harmonischer  Pole  der  Oberfläche  /*  »=  0.  Diese  Bemerkung 
drücken  wir  als  Satz  aus  wie  folgt: 

Wenn: 

«00^^  +  2«oi^y  +  «11»^  -f  .  .  .  =  0 

die  Gleichung  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung 
ist  in  homogenen  Punktcoordinaten  und: 

die  Gleichung  einer  zweiten  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  in  homogenen  Ebenencoordinaten,  so  ist: 

die  Bedingungsgleichung,  dass  die  ersteOberfläche 
durch  irgend  ein  System  harmonischer  Pole  der 
zweiten  Oberfläche  hindurchgehe. 

Da  wir  in  dem  Folgenden  von  diesem  Satze  vielfältige 
Anwendungen  zu  machen  haben  werden,  so  fassen  wir  den- 
selben als  eine  Regel  auf,  der  wir  folgenden  Ausdruck  geben: 

Wenn 
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die  Gleichung  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung 
in  Punktcoordinaten  ist  und: 

die  Gleichung  einer  zweiten  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  in  Ebenencoordinaten,  so  erhält  man  die 
Bedingungsgleichung;  dass  die  erste  Oberfläche 
durch  irgend  ein  System  harmonischer  Pole  der 
zweiten  Oberfläche  hindurchgehe;  entweder;  wenn 
man  in  der  Punktcoordinatengleichung  fürdiePro- 
ducte  der  Yariabeln: 


m        m        m 


^^>  ^y,  yy, 

respective  die  Coefficienten  aus  der  Ebenencoordi- 
natengleichung  setzt: 

A^Oy  AqI,  ^Jj;       .       .        . 

oder;  wenn  man  in  derEbenencoordinatengleichung 
für  die  Producte  der  Yariabeln: 


•  •  • 


UU,      UV,      VVj 

respective  die  Coefficienten  aus  der  Punktcoordi- 
natengleichung setzt: 


*oo;     *oi^     *ii  y 


Der  genannte  Satz  giebt  die  geometrische  Bedeutung  einer 
ganz  allgemeinen  linearen  Bedingungsgleichung  zwischen  den 
Coefficienten  in  der,  durch  ihre  Gleichung  in  Punktcoordinaten 
gegebenen  Oberfläche  zweiter  Ordnung  %  =  0.  Durch  ihn 
wird  die  analoge  Frage  für  die  Oberflächen  zweiter  Ordnung 
beantwortet;  welche  wir  im  Anfange  der  fünften  Vorlesung 
ttir  die  Ebenen  aufgeworfen  und  beantwortet  haben.  Die 
Bedingungsgleichung;  dass  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung 
durch  einen  gegebenen  Punkt  gehe,  ist  zwar  auch  eine  lineare 
Bedingungsgleichung  zwischen  den  Coefficienten  in  der  Glei- 
chung der  Oberfläche;  aber  diese  Bedingungsgleichung  hat 
einen  ganz  specielleu  Charakter.  Denn  sie  enthält  nicht 
10  Constanten ;  sondern  nur  die  4  Coordinaten  des  gegebenen 
Punktes  als  Constanten. 

Sind  zwei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  durch  ihre  Punkt- 
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coordinatengleichungen  X'^O  und  f^=:0  gegeben;  und  man 
verlangt  die  Bedingungsgleichung  zwischen  den  Goefficienten 
in  diesen  Gleichungen,  welche  erfüllt  werden  muss,  wenn  die 
erste  Oberfläche  x  =  0  durch  irgend  ein  System  harmonischer 
Pole  der  anderen  Oberfläche  /* 3=  0  hindurchgehen  soll,  so  hat 
man  die  Oberfläche  f  =  0  durch  Ebenencoordinaten  auszu- 
drücken. Dieser  Ausdruck  ist  nach  (16)  der  zehnten  Vor- 
lesung,  in  der  Voraussetzung;  dass  /*=  0  die  erste  Gleichung 
(1)  ist,  folgender: 


'i\f 


a 


21? 


^02; 

^22; 


a 


OS; 


a 


13; 


a 


23; 


a 


30; 


a 


3t; 


a 


32; 


a 


33; 


U 


V, 


to 


u 

V 

w 
r 

Ö 


=  0. 


In   dieser  durch  Ebenencoordinaten  ausgedrückten  Glei- 
chung der  Oberfläche  ^=0  hat  man  für: 


uu,     UV,     vv 


respective  zu  setzen  die  Goefficienten  aus  der  Gleichung  X  =  0: 

^00;      ^01;      *ii;   •    •   • ; 

um  die  gesuchte  Bedingungsgleichung  (9)  zu  erhalten. 

Wir  haben  diese  an  sich  einfachen  Operationen  zur  Bil- 
dung der  Gleichung  (9)  deshalb  so  weitläufig  auseinander  ge- 
setzt, weil  dieselben  sich  in  dem  Folgenden  mehrmals  wieder- 
holen werden  in  etwas  complicirten  Ausdrücken. 

Von  den  vier  linearen  Bedingungsgleichungen  zwischen 
den  Goefficienten  in  der  Gleichung  der  Oberfläche  zweiter  Ord- 
nung X  =»  0,  welche  diese  Goefficienten  zu  erfüllen  haben, 
wenn  die  Oberfiäche  durch  das  den  beiden  Oberflächen  zweiter 
Ordnung  /*«=  0  und  9  b=  0  gemeinsame  System  harmonischer 
Pole  gehen  soll,  haben  wir  bisher  nur  eine,  die  Gleichung 
(9),  hervorgehoben.  Wir  werden  jetzt  alle  vier  Bedingungs- 
gleichungen aufstellen. 

Zu  diesem  Zwecke  bemerken  wir,  dass  die  Gleichung: 

(10) xf+Xg)^0 

mit  ganz  willkürlich  gewählten  Werthen  von  x  und  A  eine 
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Oberfläche  zweiter  Ordnung  darstellt;  für  welche  das  den  beiden 
Oberflächen  f=  0  und  9  ==  0  gemeinsame  System  harmonischer 
Pole  ebenfalls  ein  System  harmonischer  Pole  ist.  Die  Ober- 
fläche (8),  %  =  0j  welche  durch  das  den  genannten  beiden 
Oberflächen  f=0  und  <p  =  0  gemeinsame  System  harmo- 
nischer Pole  geht,  geht  also  auch  durch  ein  System  harmo- 
nischer Pole  der  Oberfläche  (10).  Die  Bedingung,  dass  das 
Letztere  zutreffe  ^  erhalten  wir  nach  der  vorhin  angegebenen 
Regel  auf  folgende  Art.  Wir  drücken  die  Oberfläche  (10)  in 
Ebenencoordinaten  aus  wie  folgt 


(11)         Xa2o  +  A620;    ««21  +  ^^2^ 

;  xa^o  +  Atjo,  xa^^  +  Xh^^y 


^«OS  +  ^&i 


03' 


U 


xa,3  +  A6,3,  V 


"23 

xa33  +  A& 
r 


23; 


33  t 


W 


0 


=  0. 


Wir .  entwickeln  den  linken  Theil  dieser  Gleichung  der 
Oberfläche  (10)  in  Ebenencoordinaten  nach  Potenzen  und  Pro- 
ducten  der  Variabein  m,  v,  w,  r,  indem  wir  setzen: 


I 

(12)         ««20  + ^^20?    '«Ötj,  +  A621,  . 
^^30"T"^^30;    ^^31  "T"  ^^3t;  • 


u 


Vy 


.  xao3  +  A6 


03; 


u 


•  ^«13  +  ^^13;  ^ 

•  ^^23  "f"  ^^23;    ^ 

•  *  ^33     I     ^  ^33  ;    *' 

.    r  0 


=  C\,u^  +  2C\,uv  +  C\y  + 


Setzen  wir  hierauf  diese  Entwicklung  gleich  0^  indem 
wir  nach  der  angegebenen  Regel  die  Potenzen  und  Producte 
der  Variabein  ii^ ,  uv ,  v"^  ,  .  .  respective  verändern  in  €q^,  s^^, 
£]]...,  so  erhalten  wir: 

(13) ^ooC'oo  +  2*01  C'oi  +  ^iiC'n  + =  0, 

die  Bedingung,  dass  die  Oberfläche  (8),  x  =  ö;  durch  ein  Sy- 
stem harmonischer  Pole  der  Oberfläche  (10)  gehe. 

In  dem  weitern  Verlaufe  unserer  begonnenenUntersuchung 
werden  wir  vielfältig  auf  Gleichungen  von  der  Form  (13) 
geführt   werden.     Wir  wählen   daher,   weil    6mn  =  ^nm  und 


HssBX,  analyt.  Geometrie  d.  Baumes.    3.  Aufl. 


13 


l 


t 
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C'„,n=  C\fn  ist,  die  folgende  kürzere  Darstellungsweise  die- 
ser Gleichung: 

(14) 2;e^nCm«  =  0. 

Die  Gleichung  (11)  ist  eine  homogene  in  Rücksicht  auf  x 
und  X  und  vom  dritten  Grade.  In  der  Entwicklung  (12) 
wird  daher  auch  jeder  Coefficient  G'mn  homogen  vom  dritten 
Grade  sein  von  der  Form: 

(15)  .  .  .    C\n  =  x3Cr  +  x^ACr»'  +  ^r^Cl'r!:  +  l? Gi\' . 

Denkt  man  sich  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichung  (14) 
gesetzt  und  beachtet,  dass  diese  Gleichung  für  alle  Werthe 
von  X  und  A  erfüllt  werden  muss,  so  zerspaltet  sich  dieselbe 
in  folgende  vier  Gleichungen: 

*      Tf    r^^^  —  0       Tf    rm_o 

Dieses  sind  die  vier  gesuchten  linearen  Bedingungs- 
gleichungen zwischen  den  Coefficienten  in  der  Gleichung  der 
Oberfläche  ^r  =  0,  welche  erfüllt  werden  müssen,  wenn  die 
Oberfläche  durch  das  den  beiden  Oberflächen  /*=  0  und  y  =  0 
gemeinsame  System  harmonischer  Pole  gehen  soll. 

Ein  diesem  Systeme  von  vier  Gleichungen  äquivalentes 
System  linearer  Gleichungen  würde  man  erhalten,  wenn  man 
die  Bedingungen  aufstellte,  dass  die  Oberfläche  (8),  x  =  0, 
durch  jede  einzelne  Spitze  der  vier  Kegel  gehe,  welche  sich 
durch  die  Schnittcurve  der  beiden  Oberflächen  f*==0  und 
^  =  0  legen  lassen.  Aber  die  Coordinaten  dieser  vier  EegeK 
spitzen,  die  in  die  Bedingungsgleichungen  eingehen,  invol- 
viren  noch,  wie  man  gesehen  hat,  die  Wurzeln  der  biquadra- 
tischen Gleichung  ^  =  0,  deren  Eeuntniss  zur  Aufstellung 
der  Gleichungen  (16)  nicht  nothwendig  ist. 

Wir  werden  jetzt  die  vier  Bedingungsgleichungen  auf- 
stellen, welche  die  Coefficienten  in  der  Gleichung  der  Ober- 
fläche (8),  X  =  ^y  ^^  erfüllen  haben,  wenn  dieselbe  durch  das 
der  ersten  Oberfläche  (1),  /*=  0,  und  einer  dritten  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  ^  =  0: 

(17)  ...    ip  =  CoqX'^  -f  2co^xy  +  c^y^  + =  0 

gemeinsame  System  harmonischer  Pole  gehen  soll. 


r 
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Zu  diesem  Zwecke  bilden  wir  die  analoge  Gleichang  (11); 
indem  wir  in  jener  Gleichung  für  die  Buchstaben  b  und  A  die 
Buchstaben  c  und  (i  setzen ;  und  entwickeln  den  linken  Theil 
der  so  gebildeten  Gleichung  nach  Potenzen  und  Producten  der 
Variabein  u,  v,  w,  r  wie  folgt: 


(18) 


x«oo  4-  MCoo» 

HOoi  +  flC^,,  . 

•  •  •  xooa"i"  C'^tit 

u 

xo,o  +  (tc,o. 

XOj,  +ftC„,. 

...  xa,3  +  (tc,3, 

V 

xOjo  +  ;tC2o, 

XOj, +  ftCj„  . 

••  -««JS+ftCjS» 

w 

MOio  +  l^Cso, 

*«31+ftC3J,- 

•  •  •  *(h»  "r  /*''33> 

r 

«; 

V, 

...    r, 

0 

=  B'^u^  +  2B\,uv  +  B\,v^  +  .  .  . . 

Die  der  Gleichung  (14)  nachgebildete  Gleichung,  woraus 
sich  schliesslich  die  vier  Gleichungen  (16)  ergaben,  ist  hier- 
nach folgende: 

(19)    .    . £e„,nB'mn==0. 

Beachten  wir  wieder,  dass  die  Coefficienten  B',nn  in  der 
Entwicklung  (18)  von  der  Form  sind: 

(20)  B'™.  =  x'sr  +  xv^r  +  ^i^'KV  +  ii'Biv , 

so  ergeben  sich  aus  der  Gleichung  (19)  die  verlangten  vier 
Bedingungsgleichungen : 

Soll  hiemach  die  Oberfläche  (8),  %  =  0,  durch  das  den 
Oberflächen  f=0  und  (p=0  gemeinsame  System  harmoni- 
scher Pole  gehen,  also  durch  vier  bestimmte  Punkte,  so  müs- 
sen die  Coefficienten  in  der  Gleichung  der  Oberfläche  x=^0 
den  vier  linearen  Bedingungsgleichungen  (16)  genügen.  Soll 
die  Oberfläche  (8) ,  x^  0,  durch  das  den  Oberflächen  /"  =  0 
und  9?  =  0  gemeinsame  System  harmonischer  Pole  gehen,  also 
wieder  durch  vier  bestimmte  Punkte,  so  müssen  die  Coeffi- 
cienten in  der  Gleichung  der  Oberfläche  x^^O  den  vier  linea- 
ren Bedingungsgleichungen  (21)  genügen.  Soll  endlich  die 
Oberfläche  (8),  %=  0,  durch  beide  Systeme  harmonischer  Pole 
der  Oberfläche  /*=  0,  also  durch  8  bestimmte  Punkte  gehen, 

18* 


rx^ 
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SO  haben  die  Coefficienten  in  der  Gleichung  (8),  ;j  =  0,  den 
8  Gleichungen  (16)  und  (21)  zu  gleicher  Zeit  zu  genügen. 

Man  wird  in  dem  Umstände^  dass  die  Coefficienten  in 
der%leichung  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  welche  durch 
8  gegebene  Punkte  geht,  auch  8  linearen  Bedingungsgleichun- 
gen genügen ,  nichts  Ungewöhnliches  erblicken.  Um  so  mehr 
muss  es  überraschen,  wenn  man  sieht,  wie  in  unserem  Falle 
die  8  Bedingungsgleichungen  (16)  und  (21)  sich  auf  nur  7 
Bedingungsgleichungen  reduciren,  indem  die  erste  Gleichung 
(16)  mit  der  ersten  Gleichung  (21)  zusammenfallt. 

Denn  setzt  man  x  =  1  und  A  =  fi  =  0,  so  wird  aus  (15) 
und  (20): 

fv         /-rOOO  T>'        T>000 

während  (12)  und  (18)  die  Entwickelung  eines  und  desselben 
Ausdruckes  nach  Potenzen  und  Producten  der  Variabein  w,  v, 
Wy  r  darstellen,  nämlich: 

Cjo^w^  +  2Gl\'^uv  +  Cjoot;'^  +  .  .  .  und: 

Bll^u^  +  2Bl\^uv  +  B\\H^  +  .  .  . 

■ 

Da  aber  diese  Entwickelungen  Glied  für  Glied  überein- 
stimmen müssen,  so  hat  man: 

(22) ^r=cr, 

wodurch  eben  der  Beweis  geführt  ist,  dass  die  erste  Glei- 
chung (16)  und  die  erste  Gleichung  (21)  eine  und  dieselbe 
Gleichung  sind. 

Es  tritt  uns  hier  nun  das  Paradoxon  entgegen,  dass  die 
Coefficienten  in  der  Gleichung  der  Oberfläche  (8),  %  =  0,  nur 
7  linearen  Bedingungsgleichungen  (16)  und  (21)  zu  genügen 
brauchen,  damit  die  Oberfläche  durch  8  bestimmte  Punkte 
gehe,  nämlich  durch  das  den  Oberflächen  f=0  und  y  =  0 
gemeinsame  System  harmonischer  Pole  und  zugleich  durch 
das  den  Oberflächen  /"  =  0  und  ^  =  0  gemeinsame  System 
harmonischer  Pole. 

Dieses  Paradoxon  findet  seine  Erklärung  in  dem  in  der 
neunten  Vorlesung  aufgestellten  Satze,  „dass  alle  Oberflächen 
zweiter  Ordnung,  welche  durch  7  gegebene  Punkte  gehen, 
auch  durch  einen  durch  diese  7  Punkte  bestimmten,  achten 
Punkt  gehen^^   Denn  wenn  die  8  Punkte,  durch  welche  eine 
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Oberfläche  zweiter  Ordnung  hindurchgehen  soll,  im  Räume 
so  gewählt  sind;  dass  sich  in  ihnen  drei  Oberflächen  zweiter 
Ordnung  schneiden  ^  welche  nicht  durch  dieselbe  Schnittcurve 
gehen ;  so  reduciren  sich  die  8  Bedingungsgleichungen  auf  7. 
Dieses  ist  aber  gerade  unser  Fall.  Denn  es  gehen  alle  Ober- 
flächen zweiter  Ordnung ,  welche  durch  7  Punkte  aus  den 
beiden  Systemen  harmonischer  Pole  gehen,  auch  durch  den 
achten  Punkt. 

Die  beiden  Systeme  harmonischer  Pole  werden,  wenn  man 
die  Oberfläche  /"=  0  als  gegeben  betrachtet,  die  Oberflächen 
9  =  0  und  ^  =  0  aber  als  veränderlich,  irgend  zwei  Systeme 
harmonischer  Pole  der  gegebenen  Oberfläche  f=0  seiu.  Von 
ihnen  gilt  dasselbe,  was  wir  von  den  beiden  gemeinsamen 
Systemen  harmonischer  Pole  auseinander  gesetzt  haben.  Wir 
können  daher  die  vorangegangenen  Bemerkungen  in  doppel- 
ter Ausdrucksweise  also  wiedergeben: 

Irgend  zwei  Systeme  harmonischer  Pole  einer 
Oberfläche  zweiter  Ordnung  bilden  ein  System  von 
8  Punkten,  in  welchen  sich  drei  Oberflächen  zwei- 
ter Ordnung  schneiden,  welche  nicht  durch  die- 
selbe Schnittcurve  gehen. 

Alle  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  welche 
durch  7  Punkte  aus  zwei  Systemen  harmonischer 
Pole  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  hindurch- 
gehen, gehen  auch  durch  den  achten  Punkt. 

Um  auch  die  ümkehrung  dieser  Sätze  zu  rechtfertigen, 
stellen  wir  folgende  Betrachtungen  an: 

Wir  bezeichnen  mit  0,  1,  2,  ...  7  irgend  8  Punkte  im 
Räume  und  durch  Beifügung  dieser  8  Zahlen  als  Indices  der 
homogenen  Coordinaten  die  Coordinaten  der  8  Punkte.  Wir 
vertheilen  die  8  Punkte  in  zwei  Systeme  von  4  Punkten 
0,  1,  2,  3  und  4,  5,  6,  7  und  stellen,  indem  wir  unter  (i 
und  V  irgend  zwei  verschiedene  von  den  Zahlen  4,  5,  6,  7 
verstehen,  die  6  Bedingungen  auf,  welche  zu  erfüllen  sind, 
wenn  für  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  f=0  das  zweite 
System  von  4  Punkten  ein  System  harmonischer  Pole  sein  soll : 

(23) . . .  x,ax,)  +  y^nyr) + si^n^r) + p^f\p.)  =  o. 
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Wir  drücken  ferner  die  6  Bedingungen  aus,  welche  die  Coeffi- 
cienten  in  der  Gleichung  derselben  Oberfläche  f=0  zu  er- 
füllen haben,  wenn  auch  das  erste  System  von  4  Punkten 
ein  System  harmonischer  Pole  sein  soll: 

(24)  .  .  .   x.fix,)  +  y,r(y,)  +  0,n^,)  +  pj\p,)  ==  0, 

^oA^,)  +  j/oAyi)  +  ^on^i)  +p,r{pd  =  0, 
(25) . . .  x,r{^2)  +  y^fiyi)  +  ^or(^2)  +  pJ^Pi)  =  0, 

a^oAa^a)  +  y^fiy^)  +  ^^fih)  +  P^fiP^)  =  0. 

Wenn  die  8  Punkte  im  Baume  beliebig  gegeben  sind, 
so  sieht  man  wohl,  dass  die  10,  in  die  aufgestellten  12  Glei- 
chungen (23),  (24),  (25)  linear  und  homogen  eingehenden 
Goefficienten  aus  der  Gleichung  der  Oberfläche  f=0  sich 
nicht  so  bestimmen  lassen,  dass  allen  diesen  Gleichungen 
zugleich  genügt  wird.  Dagegen  lassen  sich  die  Verhältnisse 
der  genannten  Goefficienten  unzweideutig  so  bestimmen,  dass 
den  6  Gleichungen  (23)  und  zugleich  den  3  Gleichungen  (24) 
genügt  wird,  welches  auch  die  7  Punkte  1,  2,  ...  7  seien. 
Auf  diese  Weise  ist  die  Oberfläche  /*  ==  0  durch  die  7  Punkte 
unzweideutig  bestimmt.  Bestimmt  man  hierauf  den  Punkt  0 
als  den  Pol  der  durch  1,  2,  3  gelegten  Ebene,  nämlich  so, 
dass  seine  Coordinaten  den  3  in  Rücksicht  auf  sie  linearen 
Gleichungen  (25)  genügen,  so  hat  man  2  Systeme  harmoni- 
scher Pole  der  unzweideutig  bestimmten  Oberfläche  /'  =  0, 
von  welchen  die  letzt  genannten  Sätze  gelten.  Dieser  Punkt  0 
ist  demnach  der  achte  Schnittpunkt  von  3  Oberflächen  zweiter 
Ordnung,  welche  durch  die  7  beliebig  gegebenen  Punkte 
1,  2,  ...  7  hindurchgehen,  sich  aber  nicht  in  derselben  Curve 
schneiden.  Wir  geben  diese  Bemerkungen  in  der  Kürze  also 
wieder: 

Die  8  Schnittpunkte  dreier  Oberflächen  zwei- 
ter Ordnung,  welche  ausser  den  8  Punkten  weiter 
keinen  Punkt  gemein  haben,  bilden,  in  2  Gruppen 
von  4  Punkten  vertheilt,  2  Systeme  harmonischer 
Pole  einer  unzweideutig  bestimmten  Oberfläche 
zweiter  Ordnung. 


-.1 
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Da  die  Art  der  Vertheilung  der  8  Schnittpunkte  der 
3  Oberflächen  zweiter  Ordnung  willkürlich  bleibt^  so  entspricht 
jeder  anderen  Vertheilungsart  auch  eine  andere  Oberfläche 
zweiter  Ordnung. 

Eine  unmittelbare  Folge  aus  dem  vorletzten  Satze  ist 
der  Satz: 

Wenn  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  durch 
ein  System  harmonischer  Pole  einer  gegebenen 
Oberfläche  zweiter  Ordnung  geht,  so  geht  dieselbe 
Oberfläche  durch  unendlich  viele  Systeme  harmoni- 
scher Pole  der  gegebenen  Oberfläche. 

Denn  nimmt  man  auf  der  Oberfläche,  welche  durch  ein 
System  harmonischer  Pole  einer  gegebenen  Oberfläche  geht, 
einen  Punkt  0  beliebig  an,  construirt  die  Polarebene  dieses 
Punktes  rücksichtlich  der  gegebenen  Oberfläche,  nimmt  hier- 
auf auf  der  Schnittcurve  der  Polarebene  und  der  ersten  Ober- 
fläche, einen  zweiten  Punkt  1  und  construirt  wieder  die  Polar- 
ebene rücksichtlich  der  gegebenen  Oberfläche,  so  schneiden 
die  beiden  Polarebenen  und  die  erste  Oberfläche  sich  in  zwei 
Punkten  2  und  3.  Die  Punkte  0,  1,  2  bilden  dann  ein  un- 
vollständiges System  harmonischer  Pole  der  gegebenen  Ober- 
fläche. Da  aber  die  erste  Oberfläche  der  Annahme  nach  durch 
ein  vollständiges  System  harmonischer  Pole  der  gegebenen  Ober- 
fläche geht,  und  da  dieselbe  Oberfläche  auch  durch  das  ge- 
nannte unvollständige  System  harmonischer  Pole  der  gegebenen 
Oberfläche  geht,  so  geht  sie  auch  durch  den  noch  übrigen  Pol. 

Von  besonderem  analytischen  Interesse  ist  die  lineare  Be- 
stimmung der  Coordinaten  des  achten  Schnittpunktes  0  von 
drei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  durch  die  Coordinaten  der 
übrigen  Schnittpunkte  1 ,  2,  ...  7.  Denn  setzt  man  die  durch 
die  Gleichungen  (23)  und  (24)  gegebenen  Verhältnisse  der 
Coefficienten  aus  der  Gleichung  der  Oberfläche  f=0  in  die 
3  Gleichungen  (25) ,  so  enthalten  diese,  in  Rücksicht  auf  die 
Coordinaten  des  achten  Schnittpunktes  0  linearen  Gleichungen 
nichts,  als  die  Coordinaten  der  8  Schnittpunkte. 

Schliesslich  entwickeln  wir  die  4  Bedingungsgleichungen 
welchen  die  Coefficienten  in  der  Gleichung  der  Oberfläche  (8), 
^  =  0,  zu  genügen  haben,  wenn  diese  Oberfläche  durch  das 
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der  zweiten  Oberfläche  (l),   9  =  0,  und  der  Oberfläche  (17 j, 
^  =  0,  gemeinsame  System  harmonischer  Pole  gehen  soll. 

Wir  bilden  zu  diesem  Zwecke  die  analoge  Gleichung  (11), 
indem  wir  in  jener  Gleichung  für  die  Buchstaben  a  und  x 
die  Buchstaben  c  und  ft  setzen ;  und  entwickeln  den  linken 
Theil  der  so  veränderten  Gleichung  nach  Potenzen  und  Pro- 
ducten  der  Variabein  u,  v,  tVj  r  wie  folgt: 


(26)  .  . 


Ol  > 


^^00  +  ^^007    ^&01+^^i 


U 


V 


'  '  ^6o3  +  f^^( 


03; 


u 


•  ^^3  +  f*^13i    V 

•  •   -^^23  +  ^*^23?    *^ 

•  •  ^^33  "T    f*^33J    ^* 


.  .  r 


0 


Alsdann  hat  man  für  beliebige  Werthe  von  A  und  (i  die 
der  Gleichung  (14)  entsprechende  Bedingungsgleichung: 

(27) i:f,n»^m„=0. 

Da  aber  nach  der  Entwickelung  (26)  die  Ausdrücke  Am  n 
von  der  Form  sind: 

(28)  .  .  .  ^'„,  =  AM,!,V  +  PfiÄii*  +  A^»^iV  +  f*»^"*, 

30  zerfällt   die  Gleichung  (27)   in   die   folgenden   gesuchten 
Bedingungsgleichungen : 


(29)  .  .  . 


^  f  m  n  -^m  n 
•m  n  -^m n 


2^  €tn  M  -A 


111 
nn 

122 


0, 
0, 


112 
'Tri  n  ■^'-m  n 


2jEmn  A., 


0, 


2;*„.^"»  =  o. 


Unter  diesen  4  Bedingungsgleichungen  befinden  sich 
zwei,  welche  wir  bereits  entwickelt  haben.  Denn  setzt  man 
A  =  1,  X  =  ^  =  0,  so  wird  nach  (28)  und  (15)  A\n  =  A}^^ 


>-m  n 


und  C\nH  ^  Cjnn  y  uud  da  unter  diesen  Umständen  (26)  und 
(12)  die  Entwickelungen  desselben  Ausdruckes  darstellen,  so 
hat  man: 


rill 
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(^^) Cmn    "=  Amn    • 

Ebenso  findet  man,  wenn  man  die  Entwickelungen  von 
(26)  und  (18)  vergleicht  in  der  Voraussetzung,  dass  ft  =  1, 
X  ==  A  =  0,  dass: 

(31) Ä, 
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Hiemach  fällt  die  erste  Gleichung  (29)  mit  der  letzten 
Gleichung  (16)  zusammen  und  die  letzte  Gleichung  (29)  mit 
der  letzten  Gleichung  (21),  gleich  wie  die  erste  Gleichung 
(16)  und  die  erste  Gleichung  (21)  zusammenfielen. 

Die  12  linearen  Bedingungsgleichungen,  welche  die  Coef- 
ficienten  in  der  Gleichung  der  Oberfläche  zweiter  Ordnung  (8), 
^  =  0,  zu  erfüllen  haben,  wenn  diese  Oberfläche  durch  die 
drei  betrachteten  Systeme  harmonischer  Pole  gehen  soll,  re- 
duciren  sich  also  auf  9  Bedingungen,  welchen  unter  allen 
Umständen  genügt  werden  kann;  was  wir  als  geometrischen 
Satz  also  ausdrücken: 

Durch  die  Spitzen  der  12  Kegel  zweiter  Ord- 
nung, welche  sich  durch  die  Schnittcurve  je  zweier 
von  drei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  legen  las- 
sen, geht  eine  unzweideutig  bestimmte  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  hindurch. 

Wir  legen  auf  diesen  Satz  besonders  deshalb  ein  Gewicht, 
weil  er  lehrt,  aus  den  Coefficienten  in  den  Gleichimgen  von 
irgend  drei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  in  symmetrischer 
Weise  die  Coefficienten  in  der  Gleichung  einer  unzweideutig 
bestimmten  Oberfläche  zweiter  Ordnung  zu  bilden,  die  eine 
leicht  ausdrückbare  geometrische  Beziehung  hat  zu  den  ge- 
gebenen 3  Oberflächen  zweiter  Ordnung. 

Es  bedarf  nicht  der  drei  auseinandergesetzten  Operationen, 
um  die  9  linearen  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  Coef- 
ficienten in  der  Gleichung  der  Oberfläche  (8),  %  =  0,  herzu- 
leiten ,  wenn  diese  Oberfläche  durch  die  genannten  12  Kegel- 
spitzen gehen  soll.  Man  kann  diese  drei  Operationen  in  eine 
vereinigen. 

Zu  diesem  Zwecke  bemerken  wir,  dass  die  drei  Aus- 
drücke (12),  (18),  (26)  sich  durch  folgenden,  allgemeineren 
darstellen  lassen: 


(32)  .  . . 


xaoo  +  ^^00  +  f*^oo? «»03  +  ^hi  +  f*^03>  «^ 

xa,o  +  A6,o  +  ^Cio, xajg  +  khy^  +  ^c,3,  v 

Xajo  +  A&20  +  ^^20; ««23  +  ^^^23  +  ^^23;    ^ 

«»30  +  ^h^  +  f^^SO; ««33  +  '^^38  +  **^33;   ^ 

w,  . . . .    r,  0 


} 


I 
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wenn  man  annimmt;  dass  eine  von  den  drei  Variabein  x,  X,  ^, 
gleichviel  welche,  gleich  0  ist.  Unter  dieser  Annahme  er- 
halten wir  nun  die  gesuchten  Bedingungsgleichungen,  indem 
wir  den  angegebenen  Ausdruck  (32)  nach  Potenzen  und  Pro- 
ducten  der  Variabein  u,  v,  Wj  r  entwickeln,  für  m^,  wv,  v*  .  .  . 
respective  setzen  Bqq,  £q|,  f,),  .  .  .,  den  so  geänderten  Aus- 
druck (32),  der  eine  homogene  Function  der  Variabein  x,  A,  ft 
von  der  dritten  Ordnung  ist,  nach  Potenzen  und  Producten 
dieser  Variabein  entwickeln  und  die  Coefßcienten  derselben 
in  der  Entwicklung  einzeln  gleich  0  setzen,  mit  Ausnahme 
des  zehnten  Coefficienten,  der  mit  dem  Product  xlfi  multi- 
plicirt  ist,  welches  unter  jeder  der  obigen  Annahmen  ver- 
schwindet. 

Was  den  Ausdruck  (32)  betrifft,  so  erinnern  wir  daran, 
dass  er,  gleich  0  gesetzt,  nichts  anderes  ist,  als  die  Gleichung 
derjenigen  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  welche  in  Punkt- 
coordinaten  sich  so  darstellt: 

xf  -{-  X{p  -\-  firlj  ^=»0. 

An  diese  allgemeinen  Betrachtungen  schliessen  sich  die 
folgenden  speciellen  Untersuchungen  an. 

In  der  Bestimmung  eines  Systemes  von  vier  harmonischen 
Polen  ^ner  gegebenen  Oberfläche  zweiter  Ordnung  herrscht, 
wie  wir  gesehen  haben,  eine  grosse  Willkür.  Der  erste  Pol  0 
kann  ganz  willkürlich  genommen  werden,  der  zweite  1  be- 
liebig auf  der  Polarebene  des  ersten,  der  dritte  2  beliebig 
auf  der  Schnittlinie  der  Polarebenen  der  beiden  ersten,  wo- 
durch endlich  der  vierte  Pol  3  als  der  Schnittpunkt  der  Polar- 
ebenen  der  drei  ersten  Pole  bestimmt  ist.  Wählt  man  den 
Mittelpunkt  der  gegebenen  Oberfläche  als  den  ersten  Pol,  so 
fallen  zwar  die  drei  übrigen  1,2,3  in  das  Unendliche,  jedoch 
bleiben  die  Richtungslinien  Ol ,  02,  03,  in  welchen  die  drei 
Pole  von  dem  Mittelpunkte  aus  gesehen  werden.  Die  drei 
Sehnen  der  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  welche  auf  den  ge- 
nannten Bichtungslinien  von  der  Oberfläche  begrenzt  werden, 
nennt  man  conjugirte  Durchmesser  der  Oberfläche  zwei- 
ter Ordnung. 

Auch  die  Bestimmung  der  Richtungen  der  conjugirten 
Durchmesser  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  enthält  viel 


1 


^rr"^' 
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Willkürliches.  Denn  man  kann  einen  Durchmesser  beliebig 
durch  den  Mittelpunkt  der  Oberfläche  gehen  lassen.  Der 
zweite,  durch  den  Mittelpunkt  gehende  conjugirte  Durchmesser 
wird  beliebig  gewählt  werden  können  in  der  Polarebene  des 
auf  dem  ersten  Durchmesser  unendlich  entfernten  Punktes. 
Der  dritte  conjugirte  Durchmesser  ist  dann  die  Schnittlinie 
der  Polarebenen  der  beiden,  auf  den  zwei  ersten  Durchmessern 
unendlich  entfernten  Punkte, 

Es  ist  eine  charakteristische  Eigenschaft  der  conjugirten 
Durchmesser  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  dass  die 
Sehnen  der  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  welche 
dem  einen  Durchmesser  parallel  sind,  halbirt  wer- 
den durch  die  Ebene,  welche  durch  die  beiden  an- 
deren conjugirten  Durchmesser  gelegt  ist.  Diese 
Eigenschaft  der  conjugirten  Durchmesser  ist  eine  unmittelbare 
Folge  aus  ihrer  Definition  und  der  aus  der  zehnten  Vorlesung 
bekannten  Eigenschaften  des  Poles  und  der  Polarebene.  Wir 
bezeichnen  diese  Eigenschaft  als  eine  charakteristische,  weil 
auch  der  umgekehrte  Satz  gilt:  Wenn  die  Sehnen  einer 
Oberfläche  zweiter  Ordnung,  welche  parallel  lau- 
fen einem  von  drei  Durchmessern  der  Oberfläche 
zweiter  Ordnung,  durch  die  Ebene  halbirt  werden, 
welche  durch  die  beiden  anderen  Durchmesser  ge- 
legt ist,  so  sind  die  drei  Durchmesser  conjugirte 
Durchmesser.  Denn  der  Mittelpunkt  der  Oberfläche  und 
die  drei  auf  den  Durchmessern  in  dem  Unendlichen  liegenden 
Punkte  bilden  ein  System  harmonischer  Pole  der  Oberfläche. 

Man  nennt  die  conjugirten  Durchmesser  Haupt axen 
der  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  wenn  sie  auf  einander  senk- 
recht stehen.  Die  Bestimmung  derselben  wird  den  Gegen- 
stand der  neunzehnten  Vorlesung  bilden. 

Wenn  zwei  Systeme  harmonischer  Pole  0,  1,  2,  3  und 
4,  5,  6,  7  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  gegeben  sind,  so 
weiss  man,  dass  jede  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  welche 
durch  7  von  diesen  Punkten  hindurchgeht,  auch  durch  den 
achten  Punkt  geht.  Lässt  man  die  Punkte  0  und  4  zusammen- 
fallen, so  bestimmen  die  5  geraden  Linien  Ol,  02,  03,  05,  06, 
als  Kanten,  einen  Kegel  zweiter  Ordnung.  Da  dieser  Kegel, 
eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  durch  7  von  den  genannten 
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Punkten  hindurchgeht,  so  geht  er  auch  durch  den  achten 
Punkt y  und  die  gerade  Linie  07  ist  mithin  auch  eine  Kante 
des  Kegels.     Man  hat  daher  den  Satz: 

Wenn  von  zwei  Systemen  harmonischer  Pole 
einer  und  derselben  Oberfläche  zweiter  Ordnung 
ein  Pol  des  einen  Systemes  mit  einem  Pole  des  an- 
deren Systemes  zusammenfällt,  so  liegen  die  von 
dem  gemeinsamen  Pole  nach  den  6  anderen  Polen 
gezogenen  geraden  Linien  auf  einem  Kegel  zweiter 
Ordnung. 

,  Rücken  die  beiden  Punkte  0  und  4  in  den  Mittelpunkt 
der  Oberfläche,  so  werden  die  6  geraden  Linien  Ol,  02,  03, 
05,  06,  07  zwei  Systeme  conjugirter  Durchmesser  der  Ober- 
fläche, und  man  hat  den  Satz: 

Irgend  zwei  Systeme  conjugirter  Durchmesser 
einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  sind  6  Kanten 
eines  Kegels  zweiter  Ordnung. 

Daraus  folgt: 

Wenn  ein  Kegel  zweiter  Ordnung  durch  ein 
System  conjugirter  Durchmesser  einer  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  geht,  so  geht  er  durch  unendlich 
viele  Systeme  conjugirter  Durchmesser  der  Ober- 
fläche. 

Denn  man  kann  jede  Kante  des  Kegels  als  Durchmesser 
eines  zweiten  Systemes  conjugirter  Durchmesser  betrachten. 
Die  beiden  anderen  Durchmesser  des  Systemes,  welche  auf 
dem  Kegel  liegen,  werden  dadurch  bestimmt  sein.  * 

Die  um  den  Coordinatenanfangspunkt  mit  beliebigem  lia- 
dius  beschriebene  Kugel  ist,  wie  aus  der  Gleichung  derselben 
ersichtlich,  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung.  Jede  drei,  durch 
den  Mittelpunkt  gelegte  und  auf  einander  senkrecht  stehende 
gerade  Linien  sind  nach  dem  Vorhergehenden  conjugirte 
Durchmesser  der  Kugel ,  und  von  zwei  solchen  Systemen  con- 
jugirter Durchmesser  gilt  der  Satz : 

Zwei  Systeme  von  drei,   aus  demselben  Punkte 
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ausgehenden  geraden  Linien^  welche  auf  einander 
senkrecht  stehen^  sind  6  Kanten  eines  Kegels  zwei- 
ter Ordnung. 

Daraus  folgt: 

Wenn  ein  Kegel  zweiter  Ordnung  auf  seiner 
Oberfläche  drei  auf  einander  senkrecht  stehende 
Kauten  hat^  so  hat  er  unendlich  viele  Systeme  von 
drei  auf  einander  senkrechi  stehenden  Kanten. 

Denn  man  kann  jede  beliebige  Kante  des  Kegels  als 
einem  solchen  Systeme  zugehörig  betrachten. 

Da  eine  gerade  Linie  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung 
in  zwei  Punkten  schneidet^  und  eine  Ebene  dieselbe  Ober- 
fläche in  einem  Kegelschnitt  schneidet,  so  muss  auch  eine 
gerade  Linie ,  welche  in  der  Ebene  des  Kegelschnittes  liegt^ 
denselben  in  zwei  Punkten  schneiden.  Zwei  Punkte  in  der 
Ebene  des  Kegelschnittes ;  deren  Verbindungslinie  den  Kegel- 
schnitt in  harmonischen  Punkten  schneidet,  sind  harmo- 
nische  Pole  des  Kegelschnittes.  Drei  Punkte,  von  welchen 
je  zwei  harmonische  Pole  des  Kegelschnittes  sind,  bilden  ein 
System  harmonischer  Pole  des  Kegelschnittes. 

Dieses  vorausgesetzt,  kehren  wir  zu  der  beschriebenen 
Raumfigur  zurück.  Wir  hatten  eine  Oberfläche  zweiter  Ord- 
nung und  irgend  zwei  Systeme  harmonischer  Pole  0,  1,  2,  3 
und  4,  5,  6,  7,  von  welchen  die  Pole  0  und  4  in  einen  Punkt 
04  zusammenfielen,  mithin  auch  die  Ebenes  12  3  und  5  6  7 
in  eine  Ebene  E.  Diese  Ebene  E  schneidet  die  Oberfläche 
in  einem  Kegelschnitt,  in  Rücksicht  auf  welchen  die  Punkte 
1,  2,  3  ein  System  harmonischer  Pole,  die  Punkte  5,  6,  7  ein 
zweites  System  harmonischer  Pole  bilden.  Wir  hatten  femer 
einen  Kegel  zweiter  Ordnung,  der  durch  die  genannten  beiden 
Systeme  ging,  und  dessen  Spitze  in  dem  gemeinsamen  Punkte 
04  lag.  Dieser  Kegel  wird  von  der  Ebene  E  wieder  in  einem 
Kegelschnitt  geschnitten,  der  durch  die  beiden  Systeme  har- 
monischer Pole  des  Kegelschnittes  geht. 

Sieht  man  ab  von  der  Raumfigur  und  drückt  die  be- 
schriebene Figur  in  der  Ebene  E  durch  Worte  aus,  so  hat 
man  den  Satz: 
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Durch  irgend  zwei  Systeme  harmonischer  Pole 
eines  Kegelschnittes  lässt  sich  wieder  ein  Kegel- 
schnitt legen. 

Daraus  folgt: 

Wenn  ein  Kegelschnitt  durch  ein  System  har- 
monischer Pole  eines  gegebenen  Kegelschnittes 
geht;  so  geht  er  durch  unendlich  viele  Systeme 
harmonischer  Pole   des  gegebenen  Kegelschnittes. 

Man  kann  den  vorletzten  Satz  auch  umkehren,  wodurch 
er  die  Gestalt  erhält: 

Irgend  6  Punkte  eines  Kegelschnittes,  in  zwei 
Gruppen  von  drei  Punkten  zertheilt,  bilden  zwei 
Systeme  harmonischer  Pole  eines  bestimmten  Kegel- 
schnittes. 

Auf  die  weitere  Begründung  dieses  Satzes  geben  wir 
jedoch  nicht  ein. 

Werfen  wir  schliesslich  einen  Rückblick  auf  das  am  An- 
fange der  Vorlesung  behandelte  Problem  „die  Spitzen  der 
vier  Kegel  zu  bestimmen,  welche  durch  die  Schnittcurve 
zweier  gegebenen  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  /*=0  und 
^  t=a  0,  hindurchgehen'^;  so  sehen  wir,  dass  dasselbe  sich 
rein  algebraisch  auffassen  lässt.  Das  algebraische  Problem 
lautet  also: 

Die  linearen  Substitutionen: 

X  =  XqX  -\-  x^Y  •}-  X2Z  -{-  x^P, 

0  =  ^,X  +  0,Y  +  0^2  +  z^P, 

so  zu  bestimmen,  dass  zwei  gegebene,  homogene 
Functionen  f  und  tp  der  Variabein  a;,  y,  is,  p  von  der 
zweiten  Ordnung  durch  die  Substitutionen  trans- 
formirt  werden  in  die  Form: 

f  =  (t,X^  +  ^iF«  +  fi^Z^  +  p,PS 


/ 


ä 


»  •,•- 
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Denn  macht  man  die  angegebenen  Substitutionen  in  den  ge- 
gebenen Functionen  f  und  tp  und  lässt  die  Coefficienten  der 
Producte  der  neuen  Variabein  verschwinden,  so  erhalt  man 
gerade  die  12  Gleichungen  (6),  welche  die  Coordinaten  der 
vier  Eegelspitzen  bestimmen.  Daraus  ergiebt  sich  die  geo- 
metrische Bedeutung  der  Coefficienten  in  den  angegebenen 
Substitutionen  des  vorgelegten  algebraischen  Problemes.  Sie 
stellen  nämlich  die  homogenen  Coordinaten  der  Spitzen  der 
vier  Kegel  dar,  welche  sich  durch  die  Schnittcurve  der  beiden 
Oberflächen  zweiter  Ordnung  f==0  und  g)  =0  hindurch- 
legen lassen. 

Wir  begnügen  uns  an  dieser  Stelle,  den  Zusammenhang 
des  algebraischen  Problems  mit  dem  entsprechenden  geometri- 
schen Probleme  dargelegt  zu  haben  als  Einleitung  in  die 
zwanzigste  Vorlesung,  in  welcher  das  erweiterte  algebraische 
Problem  ausführlicher  wird  behandelt  werden. 


Siebenzehnte  Vorlesung. 

Grenzflächen  zweiter  Ordnung,  welche  acht 
beliebig  gegebene  Ebenen  berühren. 


Acht  Tangentenebenen  bestimmen  eine  Oberfläche  zwei- 
ter Ordnung  nicht  vollständig.     Es  seien  daher: 

F=Äo,u^  +  2A,,uv  +  A,y+  ...  =0, 
O  =  BqqU^  +  2B^^uv'j'  B^y  +  ...  ==0    • 

die  homogenen  Gleichungen  zweier  gegebenen  Oberflächen 
zweiter  Ordnung,  welche  8  gegebene  Ebenen  berühren.  Unter 
dieser  Voraussetzung  stellt  die  Gleichung: 

(2) F+kO  =  0 

mit  dem  willkürlichen  Factor  X  alle  Oberflächen  zweiter  Ord- 
nung dar,  welche  die  8  gegebenen  Ebenen  berühren,  oder, 
um  einen  anderen  Ausdruck  zu  brauchen,  welche  die  den 
gegebenen  beiden  Oberflächen  gemeinsamen  Tangentenebenen 
berühren. 
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unter  den  Oberflächen  (2)  wird  wenigstens  eine  Grenz- 
fläche zu  finden  sein^  weil  der  unbestimmte  Factor  A  sich 
immer  so  bestimmen  lässt;  dass  der  in  (4)  der  fünfzehnten 
Vorlesung  entwickelten  einzigen  Bedingung  für  die  Grenz- 
fläche Genüge  geschieht.  Das  heisst^  es  giebt  wenigstens 
einen  Kegelschnitt,  welcher  von  8  beliebig  gegebenen  Ebenen 
berührt  wird. 

Um  die  Anzahl  der  verschiedenen  Grenzflächen  (2)  zu 
bestimmen;  nehmen  wir  an^  dass  der  Factor  X  in  jener  Glei- 
chung der  Grenzfläche  entspreche ;  und  dass  u^  v,  w,  r  die 
Coordinaten  der  Ebene  der  Grenzfläche  seien.  In  dieser  Vor- 
aussetzung hat  man  nach  (3)  der  fünfzehnten  Vorlesung: 

F\u)  +  X0\u)  =0, 
FXv)  +  X0Xv)  =0, 
r{w)  +  l0\w)  =  O, 
F'(r)+A*'(r)=0, 

woraus  sich  durch  Elimination  der  Coordinaten  ergiebt: 


(3) 


^00  "T  ^-^00;  -^01 


(4)  V  = 


"T  ^-^01  ;  •  •  •  •  -«^03    I     ^-^03 

-^10  H"  ^-^iOt   -^11  4"  ^-^11?  •  •  •  •  -^13  "f"  ^-^13 

-^20     I     ^  -^20;    -^21  "1"  ^-^21 ;   •  •  •  •  -^3    I     ^-^23 

I     X  x>3|  ;  .  .  .  .  -A33  -|-  AXI33 


-^30    l     ^^30^    -^31 


=  0. 


Diese  Gleichung  ist  eine  biquadratische  in  L  Daher  hat 
man  den  Satz: 

Es  giebt  vier  Grenzflächen  zweiter  Ordnung, 
welche  alle,  zweien  gegebenen  Oberflächen  zweiter 
Ordnung  gemeinsamen  Tangentenebenen  berühren; 

oder  mit  anderen  Worten: 

Es  giebt  vier  Kegelschnitte,  welche  von  8  be- 
liebig gegebenen  Ebenen  berührt  werden. 

Bezeichnet  man  mit  X^y  Aj,  Aj,  A3  die  vier  Wurzeln  der 
biquadratischen  Gleichung  (4),  mit  0,  1,  2^  3  die  Ebenen  der 
vier  Grenzflächen  und  durch  Beifügung  der  Indices  0,  1,  2,  3 
an  die  Variabein  respective  die  Coordinaten  der  Ebenen  der 
vier  Grenzflächen,  so  ergeben  sich  auf  dem  in  der  vorher- 
gehenden Vorlesung  eingeschlagenen  Wege  die  Gleichungen: 


i 


■ 
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U„,0\Un)  +  V,a^\Vn)  +  W?m*'(«^»)  +  r„,OXrn)  =  0, 
U„,F\Un)  +  VmF\Vn)  +  WmFXWn)  +  r,«F'(*"«)  =  », 

in  welchen  m  und  n  irgend  zwei  verschiedene  von  den  Zah- 
len 0,  1,  2,  3  bedeuten,  und  daraus  endlich: 

v,,,{F\ru)  -f  XOXun)}  +  V„,{F\Vn)  +  lOXvn)} 
+  w,,  {F\w,)  +  WXwn) }  +  rm{ FXtu)  +  A^'(^«)}  =  0, 
welche  Gleichung  folgende  geometrische  Deutung  zulfisst: 

Es  giebt  vier  Grenzflächen  zweiter  Ordnung, 
welche  8  gegebene  Ebenen  berühren.  Die  Ebenen 
dieser  vier  Grenzflächen  bilden  ein  System  harmo- 
nischer Polarebenen  jeder  Oberfläche  zweiter  Ord- 
nung, welche  die  8  gegebenen  Ebenen  berührt. 

Da  die  vier  Punkte,  in  welchen  sich  je  drei  Ebenen  aus 
einem  Systeme  harmonischer  Polarebenen  schneiden,  ein 
System  harmonischer  Pole  bilden,  so  schneiden  sich  je  drei 
Ebenen  der  vier  Grenzflächen  in  vier  Punkten,  die  ein  System 
harmonischer  Pole  für  alle  jene  Oberflächen  zweiter  Ordnung 
bilden.  Diese  Bemerkung,  zusammengehalten  mit  den  Re- 
sultaten der  vorhergehenden  Vorlesung,  giebt  den  Satz: 

Das,  zweien  gegebenen  Oberflächen  zweiter 
Ordnung  gemeinsame  System  harmonischer  Pole 
ist  nicht  allein  ein  System  harmonischer  Pole  für 
jede  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  welche  durch 
die  Schnittcurve  der  beiden  gegebenen  Oberflächen 
hindurchgeht,  sondern  auch  für  jede  Oberfläche 
zweiter  Ordnung,  welche  alle  gemeinsamen  Tan- 
gentenebenen der  gegebenen  beiden  Oberflächen 
berührt.  Die  vier  Ebenen,  welche  je  drei  harmo- 
nische Pole  des  Systemes  verbinden,  sind  die 
Ebenen  der  vier  Grenzflächen  zweiter  Ordnung, 
welche  die  gemeinsamen  Tangentenebenen  der  ge- 
gebenen beiden  Oberflächen  berühren. 

Eliminirt  man  aus  je  zwei  Gleichungen  (3)  den  Factor  A, 
so  erhält  man  die  Gleichungen  von  sechs  Oberflächen  zwei- 
ter Ordnung,  welche  das,  den  gegebenen  beiden  Oberflächen 

Hjbesb,  aualyt.  Geometrie  d.  Baumea.    9.  Aufl.  14 
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gemeinsame  System  harmonischer  Polarebenen  berühren.  Com- 
ponirt  man  aus  diesen  Gleichungen  die  Gleichung: 

(6)  .  .  . .     X  =  (?o,  {F'(«)*'(«)  -  F'(v)^'i^)} 

+ 

+  Qn  {F\v>)^'{r)  -  J"(^)«5'(«')}  =  0 

mit  den  sechs  willkürlichen  Constanten  q^ny  so  stellt  diese 
Gleichung  in  Ebenencoordinaten  eine  jede  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  dar,  welche  das  genannte  System  harmonischer  Polar- 
ebenen berührt. 

Zwischen  den  Coefficienten  in  der  Entwickelung  dieser 
Gleichung : 

(7)  .  .  .     X  =  E^^u^  +  2E^,^uv  +  E^iV^  + =  0 

finden  vier  lineare  Bedingungsgleichungen  statt;  von  welchen 
wir  eine  besonders  hervorheben,  aus  der  die  übrigen  ohne 
Schwierigkeit  hervorgehen. 

Um  die  Gleichung  der  Oberfläche  i^  =  0  in  Punkt- 
coordinaten  zu  übertragen  ^  hat  man  nach  den  Vorschriften 
der  zehnten  Vorlesung  bekanntlich  die  linearen  Gleichungen 
aufzulösen : 

welche  in  dem  vorliegenden  Falle,  wo  die  Function  F  durch 
(1)  gegeben  ist,  sich  also  gestalten: 

A^^u  +  -4,,t;  -f  A^^w  +  A^^r  =  y, 
A^qU  +  A^^v  -f  A^^w  +  ^23»'  =  ^» 

Die  Auflosungen  dieser  Gleichungen  von  der  Form: 
befreit  von  dem  gemeinsamen  Nenner  a,  seien: 

»10^  +  «II  y  +  «12^  +  «ISP  =  »^; 
«20^  +  «21  .y  +  «22^  +  «23P  =  «^; 

«30^  +  ^3\y  +  0^32^  +  Ö33i^  =  ar, 
indem  f=0  oder  af=0  die  Gleichung  der  Oberfläche  ist 
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in  Punktcoordinaten.  Alsdann  hat  man  zwischen  den  lOCoef- 
Heienten  Ajex  und  den  10  Coefiicienten  a^i  die  Relationen: 

0  =  A^axo  +  Aiixaii  +  ^x2a;i3  +  ^x3«;is, 
welche  wir  in  Worten  also  ausdrücken: 

,,Wenn  man  in  der  Entwickelung  der  16  Ausdrücke: 

^uF\n),  \vF\u),  },wF\u),  \rF\u), 

\iiFXv),  \vF\i:),  \wF{v),  ^rF\v), 

\uF\w),  ^vF\w),  \wF\tv),  \rF\w), 

^uF\r),  i^;F'(r),  h^r{r),  )^rF\r), 

„für  die  Producte: 

ww,      nr,      rv,   .... 

,,respective  setzt: 

,;S0  gehen  dieselben  über  in: 

a,  0,  0,  0, 

0,  a,  0,  0, 

0,  0,  a,  0, 

0,  0,  0,  a." 

Daraus  folgt,  dass  das  erste  mit  q^y  multiplicirte  Glied: 

F\ii)  <^\v)  —  F\v)  0\ii) 

in  der  Gleichung  (6)  durch  die  gleiche  Veränderung  verschwin- 
det. Aber  es  verschwindet  durch  diese  Veränderung  ebenso 
jedes  Glied  der  Gleichung  (6)  und  es  wird  auch  die  Gleichung 
(7)  nach  der  genannten  Veränderung  erfüllt. 

Es  ist  daher: 
(8) 2:£,^na^»n=0 

eine  von  ,den  Bedingungsgleichungen;  die  erfüllt  werden 
müssen,  wenn  die  Oberfläche  (7),  X  =  0,  das  den  beiden 
Oberflächen  (l)  F  =0  und  0  =  0  gemeinsame  System  har- 
monischer Polarebenen  berühren  soll. 

Da  diese  Gleichung  unabhängig  ist  von  der  Natur  der 
Oberfläche  <P  =  0,   weil  die  Coefficienten  aus  der  Gleichung 
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der  Oberfläche  nicht  in  sie  eingehen ,  so  hat  man  zu  ihrer 
Bildung  folgende  Regel: 

Wenn: 

Eq^u''  +  2^01  wv  +  ^n^^  + =  0 

die  Geichung  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung 
in  Ebenencoordinaten  ist  und: 

die  Gleichung  einer  zweiten  Oberfläche  in  Punkt- 
coordinaten^  so  erhält  man  die  Bedingungsglei- 
chung;  dass  die  erste  Oberfläche  irgend  ein  System 
harmonischer  Polarebeuen  der  zweiten  Oberfläche 
berühre,  entweder,  indem  man  in  der  Ebenen coordi- 
natengleichung  für  die  Producte  der  Variabein: 

MW,      UV,      VVy    .    .    . 

respective  die  Coefficienten  aus  der  Punktcoordi- 
natengleichung  setzt: 

oder  wenn  man  in  der  Punktcoordinatengleichnng 
für  die  Producte  der  Variabein: 

XX,    xy,    yy,  .  .  . 

respective  die  Coefficienten  aus  der  Ebenencoordi- 
natengleichung  setzt: 

7^  "P  TP 

-^00»       ■'^OM       -^IXf    •    •    • 

Aus  dem  Vergleiche  dieser  Regel  mit  der  entsprechenden 
der  vorhergehenden  Vorlesung  oder  aus  der  geometrischen 
Bedeutung  von  (8)  in  dieser  und  von  (9)  in  der  vorhergehen- 
den Vorlesung  ergiebt  sich  folgender  Satz: 

Wenn  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  durch 
irgend  ein  System  harmonischer  Pole  einer  zweiten 
Oberfläche  zweiter  Ordnung  hindurchgeht,  so  be- 
rührt die  erste  Oberfläche  ein  System  harmonischer 
Polarebenen  der  zweiten  Oberfläche. 

Um  aus  der  angegebenen  Regel  die  vier  linearen  Be- 
dingungsgleichungen abzuleiten,  welche  die  Coefficienten  in 
der  Gleichung  (7),  X  =  0,  zu  erfüllen  haben,  wenn  die  durch 


] 


^7"'. 


-.«T« 
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sie  dargestellte  Oberfläche  das  den  beiden  Oberflächen  F  =^0 
und  0  =  0  gemeinsame  System  harmonischer  Polarebenen 
berühren  soll,  bemerken  wir,  dass,  welches  auch  die  Werthe 
von  X  und  X  seien,  die  Gleichung: 

eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  darstellt,  welcher  jenes  Sy- 
stem harmonischer  Polarebenen  ebenfalls  zugehört. 

Drücken  wir  daher  diese  Oberfläche  durch  ihre  Gleichung 
in  Punktcoordinaten  aus,  wie  folgt: 


(9) 


^•^00     I     ^-^00'    •    •    ' 

•       ^-^03     "t"     XJjQ^y      X 

'^-^lO  "1"  ^-^fOJ    •    •    • 

.  x^,3  + A£,3,  y 

xÄ^o  +  XB.,oy  .  .  . 

.    X^23  +  ^^237    ^ 

^^30    1    ^-^:io;  •  •  • 

•    ^-^33  +  ^^33?  P 

X, 

.    p,                    0 

=  0, 


und  setzen  in  der  Entwickelung  nach  Potenzen  und  Producten 
der  variabeln  Coordinaten  für: 

^^f    ^y,    yy,  ' '  '  ' 

respective:  ^oo';     -^oi;     -^m  •  •  •  •  > 

so  erhalten  wir  eine  Gleichung,  welche  für  beliebige  Werthe 
der  Variabeln  x  und  X  Statt  findet.  Da  diese  Gleichung  aber 
homogen  und  vom  dritten  Grade  ist,  so  zerfällt  sie  in  die 
gesuchten  vier  Bedingungsgleichungen,  indem  die  Coefficien- 
ten  der  vier  Potenzen  und  Producte  der  Variabeln  einzeln 
verschwinden. 

Die  vier  Bedingungen,  dass  die  Oberfläche  (7)»  X  =  0,  das 
den  beiden  Oberflächen  zweiter  Ordnung  F  =  0  und  ??"=  0: 

(10) ...    w=c^u'  +  2c^^uv  +  c^y  + =  0 

gemeinsame  System  harmonischer  Polarebenen  berühre,  er- 
halten wir  demnach  auf  gleiche  Weise  aus  der  dadurch  ver- 
änderten Gleichung  (9),  dass  man  für  den  Buchstaben  B  den 
Buchstaben  C  setzt.  Da  jedoch  durch  diese  Veränderung  der 
Coefficient  von  x^  in  jener  Gleichung  ungeändert  bleibt,  so 
sieht  man,  dass  von  den  vier  neuen  Bedingungsgleichungen 
eine  mit  einer  der  vier  vorhin  erwähnten  zusammenfällt,  dass 
also  die  8  Bedingungen,  welche  die  Oberfläche  (7),  X=^  0,  zu 
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erfüllen  hat,  wenn  dieselbe  sowohl  das  den  Oberflächen  F=^0 
und  0=0,  als  auch  das  den  Oberflächen  F  =0  und  W^=0 
gemeinsame  System  harmonischer  Polarebenen  berühren  soll,^ 
sich  auf  nur  7  Bedingungen  reduciren. 

Das  Paradoxon,  dass  in  dem  vorliegenden  Falle  7  Be- 
dingungen hinreichen,  damit  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung 
8  bestimmte  Ebenen  berühre  ^  findet  seine  Erklärung  in  dem 
Satze  der  elften  Vorlesung,  „dass  alle  Oberflächen  zweiter 
Ordnung,  welche  7  Ebenen  berühren,  auch  noch  eine  durch 
diese  7  Ebenen  bestimmte  achte  Ebene  berühren".  Aus  die- 
ser Erklärung  schöpfen  wir  zugleich  den  Satz,  der  sich  auch 
nach  dem  in  der  zwölften  Vorlesung  entwickelten  Princip  der 
Reciprocität  aus  dem  entsprechenden  Satze  der  vorhergehen- 
den Vorlesung  leicht  ableiten  lässt: 

Alle  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  welche  7 
Ebenen  aus  zwei  Systemen  harmonischer  Polarebe- 
nen einer  und  derselben  Oberfläche  zweiter  Ord- 
nung berühren,  berühren  auch  die  achte  Ebene. 

Der  umgekehrte  Satz  findet  gleichfalls  Statt: 

Acht  Ebenen,  welche  drei  Oberflächen  zweiter 
Ordnung  berühren,  die  von  keinen  Ebenen  ausser 
diesen  gemeinsam  berührt  werden,  in  zwei  Grup- 
pen von  vier  Ebenen  zertheilt,  bilden  zwei  Systeme 
harmonischer  Polarebenen  einer  unzweideutig  be- 
stimmten Oberfläche  zweiter  Ordnung. 

Denn  stellt  man  die  12  Bedingungen  auf,  dass  8  Ebenen^ 
in  zwei  Gruppen  von  4  Ebenen,  0,  1,  2,  3  und  4,  5,  6,  7  zer- 
theilt, zwei  Systeme  harmonischer  Polarebenen  einer  und  der- 
selben Oberfläche  zweiter  Ordnung  bilden,  und  betrachtet  die 
Coordinaten  der  7  Ebenen  1,  2  ...  7  als  gegeben,  dagegen 
die  Coefficienten  in  der  Gleichung  der  Oberfläche  und  die 
Coordinaten  der  Ebene  0  als  gesucht,  so  hat  man  9  lineare 
und  homogene  Gleichungen  zwischen  den  Coefficienten,  wo- 
durch sich  die  Verhältnisse  derselben  unzweideutig  bestimmen, 
und,  nachdem  diese  bestimmt  sind,  noch  3  lineare  homogene 
Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten  der  Ebene  0.     Diese 


i«:'^ 
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letzteren  bestimmen  auf  lineare  Weise  die  Goordinaten  der 
achten  Ebene  0;  welche  mit  den  drei  anderen  Ebenen  1,  2^  3 
das  zweite  System  harmonischer  Polarebenen  der  Oberfläche 
bildet,  oder  mit  anderen  Worten,  sie  bestimmen  die  Goordi- 
naten der  achten  Ebene  0,  welche  alle  Oberflächen  zweiter 
Ordnung  berührt^  welche  die  7  gegebeneu  Ebenen  berühren. 
Aus  dem  vorletzten  Satze  folgt  femer  der  Satz,  dessen 
reciproker  in  der  vorhergehenden  Vorlesung  bereits  entwickelt 
worden  ist: 

Wenn  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  ein  Sy- 
stem harmonischer  Polarebenen  einer  gegebenen 
Oberfläche  zweiter  Ordnung  berührt,  so  berührt 
sie  zugleich  unendlich  viele  Systeme  harmonischer 
Polarebenen  der  gegebenen  Oberfläche. 

Wenn  drei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  (l)  und  (10): 
JP=  0,  0  =={)y  '!*"=  0,  gegeben  sind,  so  sind  mit  ihnen  zu- 
gleich auch  drei  Systeme  harmonischer  Polarebenen  gegeben, 
von  welchen  jedes  einem  Oberflächenpaare  zugehört.  Von  den 
12  linearen  Bedingungsgleichungen,  welche  die  Goefficienten 
in  der  Gleichung  der  Oberfläche  (7),  X  =  0,  zu  erfüllen  haben, 
weon  diese  Oberfläche  jene  drei  Systeme  harmonischer  Polar- 
ebenen gleichzeitig  berühren  soll,  fallen  nach  dem  Vorher- 
gehenden drei  fort,  weil  sie  doppelt  vorkommen.  Es  reduciren 
sich  demnach  die  12  Bedingungsgleichungen  auf  9,  welchen 
die  Goefficienten  in  der  Gleichung  (7),  X  =  0,  immer  ein- 
deutig genügen  können.     Man  hat  daher  den  Satz: 

Drei  Systeme  harmonischer  Polarebenen,  von 
welchen  jedes  zweien  von  drei  gegebenen  Oberflä- 
chen zweiter  Ordnung  gemeinsam  ist,  werden  von 
einer  unzweideutig  bestimmten  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  berührt- 

Die  9  verschiedenen  Bedingungen  zwischen  den  Goef- 
ficienten in  der  Gleichung  der  Oberfläche  (7),  X  =  0,  dass 
diese  Oberfläche  die  drei  Systeme  harmonischer  Polarebenen 
je  zweier  der  drei  gegebenen  Oberflächen  F  =  0,  (D  =  0, 
^  =  0  berühre ,  ergeben  sich  auf  einfache  Art  aus  folgen- 
der Betrachtung. 
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Es  stellt  unter  der  Voraussetzung,    dass    eine   von  den 
drei  variabeln  Grössen  ic,  X,  fi  gleich  0  sei,  die  Gleichung: 

xF+  XO  +  |[t^=0 

eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  dar,  welcher  irgend  eines 
von  den  drei  Systemen  harmonischer  Polarebenen  zugehört. 
Um  die  Bedingung  auszudrücken,  dass  die  Oberfläche  (7), 
X  =  0,  durch  ein  System  harmonischer  Polarebenen  jener 
Oberfläche  hindurchgehe,  übertragen  wir  jene  Gleichung  in 
Punktcoordinaten  wie  folgt: 


Ol) 


.X^53+AB23  +  |[iC23,    Z 
.  X^33  +  ^-S33  +  ^C^33;  P 

.   j),  0 


=  0, 


entwickeln  diese  Gleichung  nach  Potenzen  und  Producten  der 
variabeln  Coordinaten  und  setzen  nach  der  zuletzt  angegebe- 
nen Regel  für: 


•  •  • 


respective : 


^^,    ^y,    yyy 


Die  auf  diese  Weise  geänderte  Gleichung  (11)  ist  homo- 
gen und  von  der  dritten  Ordnung  in  Rücksicht  auf  die  varia- 
beln Grössen  x,  A,  /x.  Da  dieselbe  nun  für  beliebige  Werthe 
jener  variabeln  Grössen,  unter  der  Voraussetzung,  dass  eine, 
gleichviel  welche,  gleich  0  ist,  erfüllt  werden  muss,  wenn 
die  Oberfläche  X  =  0  jene  drei  Systeme  harmonischer  Polar- 
ebenen berührt,  so  müssen  von  den  10  Coefficienten  in  der 
Entwickelung  der  Gleichung  nach  Potenzen  und  Producten 
der  variabeln  Grössen  alle  verschwinden  mit  Ausnahme  des 
zehnten  Coefficienten,  der  mit  dem  Product  xA/tt  multiplicirt 
ist,  welcher  nicht  zu  verschwinden  braucht,  weil  eben  das 
Product  selbst  verschwindet. 

Man  erhält  also  die  gesuchten  9  Bedingungen,  wenn 
man  jene  9  Coefficienten  in  der  Entwickelung  der  auf  die 
angegebene  Weise  geänderten  Gleichung  (11)  einzeln  gleich 
0  setzt. 


Grenzflächen  zweiter  Ordnung,  welche  acht  Ebenen  berühren.     217 

Um  aus  den  vorgetragenen  allgemeinen  Sätzen  specielle 
Folgerungen  für  die  Ebene  zu  machen ,  schicken  wir  einige 
Definitionen  und  Sätze  aus  der  Geometrie  in  der  Ebene  voraus. 

Wenn,  wie  bekannt,  der  geometrische  Ort  des,  einem 
gegebenen  Punkte  zugeordneten  harmonischen  Poles  einer 
Oberfläche  zweiter  Ordnung  die  Polarebene  dieses  Punktes  ist, 
und  man  legt  irgend  eine  Ebene  durch  den  gegebenen  Punkt, 
welche  die  Oberfläche  in  einem  Kegelschnitte  schneidet,  so 
muss  der  geometrische  Ort  des,  dem  gegebenen  Punkte  zuge- 
ordneten Poles,  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt,  eine  gerade 
Linie  sein,  in  welcher  sich  die  Polarebene  und  die  Ebene 
schneiden.  Diese  gerade  Linie  nennt  man  die  Polare  des 
Punktes  in  Bücksicht  auf  den  Kegelschnitt,  und  den  gegebe- 
nen Punkt  den  Pol  der  geraden  Linie. 

Zwei  gerade  Linien  in  der  Ebene  eines  Kegelschnittes, 
von  welchen,  jede  durch  den  Pol  der  anderen  geht,  sind  har- 
monische Polaren  des  Kegelschnittes. 

Drei  gerade  Linien  in  der  Ebene  des  Kegelschnittes,  von 
welchen  je  zwei  harmonische  Polaren  des  Kegelschnittes  sind, 
bilden  ein  System  harmonischer  Polaren  des  Kegel- 
schnittes. Sie  schneiden  sich  also  zu  je  zweien  in  drei  Punk- 
ten, die  ein  System  harmonischer  Pole  des  Kegelschnittes 
bilden.  Man  sieht  hieraus  femer,  dass  die  drei  geraden 
Linien,  welche  ein  System  harmonischer  Pole  eines  Kegel- 
schnittes verbinden,  ein  System  harmonischer  Polaren  des 
Kegelschnittes  bilden. 

Wir  erinnern  endlich  an  den  Satz  aus  der  vierzehnten 
Vorlesung,  „dass  5  Tangentenebenen  eines  Kegels  zweiter 
Ordnung  den  Kegel  unzweideutig  bestimmen,  und  dass  jede 
5  Ebenen,  welche  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen, 
sich  als  Tangentenebenen  eines  ganz  bestimmten  Kegels  zwei- 
ter Ordnung  betrachten  lassen",  woraus  der  Satz  für  die 
Ebene  folgt,  „dass  ö  Tangenten  eines  Kegelschnittes 
den  Kegelschnitt  unzweideutig  bestimmen,  und 
dass  jede  5  gerade  Linien  in  einer  und  derselben 
Ebene  sich  als  die  Tangenten  eines  ganz  bestimm- 
ten Kegelschnittes  betrachten  lassen". 

Mit  diesen  Daten  ausgerüstet  gehen  wir  an  die  Speciali- 
sirung  der  in  dem  Vorhergeli enden  beschriebenen  Figur. 


/ 
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Es  lag  eine  beliebige  Oberfläche  zweiter  Ordnung  vor  und 
zwei  Systeme  harmonischer  Polarebenen  0,  1,  2,  3  und  4,5,  6,  7 
dieser  Oberfläche.  Von  den  letzteren  wissen  wir,  dass  jede  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung,  welche  7  derselben  berührt,  auch  die 
achte  Ebene  berührt.  Wir  lassen  die  Ebenen  0  und  4  in  eine  und 
dieselbe  Ebene  E  zusammenfallen,  wodurch  die  6  geraden  Linien 
Ol,  02,  03;  05,  06,  07  in  jene  Ebene  zu  liegen  kommen. 
Die  drei  ersten  bilden  ein  System  harmonischer  Polaren  des 
Kegelschnittes ,  in  welchem  die  Ebene  JB  die  gegebene  Ober- 
fläche schneidet.  Die  drei  anderen  bilden  ebenfalls  ein  System 
harmonischer  Polaren  desselben  Kegelschnittes. '  Wir.beschrei- 
ben  in  der  Ebene  E  einen  zweiten  Kegelschnitt  K,  welcher 
die  5  geraden  Linien  Ol,  02,  03,  05,  06  berührt.  Fassen  wir 
diesen  Kegelschnitt  als  Grenzfläche  zweiter  Ordnung  auf,  so 
ist  derselbe  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  welche  von  den 
beiden  Systemen  harmonischer  Polarebenen  7  Ebenen  berührt. 
Sie  berührt  also  auch  die  achte  Ebene,  das  heisst,  die  gerade 
Linie  07  ist  Tangente  des  beschriebenen  Kegelschnittes  K. 

Lost  man  die  in  der  Ebene  E  beschriebene  Figur  ab 
von  der  Kaumfigur,  so  beweist  sie  den  Satz: 

Irgend  zwei  Systeme  harmonischer  Polaren  eines 
Kegelschnittes  berühren  einen  Kegelschnitt. 

Daraus  folgt  weiter: 

Wenn  ein  Kegelschnitt  ein  System  harmonischer 
Polaren  eines  gegebenen  Kegelschnittes  berührt, 
so  berührt  derselbe  Kegelschnitt  unendlich  viele 
Systeme  harmonischer  Polaren  des  gegebenen  Ke- 
gelschnittes, 

indem  jede  Tangeute  des  ersten  Kegelschnittes  sich  als  eine 
harmonische  Polare  aus  einem  zweiten  Systeme  harmonischer 
Polaren  des  gegebenen  Kegelschnittes  betrachten  lässt,  wel- 
ches den  ersten  Kegelschnitt  berührt. 

Den  umgekehrten  Satz  führen  wir  nur  historisch  an: 

Irgend  6  Tangenten  eines  Kegelschnittes,  in 
zwei  Gruppen  von  3  Tangenten  vertheilt,  bilden 
zwei  Systeme  harmonischer  Polaren  eines  Kegel- 
schnittes. 


•■. 
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Stellt  man  diese  Sätze  zusammen  mit  den  reciproken  der 
vorhergehenden  Vorlesung,  so  ergiebt  sich  daraus  folgender: 

Zwei  Dreiecke,  welche  einem  Kegelschnitte  ein- 
beschrieben sind,  sind  einem  Kegelschnitte  umbe- 
schrieben; und  zwei  Dreiecke,  welche  einem  Kegel- 
schnitte umbeschrieben  sind,  sind  einem  Kegel- 
schnitte einbeschrieben. 

Kehren  wir  zurück  zu  der  zuletzt  beschriebenen  Raum- 
figur und  beschreiben  in  ihr  einen  Kegel  zweiter  Ordnung, 
welcher  durch  die  5  Tangentenebenen  1,  2,  3,  5,  6,  die  sich 
mit  der  Ebene  7  in  dem  Pole  e  der  Ebene  JB  schneiden,  un- 
zweideutig bestimmt  ist,  so  schneidet  dieser  Kegel  die  Ebene 
E  in  einem  Kegelschnitte  JBf',  der  dieselben  5  Tangenten  Ol, 
02,  03,  05,  06  hat,  wie  der  Kegelschnitt  K,  Es  fallen  daher 
diese  beiden  Kegelschnitte  in  einen  zusammen.  Da  aber  die 
gerade  Linie  07  eine  Tangente  des  Kegelschnittes  K  ist,  so 
ist  die  Ebene  7  eine  Tangentenebene  des  beschriebenen  Kegels. 
Daraus  entspringt  der  Satz: 

Wenn  von  zwei  Systemen  harmonischer  Polar- 
ebenen einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  eine 
Ebene  des  einen  Systemes  mit  einer  Ebene  des  an- 
deren Systemes  zusammenfällt,  so  berühren  die  6 
anderen  Ebenen,  welche  durch  den  Pol  der  zusam- 
menfallenden Ebenen  gehen,  einen  Kegel  zweiter 
Ordnung. 

Rückt  der  Pol  e  in  den  Mittelpunkt  der  Oberfläche,  so 
bilden  die  geraden  Linien  12,  23,  31  ein  System  conjugirter 
Durchmesser  der  Ob«?^rfläche,  gleich  wie  die  geraden  Linien 
56,  67,  75  ein  zweites  System  conjugirter  Durchmesser  bilden. 
In  diesem  Falle  lautet  der  angegebene  Satz  also: 

Die  drei  Ebenen,  welche  durch  je  zwei  conju- 
girte  Durchmesser  eines  Systemes  einer  gegebenen 
Oberfläche  zweiter  Ordnung  gehen,  und  die  drei 
Ebenen,  welche  durch  je  zwei  conjugirte  Durch- 
messer einesanderen  S/stemes  derselbenOberfläche 
gehen,  berühren  einej.  Kegel  zweiter  Ordnung. 
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Daraus  folgt  ferner: 

Wenn  ein  Kegel  zweiter  Ordnung  drei  Ebenen 
berührt^  welche  sich  paarweise  in  drei  conjugirten 
Durchmessern  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung 
schneiden^  so  berührt  der  Kegel  unendlich  viele 
Systeme  von  drei  Ebenen,  die  sich  paarweise  in 
den  conjugirten  Durchmessern  der  Oberfläche 
schneiden. 

Ist  die  gegebene  Oberfläche  zweiter  Ordnung  eine  Kugel, 
so  hat  man  den  Satz: 

Drei  Ebenen,  welche  auf  einander  senkrecht 
stehen,  und  drei  andere  auf  einander  senkrecht 
stehende  Ebenen,  die  sich  in  demselben  Punkte,  wie 
die  drei  ersten,  schneiden,  berühren  einen  Kegel 
zweiter  Ordnung. 

Daraus  folgt: 

Wenn  ein  Kegel  zweiter  Ordnung  ein  System 
von  drei  auf  einander  senkrecht  stehenden  Ebenen 
berührt,  so  berührt  er  unendlich  viele  Systeme  von 
drei  Ebenen,  die  auf  einander  senkrecht  stehen. 

Wir  schliessen  diese  Vorlesung  mit  der  Bemerkung,  dass 
das  Problem  der  vier  Grenzflächen  zweiter  Ordnung,  welche 
von  allen  Ebenen  berührt  werden,  die  gleichzeitig  zwei  ge- 
gebene Oberflächen  zweiter  Ordnung,  jF«=0  und  O  ==  0, 
berühren,  von  welchem  Problem  unsere  Untersuchungen 
ausgingen,  sich  als  ein  rein  algebraisches  auffassen  lässt^ 
nämlich: 

Die  linearen  Substitutionen  zu  bestimmen: 

w  ^=  w^^U  +  w^V -^  w^W -}-  w^B, 
r  =r,U+r,V+r,W+r,R, 

welche  zwei  gegebene,  homogene  Functionen  F  und 


\ 
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<P  der  Varia b ein  w,  r,  w,  r  der  zweiten  Ordnung  trans- 
formiren  in  die  Form: 

F^^  +  ^  +  ^'-+^, 

."0  Ml  f*2  f*S 

<i>  =  ^'  +  »"  +  ?:i+*!. 

vo     '     Vi  Vi      '     va 

Denn  drückt  man  die  Bedingungen  des  Problems  aus^  so 
erhält  man  die  Gleichungen  (5),  welche  die  Ebenen  der  vier 
Gi:enzflächen  bestimmen. 

Dieses  Problem  in  weiterer  Ausdehnung  wird,  wie  be- 
reits angedeutet  worden,  den  Gegenstand  der  zwanzigsten 
Vorlesung  bilden. 


Achtzehnte  Vorlesung. 

Lineare  Coordinaten -Transformation.     Trans- 
formation rechtwinkliger  Coordinatensysteme 
mit  demselben  Anfangspunkte. 


Wenn  irgend  drei  Gleichungen  zwischen  den  drei  recht- 
winkligen Coordinaten  x,  y^  z  eines  beliebigen  Punktes  q  im 
Räume  und  drei  anderen  Grossen  Xj  Y,  Z  gegeben  sind,  so 
nennt  man  letztere  im  weitesten  Sinne  des  Wortes  Coordi- 
naten des  Punktes,  weil  sie,  gleich  viel  ob  eindeutig  oder 
mehrdeutig,  durch  die  gegebenen  Gleichungen  die  recht- 
winkligen Coordinaten  des  Punktes  und  durch  sie  den  Punkt 
q  im  Räume  bestimmen. 

Ein  specieller  Fall  solcher  Coordinaten  sind  die  elliptischen 
Raumcoordinaten,  welche  den  Gegenstand  einer  besonderen 
Vorlesung  bilden  werden. 

Ein  anderer  specieller  Fall  ist  der,  wenn  die  drei  ge- 
gebenen Gleichungen  von  der  Form  sind: 

in  welchen  sämmtliche  U  lineare  Ausdrücke  allein  der  recht- 
winkligen Coordinaten  bedeuten.    In  diesem  Falle  nennt  man 
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!  Coordinaten  X,  Y,  Z  lineare  Coordinaten,  weil  sie 
rch  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eindeutig  bestimmt  sind, 
d  weil  sie  zugleich  wieder  die  rechtwinkli^u  Coordinaten 
ideutig  bestimmen. 

Um  die  geometrische  Bedeutung  dieser  linearen  Coordi- 
ten  festzustellen,  bilden  wir  die  Gleichungen  von  vier  Ebenen : 

t/-„  =  0,     f/,  =0;     f/,  =0,     (7,  =  0, 
liehe   durch   die  Transl'ormationsformeln  (1)  gegeben  sind, 
if  diese   vier,    als   die   Seitenflächen   eines  Tetraeders,   des 
lordinaten-Tetraeders,    aufgefassten   Ebenen,    werden 
r  die  linearen  Coordinaten  beziehen. 

Die  Gleichungen  der  vier  Ebenen  führen  wir  durch  Malti- 
cation  mit  den  Factoren  (*„,  ^|,  y..,,  jt,,  nach  (ö)  der  zwei- 
1  Vorlesung,  zurück  auf  ihre  Normalformeu : 

^(,=.0.,     ^1=0,     ^j  =  0,     ^3=0, 
Iche  wir  in  (I)  für  die  allgemeinen  Formen  einführen,  in- 
m  wir  setzen: 

f7„  =  ^"  ,       ü,  =  -'  ,       IL  =  -^' ,       y,,  =  il . 

Oa  in  die  Gleichungen  (I),  nach  den  angegebenen  Sub- 
tutionen,  nur  die  Verhältnisse  der  Factoren  (i  eingehen ,  so 
nn  man,  ohne  die  Allgemeinheit  dieser  Gleichungen  zu  be- 
irönken,  annehmen,  daas  sümmtliche  Factoren  ^  kleiner  als 
seien  und  gleich  den  Sinus  gewisser  Winkel,  nämlich: 

fi„  ^  sin  Kg,     ftj  ^  sin  «, ,     f*?  ^  siQ  c^r     l^a  '^  s<ii  1^3 ■ 
Wir  denken  uns  nun  vier  Richtungslinien  L^,  L^,  L,,  L^ 

Räume,  jede  derselben  einer  Seitenfläche  des  Tetraeders 
taprechend  der  Art,  dass  die  Richtangslinie  L^  mit  der 
iteniläche  f/,,  ■=  0  den  Neigungswinkel  «g  bildet,  dass  die 
chtungslinie  i,  mit  der  Seitenfläche  U^^0  den  Neignngs- 
nkel  R,  bildet,  und  so  femer.  Ziehen  wir  alsdann  von 
m  Punkte  q  vier  gerade  Linien ,  parallel  den  vier  bestimni- 
1  Richtungslinien,  bis  sie  respective  die  Seitenfiächen  des 
traeders  schneiden,  und  bezeichnen  ihre  Längen  mit  fg,  ly, 

Ig,  so  haben  wir,  weil  Ä^,  A, ,  A^,  A^,  nach  (8)  der  zweiten 
•riesung  die  negativen  Abstände  des  Punktes  g  von  den 
itenflächen  des  Tetraeders  ausdrücken: 
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und  die  Gleichungen  (1)  gehen  bei  dieser  Bezeichnung  über  in: 

welche  Gleichungen  die  geometrische  Bedeutung  der  linearen 
Coordinaten  X;  Y,  Z  erkennen  lassen. 

Löst  man  das  System  Gleichungen  (1)  nach  den  recht- 
winkligen Coordinaten  des  Punktes  q  auf  ^  so  erhält  man  Glei- 
chungen von  derselben  Form: 


/C%\  «*0  ^1  **« 


indem  sämmtliche  u  lineare  Ausdrücke  der  linearen  Coordi- 
naten X,  F,  Z  bezeichnen,  von  derselben  Willkürlichkeit  in 
den  Coefficienten,  wie  die  Ausdrücke  U  in  den  Gleichungen  (1). 
Man  kann  daher  auch  die  Gleichungen  (2)  an  Stelle  der  Glei- 
chungen (1)  als  die  ursprünglichen  nehnen. 

Es  ist  in  vielen  Fällen  zweckmässig,  statt  dreier  linearen 

Coordinaten  vier  homogene  lineare  Coordinaten  X,  F, 

X     Y    Z 

Z,  P  zu  brauchen,  indem  man  für  X,  Y,  Z  setzt  ^^  ^ ;  y 

Sie  bedeuten  gerade  die  in  dem  Vorhergehenden  bezeichneten 
Längen  Iq,  li,l2yh'  Multiplicirt  man  nach  Einführung  dieser 
vier  Coordinaten  Zähler  und  Nenner  der  Ausdrücke  (2)  mit 
P,  so  werden  die  u  in  (2)  von  der  Form: 

UQ  =  Xf^X  +  x^Y+  x^Z  +  iCjP, 

m  «1  =  yoX  +  yi  i^  +  ^2^  +  2/3^^; 

^      t/,  =  ^„X  +  0,  Y  +  ;er2Z  +  ;?3P, 

Die  geometrische  Bedeutung  der  16  Coefficienten  in  die- 
sen Ausdrücken  ergiebt  sich,  wenn  man  je  drei  von  den 
linearen  homogenen  Coordinaten  gleich  0  setzt.  Setzt  man 
zum  Beispiel  F  =  Z  =  P  «=  0,  wodurch  der  Schnittpunkt 
der  drei  Ebenen  CT,  =  0,  CTj  =  0,  i/g  =  0  ausgedrückt  wird, 
so  erhält  man  für  diesen  Schnittpunkt  aus  (2)  die  rechtwink- 
ligen Coordinaten: 
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Es  sind  hiernach  x^^J  yo,  ^q,  Pq  die  rechtwinkligen^  homogenen 
Coordinaten  der  Ecke  des  Coordinaten- Tetraeders,  welche  der 
Seitenfläche  Üq  =  0  gegenüber  liegt,  und  so  femer. 

Ein  specieller  Fall  unserer  linearen  Coordinaten -Bestim- 
mung verdient  hervorgehoben  zu  werden,  weil  er  eine  statische 
Deutung  zulässt.  Wir  meinen  denFall^  wenn  2\)  =Pi  ==1>2  =P^ 
=  1,   für  welchen  die  Gleichungen  (2)  die  Gestalt  erhalten: 


X  = 


X+ Y+Z+P 


w y—     jc+r  +  z  +  p    ~' 

z,X  +  z,Y  +  z^  +  z^ 
^~      '  X+Y  +  Z  +  F         ' 

Betrachten  wir  nämlich  die  Längen  der  linearen  homo- 
genen Coordinaten  X,  Ty  Z,  F  als  Gewichte,  welche  an  den 
Ecken  des  Coordinaten-Tetraeders  ohne  Masse  in  der  Richtung 
der  Schwerkraft  wirken,  so  sind  bekanntlich  die  Ausdrücke  für 
X,  y,  z  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Schwerpunktes  q  des 
Systemes,  dessen  Lage  sich  im  Kaume  zugleich  mit  den  Ge- 
wichten beliebig  ändert.  Diese  Gewicht-Coordinaten  bilden  das 
Fundament  des  barycentrischen  Calculs  von  Moebius,  eines  der 
vielen  Hülfsmittel  zur  analytischen  Behandlung  der  Geometrie. 

Kehren  wir  zu  dem  allgemeinen  Falle  zurück  und  führen, 
indem  wir  für  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  0  setzen 

^  f^-f  -<*  die  homogenen,  rechtwinkligen  Coordinaten  ein,  so 

ergeben  sich  aus  (2)  folgende  Substitutionen: 

X  =  XqX  +  rc,  r  +  x^Z  +  rCgP, 
y  =  y,X+y,Y+y,Z  +  y,P, 
0=z,X  +  z,Y+  z^Z^z,P, 
P=^Po^  +  PiY  +P2Z  +p^P 

zur  Uebertragung   aus   dem  rechtwinkligen  Systeme   in   das 
Tetraeder  -  System. 

Die  aufgelösten  Gleichungen  (5): 

X  =  u^x  +  v^y  -f.  WqZ  +  r^py 

,ßv Y  =  u^x  +  v^y  +  w^z  -\-  r^p, 

Z  =  U^X  +  V^y  +  ^2^  +  ^'iPy 

P  =  Wgo;  +  v^y  +  w^z  +  r.^p 
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dienen  zur  Uebertragung  aus  dem  Tetraedersysteme  in  das 
rechtwinklige  System.  Die  Goefficienten  in  den  letzten  Glei- 
chungen erweisen  sich  als  die  Coordinaten  der  vier  Seiten- 
flächen des  Coordinaten -Tetraeders. 

Die  Coefficienten  in  beiden  Substitutionen  (5)  und  (6)  sind 
ganz  unabhängig  von  der  Lage  des  Punktes  g.  Sie  hängen 
ab  von  der  Lage  der  Coordinatensysteme  zu  einander  und 
ihrer  Gestalt.  Sie  hängen  ausserdem  ab  von  den  Richtungs- 
linien L,  weil  in  die  Substitutionen  nicht  bloss  die  Verhält- 
nisse der  homogenen  Coordinaten  der  Ecken  oder  die  Ver- 
hältnisse der  homogenen  Coordinaten  der  Seitenflächen  des 
Coordinaten -Tetraeders  eingehen. 

Wenn  neben  dem  genannten  Tetraedersysteme  noch 
ein  zweites  derselben  Art  gegeben  ist,  so  vermitteln  Glei- 
chungen von  derselben  Form  wie  (5)  den  Uebergang  von 
dem  rechtwinkligen  Systeme  in  das  zweite  Tetraedersystem. 
Setzt  man  in  beiden  Systemen  Gleichungen  die  Ausdrücke  x 
einander  gleich,  ebenso  die  Ausdrücke  für  y,  und  so  ferner, 
so  erhält  man  Relationen  für  die  Uebertragung  von  einem 
Tetraedersystem  in  ein  anderes  Tetraedersystem.  Die  Auf- 
lösungen dieser  linearen  Relationen  nach  den  Coordinaten 
eines  und  desselben  Systemes  führen  wieder  auf  Gleichun- 
gen von  der  Gestalt  (5)  zurück.  In  diesen  Gleichungen 
hängen  die  Coefficienten  der  Coordinaten  des  anderen  Syste- 
mes allein  ab  von  der  Lage  der  Tetraedersysteme  zu  ein- 
ander, von  ihrer  Gestalt  und  von  den  Richtungslinien  beider 
Systeme. 

Durch  diese  linearen  Transformationen  ändert  sich  die 
Ordnung  einer  homogenen  Gleichung  nicht.  Deshalb  wird 
jede  homogene  Gleichung  der  Coordinaten  der  zweiten  Ord- 
nung, gleichviel  auf  welches  lineare  Coordinatensystem  sie  sich 
bezieht,  immer  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  darstellen, 
sowie  eine  homogene  Gleichung  erster  Ordnung  eine  Ebene; 
und  eine  beliebig  gegebene  Oberfläche  zweiter  Ordnung  oder 
Ebene  wird  in  jedem  linearen  Coordinatensysteme  sich  durch 
eine  Gleichung  zweiter  oder  erster  Ordnung  analytisch  aus- 
drücken lassen. 

Nimmt  man  an,  die  Gleichungen  (5)  seien  die  Trans- 
formationsformeln   zur  Uebertragung   von    einem  Tetraeder- 

Hssss,  analyt.  Geometrie  d.  BanmeB.    3.  Aufl.  15 
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Systeme  in  ein  beliebiges  andere,    und  es  sei  die  Gleichung 
einer  Ebene  in  dem  ersten  Systeme  gegeben: 

tix  4-  ^!/  +  *^^  +  rp  =i  0, 

so  geht  dieselbe  durch  die  Substitutionen  (5)  über  in  eine  von 
gleicher  Form: 

UX+  rY+  WZ+RP=0, 

indem  man  hat: 

U  =  r^oW  +  y^v  +  0^w  +  p^r, 

^rjs V  =  x^u  +  y^v  +  e^tv+2hr, 

W  =  X.2U  +  y^v  +  s^^w  +i^2^> 
R  =- x^u  +  y,^v  +  z^w '\' p,;^r . 

Nennt  man  die,  die  Ebene  im  ersten  Coordinatensystem 
bestimmenden  Coefficienten  u^v^w^r  homogene  Ebenen- 
coordinaten  in  dem  ersten ^  und  demnach  die  Coefficienten 
U,  F,  Wf  R  homogene  Ebenencoordinaten  in  dem  zweiten 
linearen  Coordinatensysteme,  so  hat  man  zur  Uebertragung 
aus  dem  einen  Systeme  in  das  andere  die  Gleichungen  (7). 

Löst  man  diese  Gleichungen  auf,  um  die  Ebenencoordi* 
naten  des  ersten  Systemes  auszudrücken  durch  die  entsprechen- 
den Ebenencoordinaten  des  zweiten  Systemes,  so  erhält  man^ 
da  die  Gleichungen  (6)  die  Auflösungen  sind  der  Gleichungen 
(5),  auf  Grund  von  (23)  der  siebenten  Vorlesung: 

u  =^  u^ü  -\-  ^i^  F  -f*  ^2  TT  +  M3  2?, 

/gN V  =v^  U+ViV+v^W  +  v^R, 

w  ==  WqU -\-  w^  V -\-  W2W -{'  w^R, 
r  =ro.i7+r,  V  +  r^W  +  r.,R. 

Auch  diese  Substitutionen  ändern  die  Ordnung  einer  homo- 
genen Gleichung  nicht.  Es  ist  daher  in  jedem  linearen  Goordi- 
natensysteme  eine  homogene  Gleichung  der  zweiten  Ordnung 
in  Ebenencoordinaten  der  analytische  Ausdruck  für  eine  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  und  eine  homogene  Gleichung  der 
ersten  Ordnung  der  analytische  Ausdruck  für  einen  Punkt. 

Wir  schliessen  diese  allgemeinen  Betrachtungen  mit  der 
Bemerkung,  dass,  wenn  man  in  der  Gleichung  einer  auf  ein 
beliebiges  lineares  Coordinatensystem  bezogenen  Oberfläche 
in  Punktcoordiuaten  eine  der  Coordinaten  gleich  0  setzt;  man 
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den  analytischen  Ausdruck  der  Curve  erhält,  in  welcher  die 
eine  Seitenfläche  des  Coordinaten -Tetraeders  die  Oberfläche 
schneidet.  Hierdurch  ändert  sich  der  Grad  der  Gleichung 
nicht  und  es  wird  die  Schnittcurve  einer  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  und  einer  beliebigen  Ebene ;  die  man  für  eine  Seiten- 
fläche des  Coordinaten -Tetraeders  nehmen  kann,  eine  Curve 
zweiter  Ordnung;  das  ist  ein  Kegelschnitt. 

Als  einen  speciellen  Fall  dSs  Tetraeder -Coordinaten- 
systemes  lässt  sich  das  schiefwinklige  Coordinatensystem  be- 
trachten. Denn  lässt  man  drei  Ecken  des  Coordinaten-Tetra- 
eders  in  das  Unendliche  fallen,  und  nimmt  an,  dass  drei 
von  deti  Bichtungslinien  respective  den  drei  im  Endliclien 
liegenden  Kanten  des  Tetraeders  parallel  gehen ;  so  hat  man 
das  schiefwinklige  Coordinatensystem. 

Um  aus  den  allgemeinen  Transformationsformeln  (2)  für 
ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  in  ein  beliebiges  Te- 
traedersystem,  unter  Vermittelung  von  (3),  die  dem  speciellen 
Falle  entsprechenden  Transformationsformeln  herzuleiten,  hat 
man  zu  setzen  Pg^^  Pi  =  1>2  ==  0.  Da  für  alle  im  Endlichen 
liegenden  Punkte  die  ihnen  entsprechenden  unendlich  grossen 
Werthe  von  Peinander  gleich  und  constant  sind,  so  nehmen 
die  Gleichungen  (2)  die  Form  an: 

(9) y  =  6X  +  6'r  +  VZ  +  ft'", 

woselbst  a"  =  — ,     V"  =  ^^ ,     c "  ==  ^'  die  rechtwinkligen  Co- 

ordinaten  der  im  Endlichen  liegenden  Ecke  des  Coordinaten- 
Tetraeders,  des  Anfangspunktes  des  schiefwinkligen  Systemes, 
bedeuten.  Diese  Bedeutung  ergiebt  sich  aus  den  Transforma- 
tionsformeln (9),  wenn  man  daselbst  setzt:  X  =  F=  if  =  0. 

Der  Durchgang  durch  das  Unendliche  zur  Herleitung  der 
Formeln  (9)  wird  auf  folgendem  Wege  vermieden. 

Es  seien: 

A^  =  0,    ^,  =  0,    ^2  =  0 

die  Normalformen  der  Gleichungen  der  drei  Coordinatenebenen 
irgend  eines  schiefwinkligen  Coordinatensystemes,  bezogen  auf 

das    zum  Grunde    gelegte   rechtwinklige   Coordinatensystem. 

1«* 
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Bedeuten  nun  x,  y,  0  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  q  im 
Baume^  so  sind  A^^,  A^,  A^  die  negativen  senkrechten  Abstände 
des  Punktes  q  von  den  erwähnten  drei  Coordinatenebenen. 
Bezeichnet  man  femer  mit  «or^w  "2  ^^®  Winkel,  welche  die 
Schnittlinien  je  zweier  Coordinatenebenen  ^  die  Coordinaten- 
axen  des  schiefwinkligen  Systemes,  mit  der  dritten  Coordi* 
natenebene  bildeo^  und  mit  X,  Y,  Z  die  Coordinaten  des 
Punktes  q  in  dem  schiefwiflkligen  Systeme,  welche  den  Coordi- 
natenaxen  parallel  gehen,  so  hat  man  zur  Bestimmung  dieser 
Coordinaten  folgende  lineare  Gleichungen: 

(10)..    X  =  ^=^,        F=  T-^S        Z=^-'-, 

^     ^  Bin  offl  8in  «1  '  sm  a,  ' 

in  welchen  die  geometrische  Bedeutung  der  in  ihnen  enthal- 
tenen 12  Constanten  ohne  Weiteres  zu  Tage  tritt.  Die  Auf- 
lösungen dieser  Gleichungen  nach  den  Coordinaten  des  recht- 
winkligen Systemes  geben  wieder  Gleichungen  von  der  Form  (9). 

Wie  diese  Gleichungen  (9)  den  Uebergang  vermitteln  von 
dem  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  in  ein  beliebiges  schief- 
winkliges Coordinatensystem,  so  dienen  analog  gebildete  Glei- 
chungAi  mit  veränderten  Constanten  zur  Transformation  von 
dem  rechtwinkligen  Systeme  in  ein  beliebiges  andere  schief- 
winklige Coordinatensystem.  Setzt  man  nun  in  beiden  Syste- 
men Gleichungen  die  Ausdrücke  für  x,  für  y  u.  s.  w.  einander 
gleich,  so  erhält  man  drei  lineare  Gleichungen  zur  Ueber- 
tragung  von  dem  einen  schiefwinkligen  Systeme  unmittelbar 
in  das  andere.  Aus  den  Auflösungen  dieser  Gleichungen  nach 
den  Coordinaten  eines  und  desselben  Systemes  gehen  Glei- 
chungen hervor  wieder  von  der  Form  (9),  wobei  zu  bemerken 
ist,  dass  die  12  Coefficienten  in  den  aufgelösten  Gleichungen 
unabhängig  sind  von  der  Lage  des  beliebig  im  Baume  gewähl- 
ten Punktes  q  und  nur  abhängen  von  der  Lage  und  Gestalt 
der  beiden  Coordinatensysteme. 

Wir  werden  im  Folgenden  annehmen,  die  Gleichungen 
(9)  seien  die  Transformationsformeln  von  einem  schiefwink- 
ligen Coordinatensysteme  in  ein  beliebiges  andere  schiefwink* 
lige  Coordinatensystem,  um  die  geometrische  Bedeutung  der 
12  Constanten  unter  dieser  Voraussetzung  zu  ermitteln. 

Zu  diesem  Zwecke  lassen  wir  den  beliebigen  Punkt  q  im 
Baume  in  den  Anfangspunkt  des  zweiten  Coordinatensystemes 
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XYZ  fallen,  indem  wir  setzen  X=  Y  =  Z  =  0,  wodurch 
die  Goordinaten  des  genannten  Anfangspunktes  in  dem  ersten 
Systeme  erhalten  werden:  x  =  a\  y  =  V'\  z  =  d".  Es  be- 
deuten also  die  Constanten  d",  h"%  c"  in  (9)  die 
Coordinaten  des  Anfangspunktes  des  zweiten  Sy- 
stemes  in  dem  ersten. 

Setzen  wir  x  +  a  ",  y  +  &'",  z  +  c'  respective  für  a;,  y,  z^ 
so  ändern  wir  damit  nur  den  Coordinatenanfangspunkt  des 
ersten  Coordinatensystemes,  indem  wir  ihn  in  den  Coordi- 
natenanfangspunkt des  zweiten  Systemes  verlegen ,  lassen  aber 
die  Richtungen  der  Coordinatenaxen  des  ersten  Systemes  un- 
geändert.  Durch  diese  Veränderung  gehen  die  Gleichungen 
(9)  über  in: 

X  =  aX  +  dY  +  a"Z, 

(11) y  =  fcX  +  6'r  +  ¥Z, 

^=cX+c'Y-|-  cZ, 

Sie  vermitteln  den  Uebergang  von  einem  beliebigen  schief- 
winkligen Coordinatensysteme  in  ein  beliebiges  andere  schief- 
winklige Coordinatensystem  mit  demselben  Anfangspunkte. 

Um  die  geometrische  Bedeutung  der  9  Constanten  in  die- 
sen Gleichungen  zu  ermitteln,  welche  dieselben  sind,  als  in 
den  Gleichungen  (9),  verlegen  wir  den  beliebigen  Punkt  g 
des  Raumes  in  die  XAxe,  vom  gemeinsamen  Anfangspunkte 
beider  Coordinatensysteme  um  die  Einheit  entfernt.  Fällt  man 
nun  Lothe  von  dem  so  gelegenen  Punkte  g  auf  die  yz,  zXj  xy 
Ebene  und  bezeichnet  die  Winkel,  welche  die  XAxe  mit  den 
genannten  Ebenen  bildet,  mit  (X,  j/^),  {X,zx),  {X,xy)  u.  s.w., 
so  sind  die  Lothe  auf  die  genannten  Ebenen  respective  gleich : 

sin(X,  y;8f),     sin  {X,  zx)y     sin  {X,  xy) 

und,  durch  die  Coordinaten  x,  y,  z  des  Punktes  q  in  dem  ersten 
Systeme  ausgedrückt: 

X  sin  (Xy  yz) ,     y  sin  (y ,  zx) ,     z  sin  {z ,  xy) , 

weshalb  man  für  den  bezeichneten  Punkt  q  hat: 

__,  l^.(-^».y?l       I, ,—  8in  (X^  zx)  ^_  sin  (X,  xy)  ^ 

sin  («,  yz)  '     "^  sin  (y,  zx)  '  sin  (xf,  xy) 

Da  aber  für  den  so  gelegenen  Punkt  g^  ist:  X  =  1,  F=  ^=  0, 
so  hat  man  auch  nach  (11): 
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X  =  a,       y  =  ft,       z  =  Cj 

und  daher: 

sin  (X,  yz)        ,  sin  {X,  ex)  sin  (X,  xy"\ 

sin  [x,  yz)  '         ''^   siu  {y,  zx)   '  Pin  [z^  xy) 

Auf  diese  Weise  erhält  man  die  folgende  geometrische 
Bedeutung  der  9  Coefficienten  in  (9)  oder  (11): 

sin  (X,  yz)        ,  sin  (X,  zx)  sin  (X,  xy) 

sin  {X,  yz)  '  sin  (y,  zx)   '  sin  '{z,  xy) 

n2Vfl'=    ^^^^^.'V^l       y  ^^*  8in(r,ra:)  ,  _^  sin(Y,a:y) 

^     ^  Bin  {x,yz)  '  8in(y,  ;era;)   '  Bin 'z,xy) 

f,         sin  (Z,  yz)       ,„         sin  (Z,  zx)         „         sin  fZ,  xy) 
sm  (Xy  yz)  '  sin  (y,  zx)  '  sm  (^,  xy) 

Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich,  wenn  das  erste 
Coordinatensystem  rechtwinklig  ist,  folgende  Werthe  der  9 
Coefficienten : 

a   =cos(X,  a:),     b   =cos(X,  y),     c   =cos(X,  jei), 

(13)    a  =  cos  (YjX)y    6'  ==  cos  (Y,  y),    c  =  cos  {T,z), 

a   =  cos  (Z,  ic),    J"  =  cos  (Z,  y),     c"  ==  cos  (Z,  £r). 

Wenn  beide  Coordinatensysterae  rechtwinklig  sind,  wel- 
chen Fall  wir  allein  in  dem  Folgenden  in  Betracht  ziehen 
werden,  müssen  sich  diese  9  Coefficienten  durch  die  drei 
Bestimmungsstücke  der  Lage  des  zweiten  Systemes  zu  dem 
ersten  ausdrücken  lassen. 

Euler  drückt  die  9  Coefficienten  aus  durch  drei  Winkel, 
nämlich  durch  die  beiden  Winkel,  welche  die  Schnittlinie  der 
Coordinatenebenen  xy  und  X  Y  mit  der  a? Axe  und  mit  der 
XAxe  bildet,  und  durch  den  Neigungswinkel,  den  die  ge- 
nannten beiden  Coordinatenebenen  bilden.  Da  jedoch  diese 
Ausdrucks  weise  der  Symmetrie  gänzlich  entbehrt,  so  stellt  er 
in  einer  zweiten  Behandlung  des  Gegenstandes  die  9  Coef- 
ficienten als  Functionen  von  vier  Winkeln  in  symmetrischer 
Weise  dar.  Er  wählt  zu  diesem  Zwecke  die  drei  Winkel, 
welche  die  Drehungsaxe,  um  die  das  eine  Coordinatensystem 
gedreht  werden  muss,  um  in  die  Lage  des  anderen  zu  kommen, 
mit  den  Coordinatenaxen  bildet,  und  den  DrehungswinkeL 
Indem  er  diesen  symmetrischen  Ausdrücken  der  9  Coefficien- 
ten noch  die  symmetrische  Relation  zwischen  den  genannten 
drei  Winkeln  der  Drehungsaxe  beifügt,    so  giebt  ihm  diese 
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Relation  einen  Ersatz  für  die  erste  Ausdrücksweise  durch  drei 
Bestimmungsstücke. 

Monge  bewahrt  die  Symmetrie,  indem  er  die  0  Coef- 
ficienten  durch  drei  derselben  a,  h\  c  ausdrückt,  welche  eine 
symmetrische  Lage  zu  den  übrigen  haben. 

Alle  diese  Ausdrücke  sind  irrational.  In  den  Euler' sehen 
Formeln  ist  die  Irrationalität  nur  verdeckt  durch  den  Gebrauch 
der  Sinus-  und  Cosinus -Functionen.  Wir  werden  es  im  Fol- 
genden vermeiden^  irrationale  Ausdrücke  zu  gebrauchen,  in- 
dem wir,  wie  es  bereits  üblich  geworden  ist,  alle  9  Coef- 
ficienten  beibehalten,  sie  aber  durch  die  6  Bedingungen  be- 
schränken, welche  zwischen  ihnen  stattfinden. 


Es  .seien  die  Transformatipnsformeln  für  ein  rechtwink- 
liges Coordinatensystem  in  ein  beliebiges  andere  rechtwink- 
lige Coordinatensystem  mit  demselben  Anfangspunkte: 

(14) i,  =  6X  +  6'r-f  VZ, 

z  =cX  +  cY  +  c'Z. 

Deis  Quadrat  der  Entfernung  eines  beliebigen  Punktes  q 
im  Räume  von  dem  gemeinsamen  Anfangspunkte  der  Coordi- 
natensysteme  ist  in  dem  einen  Systeme  a;^  +  y^  +  0',  in  dem 
anderen  X^  -f-  Y^  -{-  Z'^.  Man  hat  daher  die,  durch  die  Sub- 
stitutionen (14)  identische  Gleichung: 

(15) x^  +  y^  +  0^  =  X^+Y^  +  Z\ 

Wenn  man  in  diese  Gleichung  die  Werthe  der  Coordi- 
naten  (14)  des  ersten  Systemes  einsetzt  und  beide  Seiten  der 
Gleichung  vergleicht,  so  erhält  man  die  6,  zwischen  den  9 
Coefficienten  der  Substitutionen  stattfindenden  Relationen: 

«2   ^ft2   _^^2   „1^     aV  +  6'6"  +  cV  =  0, 

(16) .  .  a'2  +  j'2  4.  c'2  =  1^     ^"^  _j.  j-j  ^  c"c  =  0, 

a"2  +  ft"2  ^  c"2  =  1,     aa    +  hV  +  cc  =  0. 

Dass  diese  6  Bedingungsgleichungen  hinreichen,  um  unter 
der  Voraussetzung,  dass  das  erste  Coordinatensystem  ein  recht- 
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winkliges  sei;  auch  das  andere  Goordinatensystem  zu  einem 
rechtwinkligen  zu  machen;  geht  aus  der  geometrischen  Inter- 
pretation dieser  Gleichungen  hervor.  Denn  mit  Rücksicht  auf 
(13)  drücken  (iie  drei  letzten  Gleichungen  (16)  die  Bedingun- 
gen auS;  dass  die  Coordinatenaxen  des  zweiten  Systemes  auf 
einander  senkrecht  stehen ;  während  die  drei  ersten  die  be- 
kannten Bedingungen  sind  zwischen  den  Cosinus  der  Winkel; 
welche  die  Coordinatenaxen  des  zweiten  Systemes  mit  den 
Coordinatenaxen  des  ersten  Systemes  bilden. 

Welche  Relationen  man  überdies  ohne  weitere  Beschrän- 
kung zwischen  den  9  Coefficienten  ableiten  mag,  sie  werden 
sich  alle  aus  den  angegebenen  6  Bedingungsgleichungen  (16) 
ableiten  lassen.  Die  nachfolgenden  Relationen  bieten  Beispiele 
für  Ableitungen  der  Art  dar. 

Von  den  unendlich  vielen;  zwischen  den  9  Coefficienten 
der  Substitutionen  (14)  stattfindenden  Relationen  werden  wir 
vorerst  auf  dem  einfachsten  Wege  nur  die  gebräuchlichsten 
entwickeln. 

Wir  differentiiren  zu  diesem  Zwecke  die  durch  die  Sub- 
stitutionen (14)  identische  Gleichung  (15)  nach  den  Variabeln 
X;  Y,  Zy  wodurch  wir  erhalten: 

X  =  ax  +  hy  +  cz, 

(17) Y=ax  +Vy  +C0, 

Z  =  ax  +  Vif  +  cZy 

welche  Gleichungen  die  Auflösungen  sind  der  Substitutionen 

(14),  mit  denselben  Coefficienten,  aber  veränderter  Anordnung. 

Die  Substitution  von  (17)  in  die  Gleichung  (15)  und  die 

Vergleichung  beider  Seiten  der  Gleichung  mit  einander  giebt : 

a2  +  a^  +  a"2=l;     tc  +  6V  +  6"c' =  0, 
(18) .  .    62  _|.  yi  +  i"2  _,  1  ^     c^  _j.  ^.v  ^  c V'  ==  0, 

Bildet  man  die  Determinante  ^\ 

ay      h,      c    \ 

(19) J^     d,      V,     c    \, 

a  ,     b  ,     c    \ 
Mssz  aoc  -J-a6c  +  a6c  —  ab  c  —  abc   —  a  bc 
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und  erhebt  dieselbe  zum  Quadrat ^  so  erhält  man: 


zf^  = 


oder  nach  (31)  der  siebenten  Vorlesung: 


a, 

h, 

c 

o, 

h, 

c 

9 

V, 

* 

c 

• 

a, 

b', 

t 

c 

! 

«", 

v, 

c" 

a", 

v, 

•     ff 

c 

z/2  = 


a^  -\-b^  +c^,     aa  '{'bb'  +  cc\    aa'  -\-bb"  -\-cc' \ 
a'a  +  Vb  +  cc,    a'2+6'2^c'2     aa'+bT+c'c' \, 
a"a'\-  V'b-\-  c'c,    a'a-^-  6"6'+  cV,  a"^  +  ^"^  +c"^  | 


und  mit  Rücksicht  auf  (16): 

1,     0, 


-0 
0 

1 


=  1. 


0,      1, 
0,     0, 

Die  Determinante*^  selbst  ist  hiemach  entweder  +  1 
oder  —  1 .  Wir  werden  im  Folgenden  annehmen ,  sie  sei  gleich 
+  1.  Denn  wäre  sie  —  1,  so  brauchte  man  nur  für  X.,  Y,  Z 
respective  zu  setzen  —  X,  —  F,  —  Z,  was  geometrisch  dar- 
auf hinauskäme,  die  negativen  Richtungen  der  Coordinaten- 
axen  des  zweiten  Coordinatensystemes  für  die  positiven  zu 
nehmen.    Wir  haben  daher: 


(20) J=l. 

Es  ist  diese  Determinante  z/  der  gemeinsame  Nenner  der 
Bruchwerthe  der  Unbekannten  X,  Y,  Z,  welche  die  directe 
Auflösung  der  Gleichungen  (14)  ergiebt.  Vergleicht  man  diese 
directen  Auflösungen  mit  den  Auflösungen  (17),  so  erhält 
man  folgende  Relationen: 


■L*     ff                T"    » 

bc   — b  c  —  a, 

f     ff                  ff     f                T. 

ca  —  c  a  =^b, 

ab  —  a  b  =  c, 

(21) 

■iff         1  ff        ' 
b  c  —  bc   —  ay 

c'a  —  ca'  =  6', 

ab       ar  —  c, 

bc    —  Vc  =  a", 

ca  —  ca  =b  , 

aV  —  ab  —  c\ 

Von  diesen  22  Relationen  zwischen  den  9  Coefficienten 
der  Transformationsformeln  für  ein  rechtwinkliges  Coordinaten- 
system  in  ein  beliebiges  andere  rechtwinklige  Coordinaten- 
System  mit  ungeändertem  Anfangspunkte' macht  man  den  häufig- 
sten Gebrauch.  Wir  werden  aber  noch  andere  Relationen 
entwickeln  zum  Zwecke  der  Verwendung   auf  nachfolgende 
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Untersuchungen.  An  dieser  Stelle  brauchen  sie  in  dem  Zu- 
sammenhange nur  hingeschrieben  zu  werden,  während  sie  aus 
dem  Zusammenhange  sich  nicht  ohne  Rechnung  herleiten  las- 
sen. Wir  beginnen  mit  der  Entwickelung  der  Transforma- 
tionsformeln für  Ebenencoordinaten. 
Die  Gleichung  einer  Ebene: 

ux  -^  vy  •}-  wis  -\-  l  =-0y 

deren  Coordinaten  u,  v,  w  sind,  wird  durch  die  Substitutio- 
nen (14)  transformirt  auf  das  zweite  rechtwinklige  Coordi- 
natensystem  mit  demselben  Anfangspunkte  und  nimmt  die 
Gestalt  an: 

UX+  VY+WZ+  1  =  0, 

indem  man.  für  die  Ebenencoordinaten  im  zweiten  Systeme 
die  Ausdrücke  hat: 

£7=  au  -j-  bv  -\-  QWf 

(22) V=au  +h'v  +CW, 

W  ==  au  +  h"v  -f-  c'w . 

Es  sind  dieses  die  gesuchten  Transformationsformeln  für 
Ebenencoordinaten  aus  einem  rechtwinkligen  Systeme  in  ein 
anderes,  ebenfalls  rechtwinkliges  System  mit  demselben  Coor- 
dinatenanfangspunkte. 

Der  Vergleich  mit  den  Substitutionen  (17)  zeigt,  dass 
man  nur  die  Punktcoordinaten  mit  den  entsprechenden  Ebenen- 
coordinaten zu  vertauschen  braucht,  um  die  Transformations- 
formeln der  einen  aus  den  anderen  zu  erhalten.  Macht  man 
diese  Yertauschungen  in  (14),  so  erhält  man  die  Auflösungen 
der  Gleichungen  (22): 

n  =aU+aV+aW, 

(23) V  =hu  +  VV  +  rw, 

io  =  cü  +  c'V  +  c"W. 

Wenn  nun  in  dem  Vorhergehenden  die  9  Coefficient^n 
in  den  Substitutionen  (14)  oder  (17)  keiner  weiteren  Beschrän- 
kung unterlagen,  als  der,  dass  die  Substitutionen  die  Glei- 
chung (15)  zu  einer  identischen  machen,  so  werden  auch  die 
9  Coefficienten  in  den  Substitutionen  (23)  oder  (22)  nur  die 
einzige  Bedingung  zu  erfüllen  brauchen,  dass  die  Substitutio- 
nen die  Gleichung: 


.i 


Lineare  Coordinaten  -  Transformation.  235 

(24)  ....     ti2  +  t;2  +  m;2  =  J72  4-  F«  +  TTS 

zu  einer  identischen  <7leicliung  machen. 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (22)  der  Reihe  nach 
mit  X,  Y,  Z  und  addirt;  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  (14) : 

(25)  ...     UX+VY+  WZ  =  ux  +  vy  +  wz, 

eine  Gleichung,  welche  sowohl  durch  die  Substitutionen  (17) 
und  (22) ,  als  durch  die  Substitutionen  (14)  und  (23)  zu  einer 
identischen  wird,  wovon  man  sich  auch  nachträglich  über- 
zeugen kann. 

Diese  identische  Gleichung  (25)  wird  die  Quelle  zahl- 
reicher Relationen  zwischen  den  9  Coefficienten  in  den  Trans- 
formationsformeln rechtwinkliger  Coordinatensysteme  sein,  die 
sich  aus  ihr  ergeben ,  wenn  man  beide  Theile  der  Gleichung 
quadrirt  oder  beide  Theile  der^Gleichung  zur  dritten  Potenz 
oder  endlich  zur  mten  Potenz  erhebt.  Da  bei  dieser  Gelegen- 
heit der  polynomische  Lehrsatz  berufen  ist,  eine  Rolle  zu  spielen, 
so  wollen  wir,  um  im  Folgenden  nicht  gehindert  zu  sein,  es 
nicht  unterlassen,  die  Ausdrücke  hervorzuheben,  durch  welche 
die  Polynomialcoefficienten  dargestellt  werden. 

Das  Product  der  ganzen  Zahlen  1,2...«  bezeichnet  man 
mit  den  Zeichen: 

(26)  .  .  .  77(a)=  1.2.  .  .  «,     77(1)  =  1,     77(0)  =  1, 

Unter  dem  Zeichen  6«^^  soll  ^im  Folgenden  das  Product 
verstanden  sein: 

(27) Caßr  =  n{a)  .  n{ß)  ,  n{Y) . 

In   dieser  Voraussetzung   ist  ^,  [^l^!i\X\  %    der   Ausdruck 

ö        n{tt) .  jT(jj)  .n(y) 

für  einen  beliebigen  Coefficienten  in  der  Entwickelung  der 
(cc  -f-  /?  +  y)ten  Potenz  der  Summe  von  drei  Grössen. 

Wenn  man  beide  Theile  der  Gleichung  (25)  zur  mten 
Potenz  erhebt,  so  erhält  man  mit  Unterdrückung  des  Factors 
77 (w)  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung: 

(28)  .  .  .    Z,^  U^V^WrX^YßZy  =  Sj^    u^^v^w^x^i/e^, 

vorausgesetzt,  dass  a,  /3,  y  alle  gleichen  und  ungleichen  Werthe 
0,  1,  2  .  .  .  annehmen  unter  der  einzigen  Bedingung:   • 

a  +  /J  -f-  y  ==»  m. 
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Es  seien  nun  a,  6,  c  drei  gegebene,  gleiche  oder  ungleiche 
Zahlen  0,  1,  2  .  .  .  ebenfalls  unter  der  Bedingung: 

a  +  6  +  c  =  w . 

Wenn  wir  nun  in  dem  Producte  u'^v^w^  die  Substitutionen 
(23)  machen  und  in  dem  Producte  af^yi^z^  die  Substitutionen 
(14),  und  entwickeln,  so  tritt  in  der  ersten  Entwicklung  ein 
Glied  auf  mit  dem  Factor  t7«F*TF^  Den  Coefficienten  die- 
ses Gliedes  werden  wir  bezeichnen  mit  CuiyAa^y,  Denselben 
Coefficienten-  hat  auch  dasjenige  Glied  der  zweiten  Entwicke- 
lung,  welches  mit  X«  F*i?  multiplicirt  ist.  Auf  diese  Weise 
sind  sämmtliche  Aa^y  deünirt  als  Entwickelungscoefficienten 
wie  es  die  beiden  folgenden  Gleichungen  ausdrücken: 

(29)  U^V^Wy  =  .   .   .   +  Ca(iy  Aa^yV^V'W^ -^ 

(30)  rC«/;8:y    =  .  .  .  +  Ca?y  ÄaßyX-Y'Z'    +  .... 

Denken  wir  uns  nun  (29)  substituirt  in  (28)  und  setzen 
die  Coefficienten  von  t/^  V^  W^  auf  beiden  Seiten  der  Glei- 
chung einander  gleich,  oder  denken  wir  uns  (30)  substituirt 
in  (28)  und  setzen  die  Coefficienten  von  X*  Y^Z^-  einander 
gleich,  so  erhalten  wir: 

(31) --^  X-Y^>Z^  =  SAafiy  x-ij>Ur. 

(32). -~^-  U^V^W^=  2:A„^iy  W'vi^wy. 

Diese  Gleichungen  geben  die  Definition  sämmtlicher 
Grössen  Aa^'>Y  '^^^  Entwickelungscoefficienten  eines  einzigen 
Ausdruckes,  während  vorhin  alle  Gleichungen  (29)  oder  (30) 
erforderlich  waren,   um   die   Bedeutung  dieser  Grössen  Aa^y 

festzustellen ,  deren  Zahl  ist  -     -       ;-   '  "-  • 

Setzen  wir  endlich  (29)  und  (30)  in  (28),  so  ergiebt  die 
Gleichstellung  der  Coefficienten  des  Productes  X^Y^Z"  U"^  V^W*^ 
auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  die  Relation: 

(33) -4-=2:cv^V 

Dieses  Resultat  können  wir  kurz  so  ausdrücken: 
(34)  .,.  .  Wenn  a-\-'b'\-c  =  a-\-ß-{'y=^mj  und  wenn 
— ■ — TT — —     Grossen   Aa^iy    als  Entwickelungscoef- 
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ficienten  in  der  Gleichung  (31)  auf  Grund  der  Sub- 
stitutionen (17)  für  rechtwinklige  Coordinaten- 
systeme  definirt  sind;  so  besteht  zwischen  diesen 
Entwickelungscoefficienten  die  Gleichung  (33). 

Obwohl  wir  mit  diesem  Satze,  der  in  späteren  Vorlesungen 
öftere  Anwendung  finden  wird^  unseren  Hauptzweck  erreicht 
haben,  so  fahren  wir  doch  fort  in  der  Entwickelung  weiterer 
Relationen. 

Es  seien  a',  b\  c  wieder  gegebene  Zahlen  0,  1 ,  2  .  .  .  der 
Art,  dass: 

a  -{-  V  -j-  c  =  m. 

Diese  Zahlen  können  den  vorher  gegebenen  a,  h,  c  selbst 
gleich  sein,  nur  nicht  in  derselben  Reihenfolge.    In   dieser 

Voraussetzung  definiren  wir    ^"^ — -—   '      -  Grössen  A'afiy  als 

Entwickelungscoefficienten  nach  der  Analogie  (29)  und  (30) 
durch  die  Gleichungen: 

(35)  «^  v{^wy  =  ...  +  Ca^y  Aa^y  CT«  F*'  W''+  .,. 

(36)  afyPzy=...  +  Ca^iyAaßr  X«'  Y^' Z^'   +  .  .  . 
woraus,  wie  vorhin,  die  Gleichungen  hervorgehen: 

(37)  ....    ^l^,-,  X-'Y^'Z<^'  =  ZAaßyOfyPzy. 

(38)  ....    -^,Ü^'V^'W''  =  2:AapyU^v^wr. 

Substituiren  wir  nun  (29)  und  (36)  in  (28)  und  vergleichen 
auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  die  Coefficienten  des  Pro- 
ductes  t/^F*TF^X«'r*'Z<'',  so  erhalten  wir: 

(39) O^^ZCapyAaßyAa^y, 

ein  Resultat,  welches  wir,  im  Anschlüsse  an  (34),  kurz  so 
aussprechen :  * 

(40).  .  .  Wenn  a  + ^  + ^  =  «'+ ^'+ c'  =  " +  i3  +  y  =  W; 
wenn  ferner    -' — ~-    -       Grossen  Aaßy  als  iLutwicke- 

lungscoetiicienten  durch  (31),  und  wenn  — ' — - —  — 

andere  Grössen  Aa(iY  als  Entwickelungscoefficien- 
ten  durch   (37)    definirt    werden,    so    besteht    zwi- 
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sehen  diesen  Entwickelungscoefficienten  die  Glei- 
chung (39). 

Fasst  man  den  speciellen  Fall,  wenn  m  =  1  ist;  in  das 
Auge,  so  wird  man  leicht  erkennen,  dass  der  Satz  (34)  jder 
Repräsentant  ist  der  drei  ersten  Gleichungen  (16),  und  dass 
der  Satz  (40)  die  drei  anderen  Gleichungen  des  Systemes  (16) 
ausdruckt.  Das  System  Gleichungen  (16)  enthält  aber  gerade 
alle  Bedingungen  zwischen  den  9  Coefficienten  in  den  Trans- 
formationsformeln eines  rechtwinkligen  Coordinatensystemes 
in  ein  beliebiges  andere  rechtwinklige  Coordinatensystem  mit 
demselben  Anfangspunkte. 

Wir  beabsichtigen  in  späteren  Vorlesungen  nur  von  dem 
Satze  (34)  Gebrauch  zu  machen  und  zwar  in  den  Fällen, 
yfo  m  =  2  oder  m  =  3  ist.  Aus  diesem  Grunde  gehen 
wir  auf  die  genannten  Fälle  specieller  ein. 

Es  sei  erstens  m  =  2  und  a  =  0,  6  =  1,  ^==1.  In 
dieser  Voraussetzung  geht  die  Gleichung  (31)  über  in: 

(41) YZ=:::£AaflyX^yi'0y, 

woraus  sich  auf  Grund  der  Substitutionen  (17)  folgende  Werthe 
der  Entwickelungscoefficienten  ergeben: 

r42)       ^^^  =  a a  ,  Aq^q  =  ö 6  ,  Aq^^  =  cc  , 

Nach  dem  Satze  (34)  hat  man  nun: 
(43) .  .    l  =  2(Al^  +  Al^-\-AU  +  AI,  +  A^,  +  JJ„ , 

eine  Gleichung,  welche  die  Einheit  als  die  Summe  von  sechs 
Quadraten   in   symmetrischer  Weise    ausdrückt.      Legt   man 
jedoch  auf  die  Symmetrie  weniger  Gewicht,  so  kann  man  die 
Einheit  auch  durch  fünf  Quadrate  darstellen. 
Es  ist  nämlich  nach  (16): 

und  daher: 

J2     4^     J-.  9  A       A       ..l     /|2 

■^«X»  ^080     1^       '^ÖSO  ^002     I     ^002  ? 

(  A         A       \2  __    il2       O  yl  A         JL-    A^ 

\     020  002  /  "^020  ^^020       002     1^        ü02  ^ 

woraus  durch  Addition  folgt: 

-^200  +  (^020  "~  -^002/     "^  ^  -^020  +  ^  -^002  * 
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Zieht  man  diese  Gleichung  von  (43)  ab,  so  erhält  man: 

(44)     l=3^|^  +  (^^-^^)*  +  4J„  +  ^?oi  +  ^!.«- 

In  einem  zweiten  Falle  sei  w  =  3,  a  =  l,  &=  1,  c=  1. 
Alsdann  geht  die  Gleichung  (31)  über  in: 

(45) XYZ=£AaiiySfyPz^, 

und  wenn  man  darin  (17)  substituirt,  so  erhält  man  folgende 
Werthe  der  10  Entwickelungscoeffieienten : 

-^300  =  o>o,a  ,     -4,j3ft  =  bbb  f     A^^^  =:  cec  , 
-4,2Q  =  a6'6"  +  aVb  +  (i  bV , 
A^^^  =  ac  c    -f-  a  c  c  -j-  a  ce  , 

^210  =  baa    -]-  ba  a  -\-  0  aa  , 

A  t     ff        t  f     ff  I  ff  f 

-4.201  =  caa    +  ca  a  -\-  c  aa  y  . 
A^^^^  =  cW  +  c'ft"6  +  c'bV, 
-4,,,  =  afe'ft"  -|-  aV'c  +  a'6"c  +  a6r"  -|-  a'bc  +  a'ft'c. 

Zwischen  ihnen  besteht  nach  dem  Satze  (34)   die  Glei- 
chung: 

(47)    ...      ^   "^  ^  {^800  +  ^030  +  -^ws}   +   -^111 

"I"  ^  {-^120  +  ^102  +  -^012  +  ^210  +  -^201  +  -^02l}  > 

eine  Darstellung  der  Einheit  als  die  Summe  von  10  Quadraten. 
Die   10  Quadrate;    aus  welchen  die  Gleichung  (47)  zu- 
sammengesetzt ist,   lassen  sich  auf  7  Quadrate  zurückführen, 
wenn  man  auf  Grund  von  (16)  bemerkt,  dass: 

-^120  H"  -^102  +  3-^300  "^^  ^7 

(48) -4oj2  +  -4.210  +  3-4.030  =  0, 

-^201   "T  -^02!  "T  3  -4^03  =  0 . 

Denn  man  hat  nach  der  ersten  von  diesen  Gleichungen : 

"^300  '^  ^^120     I     ^-^120-4102     >     ^102' 

r 

Addirt  man  zu  dieser  Gleichung  folgende: 

{  Ä         A      \2  J2      OJ         A        JL   A^ 

\^120  '^K»/  "^120  '^'^120'^102     1^  ^102^ 

SO  erhält  man: 
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und  in  gleicher  Weise: 

^-^008  +  (-^201  -^021)^  "^  "(-^201  "^  -^21)» 

wodurch  die  Gleichung  (47)  übergeht  in: 

"•     V'^ISO  IO2J       »     v-^012  210/       »     N     201  021/    " 

Diese  elegante  Gleichung  (49),  freilich  auf  einem  ganz 
anderen  Wege  gefunden,  ist  eine  Entdeckung  von  Jacobi, 
Grelles  Journal  für  Mathematik  Bd.  30,  p.  46,  der  zuerst  die 
10  Entwickelungscoefficienten  (46)  in  den  Calcul  eingeführt 
hat.  Derselbe  knüpft  daran  ein  Paar  wichtige  Bemerkungen, 
die  wir  hier  nicht  unterdrücken  dürfen. 

Wir  sind  zu  Aufstellungen  der  Gleichungen  (29)  und 
(30),  aus  welchen  alle  folgenden  Gleichungen  hervorgingen, 
von  den  Substitutionen  (23)  und  (14)  ausgegangen.  Wenn 
wir  an  ihrer  Stelle  von  den  Substitutionen  (22)  und  (17)  aus- 
gegangen wären,  so  würden  wir  analoge  Gleichungen  erhalten 
haben,  welche  aus  den  Gleichungen  (47)  und  (49)  dadurch 
hervorgehen,  dass  man  nur  die  Yertauschungen  macht: 

a  mit  b,    a"  mit  c,    6"  mit  c. 

Man  kann  daher  sagen,  dass  die  rechten  Theile  der 
Gleichungen  (47)  und  (49)  durch  diese  Yertauschungen  ihren 
Werth  nicht  ändern. 

Der  Hinblick  auf  (46)  lehrt,  dass  durch  die  genannten 
Yertauschungen  folgender  Ausdruck  ungeändert  bleibt: 

(50) ^,„. 

Nach  den  Formeln  des  zweiten  Systemes  in  (16)  ist 
(i^a'^a'^  mit  jeder  der  beiden  Grossen  aa"{bh"  +  cc)  {bV-^-cc) 
und  -   a^aa"  {b'V  -^  cc')  identisch,  und  daher: 

2A\^  =  aa\hV'  +  cc')(lV  +  cc)  -  a'aaiVb"  +  cc") 

=  ad^Wip — aO + cc\c' —«•)}  +  aa'bc{b'c' + 6  V). 

Stellt  man  in  ähnlicher  Weise  2^^^^  und  2A^  dar,  so 
ergiebt  sich  durch  Addition: 

2C^^+^S«,+^So8)  =  oV^c(feV'+6V)+6'6'V«(cV'+cV) 

+  cV'a6(a'6"  +  «"&'). 


1/ 
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Der  rechte  Theil  dieser  Gleichung  behält  durch  die  an- 
gegebenen Vertauschuugen  seinen  Gesammtwerth  bei,  und 
daher  auch  der  halbe  linke  Theil  derselben: 

(^^) -^aoo  +  -^80  "H  -^oos' 

Bleibt  aber  dieser  Ausdruck  ungeändert;  so  ist  nach  (47) 
und  (49)  das  Gleiche  der  Fall  bei  den  Ausdrücken: 

(52)..    ^?«,  +  ^»0,  +  ^«  +  ^Lo  +  ^i  +  ^S»! 
und 

(^^) Aao  Aoa  *+  Als  ^\o  +  -^«oi  -^021  • 

Nach  diesen  allerdings  weiten  Entwickelungen,  deren 
Nutzen  erst  bei  Gelegenheit  der  Ereisschnitte  der  Oberflächen 
zweiter  Ordnung  und  der  Botationsoberflächen  zu  Tage  treten 
wird,  nehmen  wir  die  Substitutionen  (14)  wieder  auf.  Aus 
ihnen  geht,  mit  Rücksicht  auf  (21),  wenn  man  aus  je  zwei 
Gleichungen  eine  der  Variabein  X,  F,  Z  eliminirt,  folgendes 
System  von  Gleichungen  hervor: 

cy  —  be  «=  aZ  —  a'Y, 
cy  —  Vz  =  aX  —  aZ^ 
c"y  ^V'e  =  aY  —  dX, 

'  az  —  ex  =VZ  —  V'Y, 

(54) a'z-  ex  =  V'X  —  bZ, 

cC'z—cx  =  bY  —  6'X, 

bx—ay  =cZ  —c"Y, 

Vx  —  äy  =  c'X  —  cZj 

b"x  —  d'y  ^=i  cY  —  cX. 

Multiplicirt  man  die  erste  von  diesen  Gleichungen  mit 
b'cXy  die  zweite  darunter  stehende  Gleichung  mit  bcY,  und 
zieht  die  letztere  von  der  ersten  ab,  so  erhält  man: 

cc'yiVX  —  bY)  +  bb'z{cY  -  c'X) 

=  dVcZX  +  abcYZ  -  aXY(bc  +  ftV). 

Benutzt  man  zur  Umformung  des  rechten  Theiles  dieser 
Gleichung  die  Gleichungen  (18)  und  des  linken  Theiles  die 
Gleichungen  (54)  und  (16),  so  erhält  man  schliesslich: 

,-;..  add'yz  -|-  bVV'zx  +  ccc'xy 

^    ^  '  '  '  '  =.abcYZ+  dVdZX  +  a"6V'X Y. 

Hkssb  ,  analyt.  Geometrie  d.  Baames.   3.  Attfl.  16 
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Wenn  wir,  Btatt  von  den  Substitutionen  (14)  auszugehen, 
die  Substitutionen  (23)  nehmen,  so  werden  wir  in  gleicher 
Weise  erhalten: 

,p^.  aaa  vw  +  666  wu  +  ccc  uv 

^    ^  '  '  '  '  =abcrW+aVcWÜ+aTc'ür. 

Die  beiden  eben  abgeleiteten  Gleichungen  (55)  und  (56) 
werden  durch  unsere  Substitutionen  wieder  identische  Glei- 
chungen.    Die  erste  von  ihnen  beweist  den  Satz: 

Die  Goordinatenaxen  zweier  rechtwinkligen 
Systeme  mit  demselben  Anfangspunkte  liegen  auf 
einem  Eegel  zweiter  Ordnung. 

Denn  man  erhält  die  Gleichung  des  Kegels,  auf  welchem 
die  sechs  Goordinatenaxen  liegen,  wenn  man  einen  der  gleichen 
Ausdrücke  (55)  gleich  0  setzt.  In  ähnlicher  Weise  geht  aus 
der  Gleichung  (56)  der  Satz  hervor: 

Die  Goordinatenebenen  zweier  rechtwinkligen 
Systeme  mit  demselben  Anfangspunkte  berühren 
einen  Kegel  zweiter  Ordnung. 

Wir  schliessen  unsere  Vorlesung  mit  zwei  Bemerkungen, 
welche  geeignet  sind  mehr  Klarheit  über  den  Zusammenhang 
der  vielen,  in  dem  Vorhergehenden  hervorgehobenen  Formeln 
zu  verbreiten: 

Es  ist  erlaubt,  in  allen  aus  den  Substitutionen 
(14),  (17),  (22),  (23)  für  rechtwinklige  Coordinaten- 
systeme  hervorgegangenen  Formeln  folgende  gleich- 
zeitige Vertauschungen  zu  machen: 

„  M,    v,    w\    Vj     F,     W, 

Da  nämlich  durch  diese  Vertauschungen  die  genannten 
Substitutionen  nur  in  einander  übergehen,  so  können  die  aus 
ihnen  abgeleiteten  Gleichungen  durch  dieselben  Vertauschungen 
ihre  Gültigkeit  nicht  verlieren. 

Es  iat  erlaubt,  in  allen  ans  den  Substitutionen 
(14),  (17),  (22),  (23)  für  rechtwinklige  Coordinaten- 
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Systeme  heryorgegangenen  Formeln  folgende  gleich- 
zeitige Vertauschungen  zu  machen: 

(58)         "^'     ^'     ^'     **'     ^'     ^'     ^'    ^'    ^'' 
^  •  "  „  X,    F,    Z;     Z7,     F,     TT;    6,     (?,      c'. 

Denn   es   gehen  durch   diese  Vertauschungen  auch  die 
Substitutionen  nur  in  einander  über. 


Neunzehnte  Vorlesung. 

Transformation  der  Oberfläehen  zweiter  Ordnung 

auf  die  Hauptaxen. 


Man  hat  in  der  sechszehnten  Vorlesung  gesehen,  welche 
Willkür  herrscht  in  der  Bestimmung  eines  Systemes  harmo- 
nischer Pole  einer  gegebenen  Oberfläche  zweiter  Ordnung. 
Diese  Willkür  wird  einiger  Maassen  beschränkt,  wenn  man 
.einen  der  vier  harmonischen  Pole  mit  dem  Mittelpunkt  der 
Oberfläche  zusammenfallen  lässt,  wodurch  die  drei  anderen 
in  das  'Unendliche  verlegt  werden.  Die  Verbinduogslinien 
der  im  Unendlichen  liegenden  drei  Pole  mit  dem  Mittelpunkte 
der  Oberfläche  sind  conjugirte  Durchmesser  der  Ober- 
fläche. Wenn  diese  auf  einander  senkrecht  stehen,  so  hat 
man  die  Hauptaxen  der  Oberfläche. 

Dass  alle  diese  Bedingungen  für  die  Hauptaxen  sich  er- 
füllen lassen,  kann  man  auf  folgende  Art  einsehen. 

Beschreibt  man  um  den  Mittelpunkt  der  gegebenen  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung,  welcher  der  Einfachheit  wegen  der 
Goordinatenanfangspunkt  sein  soll,  eine  Kugel  mit  einem 
gegebenen  Radius,  so  hat  man,  da  die  Eugeloberfläche  auch 
eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  ist,  zwei  gegebene  Ober- 
flächen zweiter  Ordnung,  für  welche  das  beiden  gemeinsame 
System  harmonischer  Pole  nach  Vorschrift  der  sechszehnten 
Vorlesung  bestimmt  werden  kann.  Einer  von  diesen  Polen 
ist  der  gemeinsame  Mittelpunkt  der  beiden  Oberflächen.  Denn 
die  Coordinaten  desselben,  als  des  Coordinatenanfangspunktes, 

16* 
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genügen,  unter  den  geroachten  Voraussetzungen;  den  Glei- 
chungen (3)  der  sechszehnten  Vorlesung;  welche  das  beiden 
Oberflächen  gemeinsame  System  harmonischer  Pole  bestimmen 
in  der  Weise ;  dass  die  drei  ersten  Gleichungen  yon  selber 
erfüllt  werden,  während  die  letzte  Gleichung  den  Werth  von 
A  ergiebt.  Die  drei  anderen  Pole  liegen  in  dem  unendlichen, 
weil  jeder  derselben  harmonischer  Pol  des  Mittelpunktes  der 
Oberfläche  oder  der  Kugel  ist.  Erwägt  man  nun,  dass  die 
Polarebene  der  Kugel  immer  senkrecht  steht  auf  der  Verbin- 
dungslinie des  Poles  mit  dem  Mittelpunkte  der  Kugel,  und 
dass  die  Polarebene  eines  jeden  Poles  aus  einem  Systeme  har- 
monischer Pole  immer  durch  die  anderen  Pole  d^s  Systemes 
geht,  so  sieht  man,  dass  die  Polarebenen  jener  drei  harmo- 
nischen Pole  im  Unendlichen  auf  einander  senkrecht  stehen 
allein  aus  dem  Grunde,  weil  sie  Polarebenen  einer  Kugel  sind. 
Diese  Polarebenen  schneiden  sich  in  drei,  von  dem  Mittelpunkte 
ausgehenden,  auf  einander  senkrecht  stehenden,  geraden 
Linien,  die  den  Mittelpunkt  mit  den  drei  Polen  im  Unend- 
lichen verbinden.  Sie  sind  daher  die  Hauptaxen  der  gegebe- 
nen Oberfläche. 

Das  Problem  der  Hauptaxen  einer  gegebenen  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  kommt  hiernach  darauf  zurück,  das  der  ge- 
gebenen Oberfläche  und  einer  Kugel,  mit  demselben  Mittel- 
punkte als  die  Oberfläche,  gemeinsame  System  harmonischer 
Pole  zu  bestimmen.  Dieses  Problem  ist  in  grösserer  All- 
gemeinheit in  der  sechszehnten  Vorlesung  behandelt  worden. 
Da  man  jedoch  in  dem  vorliegenden  Falle  einen  Pol  des  ge- 
meinsamen Systemes  harmonischer  Pole  kennt,  nämlich  den 
gemeinsamen  Mittelpunkt  beider  Oberflächen,  so  wird  die  im 
allgemeinen  FaUe  aufzulösende  Gleichung  zi  »=  0  vom  vierten 
Grade  sich  in  dem  vorliegenden  Falle  auf  den  dritten  Grad 
reduciren.  Es  werden  überdies  noch  Specialitäten  auftreten, 
die  eine  von  dem  Vorhergehenden  unabhängige  Behandlung 
des  Problemes  wünschenswerth  machen. 

Nachdem  wir  auf  diese  Weise  die  Existenz  der  Hauptr 
axen  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  aus  einem  allgemeine- 
ren Gesichtspunkte  nachgewiesen  haben ,  so  wollen  wir  jetzt 
untersuchen,  welche  Form  die  Gleichung: 

f{x,y,z,  1)  =  0 
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einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  haben  muss,  wenn  die 
Hauptaxen  der  Oberfläche  den  Axen  des  rechtwinkligen  Co- 
ordinatensystemes,  auf  welches  sich  die  Gleichung  der  Ober- 
fläche bezieht;  parallel  sind. 

Der  Mittelpunkt  der  Oberfläche  und  die  auf  den  drei 
Coordinatenaxen  im  Unendlichen  liegenden  Punkte  bilden  ein 
System  harmonischer  Pole  der  Oberfläche.  Die  Gleichungen 
der  Polarebenen  der  drei  letzten  Pole  sind: 

r(«)=o,  r(y)=-o,  rw=o. 

Da  diese  Ebenen  aber  den  Coordinatenaxen  parallel  sein 
müssen ;  so  darf  in  jeder  dieser  Gleichungen  nur  eine  von 
den  Variabeln  vorkommen.  Dieses  trifft  jedoch  nur  zU;  wenn 
in  der  Gleichung  der  Oberfläche  die  Producte  yz^  0X,  xy  fehlen. 
Es  ist  daher  das  Verschwinden  der  drei  Producte  der  Yariabeln 
in  der  Gleichung  der  Oberfläche  die  Bedingung ,  dass  das 
rechtwinklige  Coordinatensystem,  auf  welches  sich  die  Ober- 
fläche bezieht;  den  Hauptaxen  der  Oberfläche  parallel  sei. 

Fasst  man  das  Problem  der  Hauptaxen  allgemein  auf, 
um  auch  die  Oberflächen  zweiter  Ordnung  ohne  Mittelpunkt 
mit  hereinzuziehen ;  indem  man  verlangt;  dass  irgend  ein 
Coordinatensystem  bestimmt  werde ;  dessen  Axen  den  Haupt- 
axen einer  gegebenen  Oberfläche  zweiter  Ordnung  parallel 
sind;  so  lässt  sich  dasselbe  rein  algebraisch  also  ausdrücken: 

Die  Substitutionen  zu  bestimmen: 

X  =  aX  +  aY  +  a'Zy 

(1) y^hX+VY  +  KZ, 

z  -=  cX  -(-  cY  +  c  Zj 

welche  die  Gleichungen: 

(2) aj2  +  y^  +  02  ^  Z2  +  Y2  ^  Z\ 

(3) 9(a;;y;;ef)  =  AZ2  +  A,r2  +  A,Z2 

zu  identischen  Gleichungen  machen;  wenn: 

(4)  9(a;;  y,  z) = a^^ + a^  ^y^  +  a^^^  -f  2a^2  V^ + ^(^2q0^ + 2aoiav. 

^  Es  wird  hierbei  vorausgesetzt;  dass  ip{x,  y,  z)  die  Summe 
der  Glieder  zweiter  Ordnung  sei  in  der  Gleichung  der  Ober- 
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fläche  zweiter  Ordnung  f(x,y,  ß^  \)  ^^0,  von  welcher  die 
Richtungen  der  Hauptaxen  zu  bestimmen  sind. 

Um  die  Auflösung  dieses  algebraischen  Problemes  vor- 
zubereiten; differentiiren  wir  die  identische  Gleichung  (2)  nach 
den  Variabein  X,  T,  Z,  wodurch  wir  erhalten: 

X'^  ax  +  6j/  -\-  €0 

(5) r  =  a'a;  +  6'y  +  c'^, 

Z  =  a"x  +  b"y  +  c'e, 

und  bringen  die  aus  diesen  Gleichungen  durch  Substitutionen 
von  (1)  sich  ergebenden  Relationen  (16)  der  vorhergehenden 
Vorlesung  wieder  in  Erinnerung: 

a^  ^b^  +0"  =  1,    aa"  +  VV  +  cY  —  0, 

(6)  .  .  a«  +  6'2  ^  c'»  =  1,    aa  +  6"6  +  c'c  =  0, 

a"2+6"2+c"2_i^    aa'  +bV  +CC  =0. 

Die  Differentiation  der  identischen  Gleichung  (3)  nach 
der  Variabein  X  giebt: 

a(p\x)  +  bfp'iy)  +  cq)\js)  =  2 IX, 

welche  Gleichung  nach  Substitution  von  (5)  sich  auch  so  dar- 
stellen lässt: 

Xip\a)  +  y^'W  +  ^9'(^)  =  2k(ax  +  &y  +  c^)- 

Diese  Gleichung ^  welche  unabhängig  ist  von  den  Werthen 
der  Variabein  in  ihr^  zerfällt  in  folgende  drei  Gleichungen: 

q>Xa)  =  2Aa, 

(7) 9'(&)  =  2A6, 

q>\c)  =  2Ac. 

Da  in  diese  Gleichungen  nur  die  Verhältnisse  a  :b  :  c  der 
zu  bestimmenden  Substitutions-Ooefficienten^  welche  die  Stelle 
von  zwei  Unbekannten  vertreten,  und  die  Unbekannte  X  ein- 
gehen ^  so  werden  sich  durch  dieselben  die  drei  Unbekannten 
bestimmen  lassen.  Um  die  genannten  Substitutions-Coefßcien- 
ten  selbst  zu  bestimmen ,  wird  die  erste  Gleichung  (6)  zu 
Hülfe  zu  nehmen  sein. 

Durch  Differentiation  der  identischen  Gleichung  (3)  nach 
den  Variabein  Y  oder  Z  erhält  man  in  gleicher  Weise: 
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fp\a)  «==  2l^af     ^\a)  =  2A2a", 

(8) q>\V)  =  2A,6',      9(6")  =  2A,6", 

q)\c')  =  2AjC  ,       9'(0  "="  2A2C', 

Gleichungen  von  derselben  Form^  wie  die  Gleichungen  (7);  aus 
welchen  mit  Zuziehung  der  zweiten  und  dritten  Gleichung 
(6)  in  gleicher  Weise  die  Werthe  der  Unbekannten  des  Proble- 
mes  sich  ergeben.  Wir  werden  uns  daher  begnügen  können^ 
aus  dem  Systeme  der  Gleichungen  (7),  welches  sich  also  dar- 
stellt: 

(9) «10«  +  (öji  —  -*)6  +  «12«  =  0,  . 

»20«  +  «21^  +  («22  ^)«  =  0; 

die  Werthe  der  in  ihnen  enthaltenen  Unbekannten  zu  be- 
stimmen. 

Bezeichnet  man  mit  zl  den  Ausdruck: 

I  «00        ^7     «ou     «02 
(10) z/=     a,o,     »11  — A,    «12 

«20 ;      «21 ;     «22        ^ 

=  («00  —  ^)  («11  —  ^)  («22  —  ^)  +  «12  «20  «Ol  +  «21  «02  «10 

—  («00  —  -^)«12«21  —   («11  —  ^)«20«02  —  («22*^—  ^)«01  «10 

und  eliminirt  aus  (9)  die  .Unbekannten  a,  h,  c,  so  erhält  man 
zur  Bestimmung  der  Unbekannten  A  die  kubische  Gleichung: 

(11) J  =  0. 

Die  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung  müssen  gerade  die 
Werthe  der  Unbekannten  l,  X^,  k^  sein^  denn  auch  die  bei- 
den Systeme  Gleichungen  (8)  führen  auf  dieselbe  kubische 
Gleichung  zurück. 

Wollte  man  nach  Feststellung  der  Werthe  der  Wurzeln 
der  kubischen  Gleichung  ^  »=  0,  von  welcher  das  Problem 
der  Hauptaxen  abhängt^  die  Verhältnisse  von  a  :b  :  c  aus 
zwei  von  den  Gleichungen  (9)  bestinmien^  so  würde  das  zu 
einem  unsymmetrischen  Resultate  fahren.  Wir  werden  des- 
halb die  genannten  Verhältnisse  aus  je  zwei  von  den  Glei- 
chungen (9)  feststellen ;  um  die  Resultate  in  symmetrischer 
Weise  zu  benutzen. 
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Wir  führen  zu  dem  genannten  Zwecke  die  Bezeichnungen 


eiu: 


^00  =.ä5^  =  («Jl  -  ^)  («22  —  A)  —  a»g , 
^M  =  ä^  =  («22  —  '*)  («00  '-  ^)  —  «lo» 

(12)  ^22  =  ^^  =  («00  -  ^)  («11  -  A)  —  aj^ , 

^12  —  -^21  =  i  ^ä^  +  ^^  =  «Ol  «02  —  («OD  —  -*)ai2  > 
-^20  =  ^02  =  i  ^^  +  ^j  =  «I2«10  —  («II  —  A)«20  ; 
^Oi  =  -^10  =  i  (ä^  +  ^H;;)    «^   «20«2I  —  («22  —  A)«01  • 

Alsdann  erhalten  wir  aus  (9)  in  der  angedeuteten  Weise : 

ü  i  ö  i  c  ^  z^QQ  i  ^(,j  :  ^02  9 

a  :  6  :  0  =  ^^20  •  -^21  •  ^22- 

Multipliciren  wir  die  linken  Theile  dieser  Gleichungen  respec- 
tive  mit  a,  &,  c,  so  erhalten  wir  durch  Vergleichung  mit  ihren 
rechten  Theilen  nach  Einführung  eines  zu  bestimmenden 
Multiplicators  11: 

fia^  »»  z/00',        ix6c  —  ^,2; 

(13) ^62^^,1,        iica  —  z/20, 

Der  Multiplicator  wird  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

f*  =  -^oo  +  ^ii  +^221 

welche  aus  der  Addition  der  drei  ersten  Gleichungen  (13)  her- 
vorgeht mit  Berücksichtigung  von  (6).  Der  rechte  Theil  dieser 
Gleichung  ist  nichts  anderes,  als  der  negative,  nach  A  genom- 
mene Differentialquotient  von  d.    Man  hat  daher: 

Es  lässt  sich  aber  dieser  Factor  ft  noch  bequemer  durch 
die  drei  Wurzeln  der  kubischen  Gleichling  z/  =  0  ausdrücken. 
Betrachten  wir  zu  diesem  Zwecke  die  Grosse  k  in  dem  Aus- 
drucke J  als  eine  variable  Grösse,  so  haben  wir  unter  der 
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Voraussetzung,  dass  Xq,  X^^  X^  ^^®  Wurzeln  der  kubischen 
Gleichung  seien,  identisch: 

-  ^  =  (A  -  A,)  (A  -  A.)  (A  -  A,), 
und  daher: 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  X^  für  A,  wodurch  die  beiden 
letzten  G;lieder  der  Gleichung  verschwinden,  und  hierauf, 
indem  wir  zu  der  ursprünglichen  Bedeutung  von  A,  der  Wur- 
zel der  kubischen  Gleichung,  zurückkehren,  X  für  Aq,  so  er- 
halten wir:    . 

(14) ^  =  _|^  =  (A_A,)(A-Aj). 

Durch  Multiplication  zweier  von  den  drei  letzten  Glei- 
chungen (13)  und  Division  durch  die  dritte  wird: 

woraus  sich  die  gesuchten  Werthe  der  Substitutions-Goefficien- 
ten  ergeben: 

(15) ^'l/^fTt' 

Die  Vorzeichen  dieser  Quadratwurzeln  sind  so  zu  be- 
stimmen, dass  sie  dem  zweiten  Systeme  Gleichungen  (6)  oder 
dem  zweiten  Systeme  GleicWngen  (13).  von  drei  Gleichungen 
genügen.  Genügen  die  bestimmten  Vorzeichen  den  genannten 
Gleichungen,  so  genügen  ihnen  die  entgegengesetzten  Vor- 
zeichen auch*). 


*)  Mnitiplicirt  man  die  Formeln  des  Systemes  (13)  respective  mit 
^y  y*9  ^>  ^^tfi  2^^>  2a;y  und  addirt,  so  ergiebt  sich: 

(ax  +  hy  +  cz)*  ■=  — {z/oo«*  +  ^iiy*  +  .  •  •  +  ^^ft^v}  ' 

Die  Quadratwurzel  ans  dem  rechten  Theile  dieser  Gleichung  ist  also 
eine  homogene,  lineare  Function  der  Yariabeln  x^  y,  z^  deren  Coef- 
ficienten  die  gesuchten  Grössen  a,  b,  c  sind.  Mit  Einführung  der  Be- 
zeichnungen : 
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Die  Subsiitutions-Coefficienten  a',  V,  c  oder  a',  6",  c" 
erliält  man  aus  diesen  Ausdrücken  (15);  wenn  man  die  Wur- 
zeln k  und  Aj  oder  A  und  k^  der  kubischen  Gleichung  mit 
einander  vertauscht. 

Eine  kubische  Gleichung  kann  entweder  drei  reelle  Wur- 
zeln oder  eine  reelle  und  zwei  imaginäre  Wurzeln  haben. 
Hätte  die  kubische  Gleichung  -^  =  0,  auf  welche  das  Problem 
der  Hauptaxen  führt,  zwei  imaginäre  Wurzeln,  so  würde  für 
die  Transformation  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung  auf  die 
Hauptaxen  in  diesem  Falle  die  geometrische  Interpretation 
der  Substitutionen  (1)  ihre  Geltung  verlieren.  Es  ist  daher 
folgender  Satz  von  grosser  Bedeutung: 

Die  kubische  Gleichung  z^  =  0,  von  welcher  das 
Problem  der  Hauptaxen  einer  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  abhängt,  hat  nur  reelle  Wurzeln. 

Cauchy  giebt  folgenden  Beweis  des  angeführten  Satzes, 
der  sich  in  gleicher  Weise  ausdehnen  lässt  auf  diejenige  Glei- 
chung z/  ==  0,  auf  welche  unser,  auf  mehr  als  drei  Variable 
erweitertes,  algebraisches  Problem  zurückführen  würde.  Es 
ist  dieses  eine  Gleichung,  von  welcher  die  Berechnung  der 
secularen  Störungen  der  Planeten  abhängt. 

Wenn  die  kubische  Gleichung  d  ^=0  eine  Wurzel  hätte, 
von  der  Form:  ^=l>  +  2i,  so  müsste  dieselbe  Gleichung 
auch  eine  Wurzel  haben  A,  =  p  —  gi.  Demnach  würden  die 
Grössen  a,  6,  c  und  a,  6',  c  die  Form  haben: 

6  =  Pi  +  «ii;      V  =  P,-Q,i, 
c  =  Pj  +  Q^i,      c  =  P^  —  Ö2*- 


^  =  »00  +  «11  +  <htt 
j^^  x*  +  i/^  +  s^, 

tff  =  {anOn  —  a\t)x^  +  (a^doo  —  «lo)  !/*+..•  +  2(a,oati  —  a«öoi)a;y 

erhält  man  atif  diese  Weise  für  X  die  elegante,  das  System  (13)  zu- 
sammenfassende Darstellung: 

y  

^'-±]/j  {!•« -l [Ät -  tp(x, y, «)]  +  1^}  . 
Aus  denelben  folgt  Y  oder  Z  durch  VertauBchang  von  X  mit  Xx  oder  2*. 
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Da  aber  zwischen  den  Grössen  a,  b,  c  und  a\  h\  c  die  Glei- 
chung Statt  findet: 

aa  +  66'  +  cc  =  0, 
so  hätte  man: 

eine  Gleichung^  welche  ausdrücken  würde ,  dass  die  Summe  der 
Quadrate  von  reellen  Grössen  gleich  0  sei  ^  was  unmöglich  ist. 

Das  Bedenken,  dass  unter  den  Quadratwurzelzeichen  der 
Ausdrücke  (15)  negative  Grössen  stehen  könnten^  wird  beseitigt^ 
wenn  man  erwägt,  dass  diese  Grössen  ihrer  Zusammensetzung 
nach  dasselbe  Verhältniss  haben,  und  dass  a^  +  6^  +  c^  =  1. 

Setzt  man  in  dem  Ausdrucke  z/  in  (10)  die  Grösse  X 
gleich  0,  so  geht  derselbe  in  den  Ausdruck  D  (13)  der  drei- 
zehnten Vorlesung  über,  dessen  Verschwinden  die  Bedingung 
ist,  dass  die  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  um  welche  es  sich 
handelt,  keinen  Mittelpunkt  habe.    Man  kann  daher  sagen: 

Die  Bedingung,  dass  eine  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  keinen  Mittelpunkt  habe,  fällt  zusammen 
mit  der  Bedingung;  dass  die  kubische  Gleichung^ 
von  welcher  die  Hauptaxen  der  Oberfläche  abhän- 
gen, eine  Wurzel  gleich  0  habe. 

Wie  auch  die  Gleichung  der  gegebenen  Oberfläche  zwei- 
ter Ordnung  beschaffen  sei,  im  Falle  die  Oberfläche  einen 
Mittelpunkt  hat;  wird  man  sie  durch  Verlegung  des  Coordi- 
natenanfangspunktes  in  den  Mittelpunkt  auf  die  Form  bringen 
können,  in  welcher  die  Glieder  der  ersten  Ordnung  fehlen. 
Durch  Veränderung  der  Richtung  der  rechtwinkligen  Coordi- 
natenaxen  kann  man  sie  zurückführen  auf  die  Form: 

4 

(16) xx'  +  ^\y^  +  ^2^'^  +  *  =  0. 

Hat  dagegen  die  Oberfläche  zweiter  Ordnung  keinen  Mittel- 
punkt, so  kann  man  die  Gleichung  derselben  durch  Ver- 
änderung der  Richtung  der  rechtwinkligen  Coordinatenaxen 
zurückführen  auf  die  Form: 

X^y^  +  ^2^^  +  «Ä  +  /Jy  +  yjei  +  d  =  0, 
und  durch  nachträgliche  Veränderung  des  Goordinatenanfangs- 
punktes  auf  die  Form: 

(17) X,y^  +  X^z^  +  ax  =  0, 
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oder^  wenn  Aj  »»  0  ist,  auf  die  Form: 
(18) AjÄ^  +  ax  +  ßy^O. 

Nach  den  Vorzeichen  der  in  diesen  Gleichungen  enthal- 
tenen Constanten  unterscheidet  man  die  verschiedenen  Ge- 
schlechter der  Oberflächen  zweiter  Ordnung: 

Das  Ellipsoid: 

(19) 5+S+5-i=o. 

Das  imaginäre  Ellipsoid: 

(20) 5  +  ^+5  +  1=0. 

Das  Hyperboloid  mit  einer  Mantelfläche: 
(21) S  +  S-g-l=0.      . 

Das  Hyperboloid  mit  zwei  Mantelflächen: 

(22) 5-^-5 -l-=0. 

Der  reelle  Kegel: 

(23) S  +  ff-5  =  0. 

Der  imaginäre  Kegel: 
(24) S  +  6^  +  l  =  0. 

* 

Die  Oberflächen  zweiter  Ordnung  ohne  Mittelpunkt  unter- 
scheiden sich  wie  folgt: 

Das  elliptische  Paraboloid: 

(25) g+J_„a;  =  0. 

Das  hyperbolische  Paraboloid: 
(26) '.    |J-J-«a;  =  0. 

Der  parabolische  Gylinder: 
(26*) 0^  +  ax  +  ßy  =  O. 

Zu  erwähnen  ist  noch  der  Fall;  wenn  in  den  Gleichun- 

gen  (21)  und  (22)  der  Coefficient  -^  verschwindet.   In  diesem 

c 
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Falle  stellen  die  genannten  Gleichungen  einen  ellip.tisclien 
Cylinder  und  einen  hyperbolischen  Cylinder  dar. 

Die  Namen  dieser  Oberflächen  sind  hergenommen  von 
den  Kegelschnitten ;  in  welchen  die  auf  den  Hauptaxen  senk- 
recht stehenden  Ebenen  die  Oberflächen  schneiden.  Man  muss 
diese  Schnittcurven  studiren^  um  eine  Anschauung  zu  erhalten 
von  den  verschiedenen  namentlich  aufgeführten  Oberflächen 
zweiter  Ordnung. 

Man  braucht  die  Gleichungen  der  Oberflächen  zweiter 
Ordnung  nicht  auf  diese  Formen  zurückzuführen ^  um  die  ver- 
schiedenen Geschlechter  zu  erkennen.  Denn  da  die  kubische 
Gleichung  ^t  =  0,  von  welcher  die  Hauptaxen  der  Oberfläche 
abhängen;  nur  reelle  Wurzeln  hat,  so  giebt  die  Entwickelung 
der  kubischen  Gleichung  nach  Potenzen  der  Unbekannten  in 
ihr  Aufschluss  hierüber. 

Haben  nämlich  alle  Glieder  der  kubischen  Gleichung  das- 
selbe Vorzeichen ;  oder  haben  die  auf  einander  folgenden 
Glieder  abwechselnde  Vorzeichen ,  so  ist  die  Oberfläche  eines 
der  beiden  Ellipsoide.  Im  anderen  Falle  ist  die  Oberfläche 
eines  der  beiden  Hyperboloide.  Kommt  noch  die  in  der 
vierzehnten  Vorlesung  entwickelte  Bedingung  für  den  Kegel 
hinzu ;  so  ist  die  Oberfläche  in  dem  ersten  Falle  ein  imagi- 
närer Kegel;  in  dem  zweiten  Falle  ein  teeller  Kegel.  Haben 
die  auf  einander  folgenden  Glieder  der  quadratischen  Glei- 
chung, auf  welche  die  kubische  Gleichung  ^  =»  0  im 
Falle  der  Oberfläche  ohne  Mittelpunkt  zurückführt,  gleiche 
oder  abwechselnde  Vorzeichen,  so  ist  die  Oberfläche  ein 
elliptisches  Paraboloid,  in  jedem  anderen  Falle  ein  hyper- 
bolisches Paraboloid.  Für  den  parabolischen  Cylinder  re- 
ducirt  sich  die  kubische  Gleichung  ^  =  0  auf  eine  Glei- 
chung des  ersten  Grades,  indem  zwei  Wurzeln  derselben 
verschwinden. 

So  einfach  auch  die  in  (15)  angegebenen  Werthe  der 
Substitutions-Coefficienten  a,  h^  c  sind,  so  nehmen  sie  doch 
eine  wenig  übersichtliche  Gestalt  an,  wenn  man  die  Werthe 
(12)  und  (14)  substituirt.  Wir  führen  deshalb  statt  der  6  Con- 
stanten in  der  Function  q>{x,  y,  e)  6  neue  Constanten  ein, 
indem  wir  setzen: 


254  Neunzehnte  Vorlesung. 

-^  =  /»oS       ^o''  -  «0.  ==  «0, 
(27) ^  =  ß''      /',*-«.i  =  «i, 

P2   f         P2  ^22  •*2' 

Die  drei  ersten  Ausdrücke  können  wir  in  der  That  gleich 
Quadraten  setzen,  weil  dieselben  ihrer  Zusammensetzung  nach 
dasselbe  Vorzeichen  haben.  Hätten  sie  sämmtlich  das  negative 
Vorzeichen,  so  müsste  man  in  der  Gleichung  der  Oberfläche 
alle  Glieder  mit  —  1  multipliciren,  um  sie  positiv  zu  machen. 
Durch  Einführung  dieser  neuen  Constanten  in  (15)  nehmen 
jene  Ausdrücke  die  einfachere  Gestalt  an: 

cca  +  l 

(28) •••••    ^  =  «?fx' 


ßfB 


wenn  man  setzt: 

(29)     ....         B=j/  (;i  _  ;i^)  (;i   __  j^^) 

Einen  noch  grösseren  Vortheil  erlangt  man  durch  Ein- 
führung der  sechs  neuen  Constanten  in  die  kubische  Gleichung 
^  BS  0^  welche  dadurch  folgende  einfache  Gestalt  gewinnt: 

_^  J 

(30)  ....  («0  +  ^)  («1  + ^)  («t  +  *) 

g^        ßo^  I  Pl'  I.         fe'        1    z=a=  0. 

Denn  beachtet  man  den  Wechsel  des  Vorzeichens  des 
linken  Theiles  der  Gleichung,  wenn  man  A  von  +  c»  bis  —  cx> 
abnehmen  lässt,  indem  man  voraussetzt,  dass: 

(31) «0  >  «1  >  «2? 

so  sieht   man,   dass   die  Wurzeln    der   kubischen  Gleichung 
zwischen  den  Grenzen  liegen: 

die  grösste  Wurzel  k  zwischen  +  ^^o  und  —  aj, 

(32)  .  .    die  mittlere  Wurzel  k^  zwischen  —  a^  und  —  a^, 

die  kleinste  Wurzel  Aj  zwischen  —  «j  und  —  Uq  . 

Diese  Feststellung  der  Grenzen  von  Jacobi,   innerhalb 
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welcher  die  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung  z^  =  0  zu  suchen 
sind,  macht  nicht  allein  den  von  Gauchy  angegebenen  Be- 
weis der  Realität  der  Wurzeln  überflüssig,  sondern  ermöglicht 
auch  ein  tieferes  Eingehen  in  einen  Ausnahmefall,  den  wir 
bisher  ganz  unberücksichtigt  gelassen  haben.  Wir  haben  den 
Fall  im  Auge,  wenn  zwei  Wurzeln  A  und  A^  der  kubischen 
Gleichung  einander  gleich  sind. 

In  diesem  Falle  wird  der  Ausdruck  (29)  für  B  unendlich 
gross,  und  mit  ihm  auch  die  Ausdrücke  (28),  welche  aus  der 
Auflosung  der  linearen  Gleichungen  (9)  hervorgegangen  sind. 

Ein  solch  unerwartetes  unendlich  werden  der  Werthe  von 
Unbekannten  in  einem  besonderen  Falle  pflegt  ein  Zeichen 
zu  sein,  dass  die  Werthe  der  Unbekannten  aus  Gleichungen 
berechnet  worden  sind,  welche  in  dem  besonderen  Falle  nicht 
unabhängig  von  einander  sind,  und  sich  daher  zur  Berechnung 
der  Unbekannten  nicht  eignen.  Wir  werden  in  dem  vorliegen- 
den Falle  diesem  Umstände  näher  nachzuforschen  haben. 

Wenn  die  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung  X  und  Aj 
einander  gleich  sind ,  so  kann ,  wie  aus  der  Bestimmung  (32) 
der  Grenzen  der  Wurzeln  ersichtlich  ist,  die  gleiche  Wurzel 
nur  den  Werth  haben  —  «j .  Dieser  Werth  der  Wurzel,  in 
die  kubische  Gleichung  (30)  gesetzt,  giebt: 

/52^(«i  —  «2)  («0  —  «2)  =  0. 
Es  ist  daher  mit  BQcksicht  auf  (31): 

CK2  ^  0^]  • 
Bemerkt  man  ferner,   dass  der  in  (30)  dargestellte  Ausdruck, 
für  A  zwei  gleiche  Factoren  A  -|-  «2  haben  muss,    so  sieht 
man,  dass  auch: 

Die  kubische  Gleichung  2^  =  0  hat  daher  nur  unter  der 
Bedingung  zwei  gleiche  Wurzeln,  dass: 

«0  =  «^1  =  «2; 
und  die  gleiche  Wurzel  ist: 

(33)  ....     A  =  A,  =  —  «ö  =  —  «1  =  —  «2  • 

Denn  wenn  die  zwei  kleinsten  Wurzeln  der  kubischen  Glei- 
chung einander  gleich  sind,  so  kommt  man  mit  Yertauschung 
der  Wurzeln  in  gleicher  Weise  zu  demselben  Resultat. 
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Setzt  man  nun;  um  für  den  Fall  zweier  gleichen  Wur- 
zeln eine  Einsicht  zu  gewinnen  in  die  Natur  der  Gleichungen 
(9),  aus  welchen  die  Werthe  der  Substitutions-Coefficienten 
a,  h,  c  in  (28)  hervorgegangen  sind,  in  die  drei  Gleichungen 
(9)  der  Reihe  nach  für  A  die  gleichen  Werthe: 

SO  sieht  man  aus  ihnen ,  mit  Berücksichtigung  der  drei  letzten 
Gleichungen  (27),  folgende  drei  Gleichungen  hervorgehen: 

«10Ö^  +  /'l^*  +  «12^  =  0, 

Diese  drei  Gleichungen  kommen  aber  durch  Substitution  der 
Werthe  von  ß^^,  /J,^,  /S.^^  aus  (27)  zurück  auf  die  eine  Gleichung : 

(34) ^+A+/'._0. 

»If  "10  »Ol 

Ebenso  reduciren  sich  in  dem  vorliegenden  Falle  die  drei 
ersten  Gleichungen  (8)  auf  die  eine  Gleichung: 

(35) :?l-j_^  +  iL  =  0. 

^        ^  Olt     ^   OtO    ^  «Ol 

Die  drei  letzten  Gleichungen  (8)  dagegen,  welche  der 
dritten  ungleichen  Wurzel  Aj  entsprechen,  lassen  sich  auf  die 
im  allgemeinen  Falle  angegebene  Weise  behandeln.  Aus  ihnen 
ergeben  sich  schliesslich  die  Werthe  der  Substitutions-Coef- 
ficienten a",  6",  c",  die  man  aus  (28)  durch  Vertauschung  von 
X  mit  Aj  erhält,  in  der  Form: 

(36)       .  ^""^^/*o»       &"  =  **/*!>       ö"  — f*/'2; 

0|t  '  «20  '  «Ol 

Wenn  wir  nun  auch  in  dem  Falle  ungleicher  Wurzeln 
der  kubischen  Gleichung  die  Verhältnisse  der  Substitutions- 
Coefficienten  a :  fe  :  c  aus  je  zwei  Gleichungen  (7)  und  die  Ver- 
hältnisse von  a  iV  :  c  aus  je  zwei  Gleichungen  des  ersten 
Systemes  (8)  berechnen  konnten,  so  hört  diese  Berechnung 
doch  auf  in  dem  Falle,  dass  A  =»  A^,  in  welchem  das  System 
Gleichungen  (7)  sich  auf  die  eine  Gleichung  (34),  und  das 
erste  System  Gleichungen  (8)  sich  auf  die  eine  Gleichung  (35) 
reducirt.     Die  Formeln  (28),   in  welchen  diese  Berechnung 
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in  dem   vorliegenden   Falle    erzwungen   ist,    müssen   deshalb 
illusorisch  werden. 

Wenn  A  =  A,,  so  hat  man  zur  Bestimmung  der  C)  Sul»- 
stitutions-Coefficienten  a,  h,  c  und  a,  V,  c  nur  5  Gleichunj^oii, 
nämlich  die  Gleichungen  (34)  und  (35)  in  Verbindung  mit 
den  drei  Gleichungen: 

a'    +  f-    +  c^    =  1 , 

(37) a'2  +  t'2  ^c'2  =1, 

aa  +  bV  +  cc  =  0, 

welchen  5  Gleichungen  man  auf  unendlich  viele  Arten   ge- 
nügen kann.     Die  Substitutions-Coefficienten  a",  fc",  c"   sind 
bestimmt  durch  die  Gleichungen  (36)  in  Verbindung  mit  der 
Gleichung: 
(38) V2  +  6"2  +  c'2=l. 

Bei  dieser  Bestimmung  geht  aber  die  Function  ip  {x,  y,  z) 
durch  die  Substitutionen  (1)  über  in: 

ip{x,  y,  xr)  ===  AX2  +  XY^  +  l^Z\ 

und  die  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  um  welche  es  sich  han- 
delt, ist  eine  Rotations-Oberfläche.  Denn  führt  man 
die  Gleichung  der  Oberfläche  durch  Verlegung  des  rechtwink- 
ligen Coordinatensystemes  auf  eine  der  unter  (19)  bis  (26*) 
angegebenen  Formen  zurück,  so  sieht  man,  dass  jede  Ebene, 
welche  senkrecht  steht  auf  der,  der  ungleichen  Wurzel  ent- 
sprechenden Coordinatenaxe,  die  Oberfläche  in  einem  Kreise 
schneidet,  dessen  Mittelpunkt  in  dieser  Coordinatenaxe  liegt. 
Es  ist  hiernach  die  Bedingung,  dass  eine  durch  ihre 
Gleichung  in  rechtwinkligen  Punktcoordinaten  gegebene  Ober- 
fläche zweiter. Ordnung  eine  Rotations-Oberfläche  sei,  folgende: 

(39) «^  =  «1  =  ^2. 

Wenn  die  kubische  Gleichung  ^  =  0  drei  gleiche  Wur- 
zeln haben  soll,  so  muss  erstens  die  Bedingung  (39)  erfüllt 
werden,  und  da  sich  der  durch  (30)  gegebene  Ausdruck  von 
/l  in  drei  gleiche  Factoren  zerlegen  lassen  muss,  so  folgt 
daraus  noch  die  Bedingungsgleichung: 

ß.'  +  /3.'  +  ß,'  =  0, 
welche  in  die  drei  Gleichungen  zerfallt: 

Ä)  =  /^i  =  ß'i  =  0, 

Hrsse,  analyt.  Ueometrie  d.  BaumoB.    3.  Aufl.  17 
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oder,  wenn  man  vermittelst  (27)  auf  die  ursprünglichen  Con- 
stanten der  Function  (p{x,y,£i)  zurückgeht: 

(40)    .    .    .    ...    .    .    .       «12  ==  «20  =  ^01  "^^  ^" 

Diese  Gleichungen  drücken  aus,  dass  die  Function  q>(Xyy,z) 
schon  die  Form  habe,  auf  welche  sie  in  dem  allgemeinen 
Falle  zurückzuführen  ist. 

Die  Gleichungen  (39)  und  (40)  sind  die  Bedingungen  für 
die  Kugel. 

Wenn  man  schliesslich  an  Stelle  der  G  Constanten  in  die 
Function  q){Xy  y,  z)  die  neuen  Constanten  durch  (27)  einführt, 
so  stellt  sich  dieselbe  also  dar: 

(41)    (p{x,y,z)  =  (ßo^  +  ßiy+ß2^y  —  («0^''+  <^\f  +  ^2^^)' 

Hätte  man  diese  Form  der  Function  ip  (x;  y,  e)  statt  der  Form 
(4)  gleich  am  Anfange  gewählt,  so  würde  man  mit  über- 
raschender Einfachheit  die  Losung  des  Problemes  gefunden 
haben.  Diese  Losung  des  Problemes  der  Hauptaxen  der  Ober- 
flächen zweiter  Ordnung  werden  wir  mit  grösserer  Ausführ- 
lichkeit in  der  zweiundzwanzigsten  Vorlesung  wieder  aufneh- 
men, nachdem  wir  zuvor  als  Einleitung  dazu  das  leichtere 
Problem  der  Hauptaxen  der  Curven  zweiter  Ordnung  in  ana- 
loger Weise  behandelt  haben  werden. 

Es  sei  noch  erwähnt,  dass  das  behandelte  algebraische 
Problem  sich  als  Maximums-  oder  Minimums- Aufgabe  auf- 
fassen lässt: 

DieWerthe  der  Variabein  zu  bestimmen,  welche 
eine  gegebene  homogene  Function  q>{Xy  y^z)  zu  einem 
Maximum  oder  zu  einem  Minimum  machen,  wenn 
zwischen  den  Variabein  die  Bedingungs-Gleichung 
a;2  +  y«  +  ;?2  _  1  =  0  statt  findet. 

Denn,  wenn  man  nach  den  bekannten  Regeln  der  Differen- 
tialrechnung die,  die  Werthe  der  Variabein  bestimmenden 
Gleichungen  aufstellt,  so  wird  man  finden,  dass  sie  auf  die 
behandelten  Gleichungen  hinauskommen. 
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Zwanzigste  Vorlesung. 

Transformation  homogener  Functionen 
zweiter  Ordnung  durch  lineare  homogene 

Substitutionen. 


Geometrische  Probleme  haben  in  den  letzten  Vorlesungen 
auf  ein  und  dasselbe  algebraische  Problem  geführt;  das  der 
Transformation  homogener  Functionen  der  zweiten  Ordnung 
durch  lineare  Substitutionen  in  die  Summe  der  Quadrate  der 
neuen  Variabein.  Wir  werden  gegenwärtig  das  algebraische 
Problem  wieder  aufnehmen;  indem  wir  die  Zahl  der  Varia- 
bein unbeschränkt  lassen. 

In  dieser  Absicht  werden  wir  damit  beginnen;  Relationen 
zu  entwickeln;  welche  zwischen  den  Coefficienten  linearer 
SubstitutioneYi  und  den  Coefficienten  in  ihren  Auflösungen  auf- 
treten. Wir  werden  zweitens  auf  Eigenschaften  linearer  Sub- 
stitutionen aufmerksam  mkcheO;  welche  eine  gegebene  homo- 
gene Function  der  zweiten  Ordnung  transformiren  in'  einen 
Ausdruck;  der  nur  die  Quadrate  der  neuen  Variabein  enthält. 
Wir  werden  drittens  die  linearen  Substitutionen  bestimmen; 
welche  zwei  gegebene  homogene  Functionen  der  zweiten  Ord- 
nung auf  die  Quadrate  der  neuen  Variabein  zurückführen. 

Es  stelle: 

(0 ^x  =  «?^o  +  «r^i  + <^« 

ein  System  von  (w  -f-  1)  linearen  Gleichungen  vor;  indem  x 
die  Werthe  habe  0;  1;  ...  n.  Durch  Auflösung  dieses  Sy- 
stemes  Gleichungeu  nach  den  (n  +  1)  Variabein  x  erhält 
man;  wie  man  in  (17)  und  (21)  der  siebenten  Vorlesung  ge- 
sehen hat;  Gleichungen  vou  derselben  Form  rücksichtlich  der 
Variabein  X: 
(2) a;,  =  e2X,  +  eiX,  + ejX,. 

Mit  diesen  linearen  Substitutionen  bringen  wir  in  Ver- 
bindung ein  zweites  System  linearer  Substitutionen  von  der 
Form: 

(3) r,  =  f>jy,  +  efy,-f <y„, 

17* 
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aus  welchen  nach  (22)  und  (18)  der  siebenten  Vorlesung  fol- 
gende Auflösungen  hervorgehen: 

(4) 3/x  =  <yo  +  «i5^i  + «Jl'n- 

Zwischen  den  Coefficienten  a  und  e  in  diesen  Substitu- 
tionen müssen,  weil  die  einen  die  anderen  bedingen,  mannich- 
faltige  Relationen  Statt  finden.  Von  diesen  Relationen  wer- 
den wir  die  gebräuchlichsten  entwickeln. 

Setzt  man  die  Ausdrücke  (1)  in'  (2)  und  (4)  in  (3)  und 
vergleicht  die  Coefficienten  gleicher  Variabein,  so  erhält  mau: 

0  =  PjaJ  +  efaJ  + c^jo^, 

Multiplicirt  man  die  beiden  Determinanten: 

''o '      1  ' 


(5) 


(6)      A  = 


a 


a 


1^ 


a 


1 


a 


.  a 
.  a 


E^ 


^Qf    ^17   •    •   '    ^« 


.    .   (' 


ß 


>1         f,l 


,  .  e 


n 
1 


mit  einander  und  stellt  das  Product  nach  (31)  der  siebenten 
Vorlesung  als  eine  Determinante  dar,  so  erhält  man  mit  Rück- 
sicht auf  (5): 

1 ,    0,    0,  ...  0  ; 

!  0,    1,    0,  ...  0 


AE 


0,    0,    0,  ...  1 

eine  Determinante,  welche  mit  Rücksicht  auf  (14)  der  sieben- 
ten Vorlesung  sich  auf  die  Einheit  reducirt,  so  dass  man  hat: 

(7) AE=l. 

Man  hat  ferner  die  Gleichung: 

(8)     XoFo  -f-  X,r,  +  . . .  XnYn  =  ar^yo  +  ^\yi  +  •  •  •  ar«y„, 

welche  durch  die  Substitutionen  (l)  uud  (H)  oder  (2)  und  (4) 
eine  identische  wird.      Denn  macht  mau  die  genannten  Sub- 
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stitutionen    und   vergleicht  beide  Seiten   der  Gleichung    mit 
einander ;  so  erhält  man  die  Gleichungen  (5). 

Diese  Gleichung  (8)  bleibt  auch  eine  durch  die  Substi- 
tutionen identische,  wenn  man  sowohl  ihre  linke ^  als  ihre 
rechte  Seite  zur  mten  Potenz  erhebt.  Hierdurch  erhält  man 
mit  Anwendung  des  polynomischen  Lehrsatzes: 

V/tC^U^    •  •  •    **|| 


wenn  man  der  Kürze  wegen  setzt: 

n{m)  =  l  .  2  . .  .  .  m 

und  annimmt;  dass  a^,  cc^  ,  ,  ,  a^  alle  gleichen  und  ungleichen 
Zahlen  0,  1,  2  .  .  .  m  bedeuten,  deren  Summe  ist: 

(10) «Q  -J-  a,  +  .  .  .  .  a„  =  w. 

Mit  Unterdrückung  des  Factors  77(w)  in  jedem  Gliede 
der  genannten  Gleichung  und  Aenderung  der  Factorenfolge 
lässt  sich  dieselbe  bequemer  so  darstellen: 

(II)...  ^«o"--''«      '       '  »Ol 

~         üaa  a       0       A     '  '   '      «     '  i'o   i'l     "  '   Vn     ' 

In  der  Entwickelung  des  Productes: 

nach  den  Variabein  Y  werden  wir,  indem  wir  annehmen, 
dass  ßü)  ßi  "-  ßn  gegebene  Zahlen  seien  aus  der  Reihe  0  l  . . .  w, 
deren  Summe  ebenfalls  gleich  m  ist,  den  Coefficienten  des 
Productes : 

bezeichnen  mit: 

Ebenso  werden  wir  in  der  Entwickelung  des  Productes: 
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nach  den  Variabein  X  den  Coefficienten  des  Productes : 

Xf°Xf'...X^« 
bezeichnen  mit:        /      '  " 

wodurch  die  Grössen  Aa,a,...a  als  Functionen  der  Substitutions- 
Coefficienten  a,  und  die  Grössen  Ea^a,,.,a^  als  gleichartige 
Functionen  der  Substitutions-Coefficienten  e  definirt  sind. 

Denkt  man  sich  nun  die  Gleichung  (11)  nach  Potenzen 
und  Producten  der  Variabein  Y  entwickelt,  so  wird  der  Coef- 

ficient  des  Productes  rf**  Ff ^  .  .  Y^^  in  dem  linken  Theile 
der  Gleichung  sein: 

X^-  X'*»  . . .  x^« 

0        I n_ 

Um  den  entsprechenden  Coefficienten  in  dem  rechten 
Theile  der  Gleichung  (11)  zu  erhalten  ^  wird  man  in  derselben 
für  das  Product  yj^ J/J*  .  .  .  yj»  nur  zu  setzen  haben L\a, . . .a,  • 
Aa^a,...a^j  wodurch  man  erhält: 

Da  aber  die  genannten  beiden  Coefficienten  in  der  Glei- 
chung (11)  einander  gleich  sein  müssen,  so  hat  man: 

,,«,  X^«  X'f ' . . .  x/J« 

In  gleicher  Weise  erhält  man  aus  (11)  durch  Entwicke- 
lung  nach  den  Variabein  X: 

Man  kann  hiemach  die  vorausgeschickte  Definition  der 
Grössen  A  und  E  aufgeben  und  sie  als  Entwickelungs-Coef- 
ficienten  in  den  Gleichungen  (12)  und  (13)  definiren,  wobei 
CS  sich  wieder  herausstellt,  dass  die  einen  aus  den  anderen 
hervorgehen  durch  die  Vertauschung  der  Buchstaben  a  und  e. 

Behält  man  aber  die  erste  Definition  der  Grössen  A  und  E 
bei,  entwickelt  die  Gleichung  (12)  nach  Potenzen  und  Pro- 
ducten der  Variabcln  X  und  setzt  in  der  Entwicklung  die 
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Coefficienten  des  Productes  X^°  X^' .  . .  X^**  auf  beiden  Seiten 
der  Gleichung  einander  gleich^  so  erhält  man: 

(  1 4j    .    .    .      77— T         ~  =  -^ C  a^a,  . . .  a^  •  -^Ooffi . . .  ««  •  -^«0«!  •  •  ■  «n  > 
^Pd  i»\  '  • '  Pn 

m 

welche  Gleichung  man  auch  erhalten  haben  würde,  wenn  man 
die  Gleichung  (II)  nach  den  Variabein  X  und  Y  entwickelt 

und  die  Coefficienten  des  Productes  Xf^  Xf ' . . .  X^» .  T'^Y^' . . .  T^" 

Ol  »Ol  n 

auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  einander  gleich  gesetzt  hätte. 
Dieses  Resultat  drücken  wir  kurz  so  aus: 

(15)  .  .  .Wenn  die  ganz  willkürlich  gebildeten  Sub- 
stitutionen (1)  den  Ausdruck: 

X^l«  X'f ' . . .  z2" 

transformiren  in  (12),  und  wenn  die  von  (1)  ab- 
hängigen Substitutionen  (3)  den  Ausdruck: 

Z^         1    '  •  '  -^n 

transformiren  in  (13),  so  findet  unter  der  Bezeich- 
nung (9)  zwischen  den  Entwickelungs-Coefficien- 
ten  A  und  E  die  Gleichung  (14)  Statt. 

Wenn  die  Substitutions-Coefficienten  a  den  ihnen  ent- 
sprechenden Substitutions-Coefficienten  e  gleich  werden,  und 
es  giebt  solche  Substitutionen,  wie  wir  im  nächsten  Abschnitte 
unserer  Vorlesung  zeigen  werden,  so  werden  auch  die  Ent- 
wickelungs-Coefficienten  A  und  E  einander  gleich,  und  die 
Gleichung  (14)  geht  dann  über  in: 

(lo)    .    .    .      .y-~-  ^   -  «=  2;Ccf^of,  ...or^   .-4a„a,  ...a„    . 

^poPi  •  '  '  Pn 

Es  ist  diese  Gleichung  (16)  offenbar  eine  Erweiterung 
der  Gleichung  (33)  in  der  achtzehnten  Vorlesung  und  darum 
die  Gleichung  (14)  auch.  In  speciellen  Fällen  tritt  dieses 
noch  auffallender  heryor. 

Setzt  man  nämlich  n  =  2,  m==2,  ß^s^O^  ß^  =  ß,^  =  l^ 
so  erhält  man  durch  Entwickelung  von  (12): 
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(17)  -AjoQ  =  ^0    ^0    J         -^OVO  ^1    ^1    f  -^002  ^2   ^2   f 

Jo^=-«l^V+^/^l^  ^^Ot=«-2'V+«0*»2S  ^iio**«o^öi'+«i*V^ 
woraus  die  entsprechenden  Grössen  E  hervorgehen,  wenn 
man  den  Buchstaben  a  in  e  verwandelt.  Auf  Grund  von  (14) 
hat  man  nun  die  mit  (43)  in  der  achtzehnten  Vorlesung  cor- 
respondirende  Gleichung: 

(18)  .    .    .       1  =  2  (-4.20Q  ^^200  "1"  -^020^.20     l"  -^002^002/ 

Setzen  wir  n  =  2,  m  =  3  und  ßo  =  ßi  =  ß^  =  ^}    so 
erhalten  wir  aus  der  Gleichung  (12): 


■^inn  (l\)    Gt(j    Oq    y 
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-^030  —  ^l   ^1    ^1    y      -^o»3 


V^*i'öf2% 


(19) 


^I20  =  «0^«W  +  «0 
-Aj02  -~  ^ü   ^2   ^2    "r    ^Ü 

^012  =  V  «2*  «2^  +  0^1 
^210  =  WV+«t 

■^201  =<öü'fl0^  +  «2 


V«0®  +  «2^«.I®«0 


-^111=^0^^1^  ^2'+ ^o"^l'^2*+^O^^I^^2^  +  V^l"^2^+«o'öfl"«2' 

woraus  wieder  die  entsprechenden  Grössen  JB  hervorgehen, 
wenn  man  den  Buchstaben  a  in  c  verwandelt,  und  die  Glei- 
chung (14)  geht  über  in  die  mit  (47)  der  achtzehnten  Vor- 
lesung correspondirende  Gleichung: 

1  =  0|-43„Qi^3QQ  +  A^^^h^^ti  "r  -^003-^003}  "T-^JM-^IM 
(       )    •  •  •         I     2 1      J^O'^120  "T  -^102-^102     1     ■^012A)12l 

1-^210^^210     I     -^201^201     \     -^021-^021  I 

Man  wird  bereits  bemerkt  haben,  dass  dieser  erste  Theil 
der  gegenwärtigen  Vorlesung  nichts  weiter  bezweckt,  als  eine 
Ausdehnung  der  in  der  achtzehnten  Vorlesung  vorgetragenen 
Formeln  und  Lehrsätze.  Es  bleibt  darum  noch  übrig,  eine 
Gleichung  oder  einen  Satz  zu  entwickeln,  welche  als  Verall- 
gemeinerung der  Gleichung  (39)  oder  des  Satzes  (40)  in  jener 
Vorlesung  zu  betrachten  sind.  Da  wir  jedoch  von  dieser  Ent- 
wickelung    keinen    weiteren    Gebrauch    machen    werden,    so 
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wollen  wir  uns  damit  begnügen^  den  Weg  anzugeben  ^  auf 
dem  man  das  Verlangte  erreicht. 

Nimmt  man  zu  diesem  Zwecke  an,  dass  ü^o;  Z^i  •  *  .  Z^n  ge- 
gebene Zahlen  seien  aus  der  Reihe  0,  l  ,  .  .  n,  deren  Summe 
gleich  m,  wie  die  Zahlen  /Jq,  /3|  .  .  .  /J«,  jedoch  irgend  ver- 
schieden von  den  letzteren^  entwickelt  die  Gleichung  (12)  nach 
Potenzen   und  Producten  der  Variabein  X  und  setzt  in   der 

Entwickelung  die  Coefficientön  des  Productes  X^^  X['  ...  X^" 

auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  einander  gleich,  so  wird  der 
Coeflicient  in  dem  linken  Theile  der  Gleichung  gleich  0  und 
man  erhält  dadurch  die  Erweiterung  der  Gleichung  (39)  aus 
der  achtzehnten  Vorlesung  für  beliebige  lineare  Substitutionen. 
Eine  ähnliche  Gleichung  würde  man  aus  (13)  erhalten,  wenn 
man  diese  Gleichung  naiih  Potenzen  und  Producten  der  Va- 
riabein  Y  entwickelte    und   die  Coefficienten  des  Productes 

Y*"  y^'  . . .  Y*"  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  gleichsetzte. 

Ein  besonderes  Gewicht  legen  wir  nur  auf  den  Satz  (15), 
von  dem  wir  noch  in  dieser  Vorlesung  Gebrauch  machen 
werden,  und  auf  dessen  Specialisirung  in  (34)  der  achtzehnten 
Vorlesung,  auf  welche  wir  bei  Gelegenheit  der  Rotations- 
flächen zweiter  Ordnung  und  der  Kreisschnitte  der  Oberflächen 
zweiter  Ordnung  zurückkommen  werden. 


Die  Substitutionen  (1)  waren  bisher  ganz  willkürliche, 
denn  die  Substitutions-Coefficienten  a  konnten  irgend  welche 
Werthe  haben.  Die  Substitutions-Coefficienten  e  in  den  auf- 
gelösten Gleichungen  (2)  waren  durch  sie  bestimmt.  Man  kann 
aber  auch  die  Substitutions  Coefficienten  e  in  (2)  als  die  will- 
kürlichen betrachten  und  die  Substitutions-Coefficienten  a  als 
bestimmte  Functionen  der  ersteren. 

Diese  Willkürlichkeit  werden  wir  fortan  beschränken,  in- 
dem wir  festsetzen,  dass  die  Substitutionen  (2)  eine  beliebig 
gegebene  homogene  Function  f(xQ,  a;, ,  ...  Xn)  der  zweiten 
Ordnung  transformiren  in  die  Form: 

(21)    f{xQ,  x^, a;„)  =  /to^o^  +  f*i  -2^1^  +  •  •  •  •  f*« ^«^ 
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Dass  die  (n  +  ly  Substitutions-Coefficienten  e  sich  wirk- 
lich so  bestimmen  lassen ,  dass  durch  Einsetzung  der  Werthe 
von  Xq,  x^y  .  ,  .  Xn  aus  (2)  die  Gleichung  (21)  eine  identische 
wird;  ist  leicht  ersichtlich.  Denn  setzt  man  nach  der  Sub- 
stitution die  Coefficienten  der  Potenzen  und  Producte  gleicher 
Variabein  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  einander  gleich, 

so  erhält  man  nur  i^-^t-^  --"^  ^   Bedinguiigsgleichungen    zwi- 

sehen  den  (w  +  1)  (^  +  2)  unbekannten  Grössen  e  und  ft, 
wodurch  diese  Grössen  nicht  bestimmt  sind.  Man  kann  daher 
unendlich  viele  Substitutionen  (2)  bilden,  welche  der  gemach- 
ten Forderung  genügen,  selbst  wenn  man  die  (w  +'  1)  Grössen 
ft  als  gegebene  betrachtet. 

Dieselben  -*^  [^^^hJ.  Bedingungsgleichungen  in   einer 

anderen  Form  erhält  man  auch,  wenn  man  die  Substitutionen 
(I)  in  (21)  macht  und  die  Coefficienten  der  Potenzen  und 
Producte  gleicher  Variabein  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung 
einander  gleich  setzt.  Denn  in  diesem  Falle  wird  die  Glei- 
chung (21)  eine  identische  in  Rücksicht  auf  die  Variabein  rc, 
wie  dieselbe  Gleichung  durch  die  Substitutionen  (2)  eine  iden- 
tische Gleichung  wurde  in  Rücksicht  auf  die  Variabein  X. 

Denkt  man  sich  nun  diese  Gleichung  (21)  durch  die  Sub- 
stitutionen (1)  zu  einer  identischen  gemacht  und  dififerentiirt 
nach  Xit ,  so  erhält  man : 

(22)     ifix,)  =  cr.Vo^^ü  +  «xV,  X,  +  ....  a,-iLnXny 

eine  Gleichung,  welche,  da  x  die  Werthe  hat  0,  1,  2  .  .* .  w, 
ein  ganzes  System  von  (m  +  1)  Gleichungen  repräsentirt. 

Diese  Gleichungen  sind  als  eine  Folge  der  Substitutionen 
(1)  oder  (2)  zu  betrachten,  welche  die  Eigenschaft  haben, 
die  Transformation  (21)  zu  vollführen,  und  umgekehrt  sind 
auch  die  Gleichungen  (1)  oder  (2)  eine  Folge  dieser  Gleichun- 
gen. An  Stelle  der  Relationen  (1)  oder  (2)  zwischen  den 
Variabein  x  und  X,  welche  die  Gleichung  (21)  zu  einer  iden- 
tischen machen,  kann  man  daher  auch  die  Gleichungen  (22) 
nehmen. 

Die  Gleichungen  {22)  gehen  über  in  (4),  wenn  man  die 
Vertauschungen  macht: 

i/X^x)  mit  j/x  und  {i^X^  mit  Yx, 


Lineare  Transformation  hotnogener  Functionen  2.  0.  267 

und  die  Substitutioneu  (4)  gehen  dadurch  über  in  (22).  Da 
aber  die  Gleichungen  (22)  nichts  anderes  sind;  als  die  umge- 
stalteten Substitutionen  (1);  so  kann  man  sagen,  dass  durch 
die  angegebenen  Vertauschungen  die  Substitutionen  (1)  und 
(4);  also  auch  (2)  und  (3)  in  einander  übergehen. 

Alle  bisher  aufgestellten  Gleichungen  sind  unmittelbare 
Folgen  aus  den  Substitutionen.  Man  wird  daher  in  allen 
jenen  Gleichungen  die  angegebenen  Yertauschungen  machen 
können;  sie  müssen  jedoch  gleichzeitig  erfolgen. 

Die  erste  von  diesen  Yertauschungen  besteht  darin,  dass 
man  setzt: 

Löst  man  das  durch. diese  Gleichung  repräsentirte  System 
Gleichungen  auf,  so  erhält  man  nach  (28)  der  siebenten  Vor- 
lesung,  indem  die  Unbekannte  2xx  sich  als  der  DiflFerential- 
quotient  einer  bestimmten  homogenen  Function  F{y^^ ;  yi  v  •  Vn) 
der  zweiten  Ordnung  der  reciproken  Function  von  /[x^y  .Tj  , . . .  Xn), 
darstellt;  Gleichungen  von  der  Form:* 

x,  =  ^F\y,), 

Es  ist  hiernach  gleichbedeutend;  ob  man  setzt: 

^r(^«)  =  J/x  oder  Xx  =  ^F'{y^). 

Wir  können  daher  sagen,  dass  es  erlaubt  sei;  in  allen 
unseren  Gleichungen  folgende  Vertauschungen  zu 
machen: 

(23)  ifixx)  =  yx  oder  ^F^y^)  =  x,,  und  ^^  A%  =  F«. 

Macht  man  diese  Vertauschungen  in  der  so  dargestellten 
Gleichung  (21): 

so  erhält  man: 

(24)  ...     ^(y.,  y„  .  .  .  y.)  =  ^^  +  ^f  +  •  •  •  ^^ ' 

Dieses  Resultat  geben  wir  als  einen  Lehrsatz  wieder,  wie 
folgt : 

(25)  ....  Wenn  die  Substitutionen  (1)  und  '(2)  die 
homogene  Function  /'(a:©,  Xi,  .  .  .  Xn)  der  zweiten  Ord- 
nung transformiren  in: 
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so  transformiren  die  Substitutionen  (3)  und  (4)  die 
reciproke  Function  -F(yo;  ^i;  •  •  •  Vn)  in: 

F(ii„  y„  ...  y„)  =  ^+  !'-  +  •.•  ^  • 

Eine  ganz  besondere  Beachtung  verdient  der  Fall,  wenn 

die  gegebene  Function  ist :  f{XQ ,  a?, , . . .  a:«)  =  ^o^  +  ^i^  +  •  ••  ^»^ 
und  zugleich  ^^^  =  ^j  =  ...==  /li«  =  1.  Denn  unter  dieser 
Voraussetzung  nimmt  die  Gleichung  (22)  die  Gestalt  an: 

Xm  =  ßx"  Xq  +  r/x^  X,  +  .  .  .  ax*Xn . 

Vergleicht  man  letztere  mit  den  Substitutionen  (2),  so  sieht 
maH;  dass:  ' 

X  X 

s 

Diese  Bemerkungen  drücken  wir  als  Satz  aus: 

(26)  .  .  .    Wenn  die  Substitutionen: 

Xjt  ==  a<®  Xo  +  a«^  X,  +  .  . .  a«'»  X,* 
die  Function  Xq^  +  ^i^  +  •  •  -  ^»^  transformiren  in: 
V  +  ^i'  +  .  .  .  ^n^  =  V  +  X,2  +  .  .  .  X,S 

so  sind  die  Auflösungen  der  Substitutionen  fol- 
gende: 

Jift  ^=  ÖTq   J7q  -p  Äj    ^1  -|-  .  .  t  du    Xn  • 

In  diesem  Falle  unterscheiden  sich  die  Substitutionen  (1)^ 
(2)  von  (3),  (4)  nur  durch  die  Bezeichnung  der  Variabein 
und,  wenn  das  letztere  zutrifft;  kann  man  die  Gleichung  (8) 
übergehen  lassen  in: 

JLq    -j-  JLj    -p  .  .  .  JLn    ==  Xq    -f-  X^     -p  .  •  .  Xn  ) 

indem  man  Xx  =  Yx  und  x^  =  t/x  setzt.  Daher  kann  man 
den  Satz  auch  umkehren,  wie  folgt: 

(27)  .  .  .  Wenn  die  Substitutionen: 

Xx  =  «x^Xo  +  Ox^Xj  +  •  •  •  «x*X„ 
aufgelöst  von  der  Form  sind: 

Jij^  =  d^    Xq  -\-  Gf^    J^i  -|-  .   .  .  flfn    Xny 
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so  machen  sie  die  Gleichung: 

ZU  einer  identischen  Gleichung. 

Die  Coefficienten  in  den  Substitutionen  (1),  (2),  welche 
die  Transformation  (21)  bewirken,  haben,  wenn  n  =  3  ist 
eine  bestimmte  geometrische  Bedeutung^  auf  welche  wir  hier 
aufmerksam  machen  wollen. 

Macht  man  nämlich  die  Substitutionen  (2)  in  (21)  und 
vergleicht  beide  Seiten  der  Gleichung^  so  erhält  man: 

eo'TM  +  e^fie,'^)  +  .  . .  e/fie,^)  =  0. 

Diese  Gleichung  sagt  aus,  dass  e^^ ,  e^^  e^ ^  e/  und 
^0^»  ej^,  ^2^,  e^*^  die  homogenen  Coordinaten  eines  Polenpaares 
sind  rücksichtlich  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  welche, 
durch  homogene  Punktcoordinaten  x^^  x^,  x^j  x^  analytisch 
ausgedrückt,  sich  also  darstellt: 

/  (a?Q,  X^ ,  fl?2;  ^3)  ""^  ^* 

Es  sind  daher  die  16  Coefficienten  e  in  den  Substitutionen 
(2)  die  Coordinaten  eines  Sjstemes  harmonischer  Pole  der 
genannten  Oberfläche. 

In  gleicher  Art  erweisen  sich  aus  (24)  die  16  Substitutions- 
Coefficienten  a  in  (4)  als  die  homogenen  Coordinaten  eines 
Systemes  harmonischer  Polarebenen  einer  Oberfläche  zweiter 
Ordnung,  welche,  durch  Ebenencoordinaten  j/oj  ^u  J/a;  Vz  ^.us- 
gedrückt,  sich  so  darstellt: 

Die  genannten  beiden  Oberflächen  zweiter  Ordnung  er- 
weisen sich  aber  nach  der  doppelten  Darstellungsweise  der 
Oberfläche  zweiter  Ordnung  durch  Punktcoordinaten  oder  durch 
Ebenencoordinaten  als  eine  und  dieselbe  Oberfläche,  und  aus 
der  geometrischen  Deutung  der  Gleichungen  (5)  im  Falle  n=3 
entnehmen  wir  den  Beweis,  dass  das  System  harmonischer 
Polarebenen  gerade  das  System  von  vier  Ebenen  ist,  welche 
je  drei  harmonische  Pole  aus  dem  genannten  Systeme  har- 
monischer Pole  der  Oberfläche  verbinden. 
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Da  die  (w  +  1)^  Coefficienten  in  den  Substitutionen  (1) 
oder  (2),  welche  den  Ausdruck  (21)  transformiren,  noch  eine 
grosse  Willkürlichkeit  zulassen ;  so  werden  wir  fortan  anneh- 
men ^  dass  diese  Substitutionen  zwei  gegebene  homogene 
Functionen  zweiter  Ordnung  ({Xq  ,  a:, ,  . . .  rr,»)  und  qp(a:„ ,  a?, , . . .  Xn) 
transformiren  in: 

(2%^  ^^^'  a?|  ,  .  .  .  Xn)  =  ^0  ^0     +  f*l  ^1     +•••#*«  -^n  ; 


n  • 


Man  überzeugt  sich  leicht;  dass  diese  Annahme  nichts 
Unmögliches  enthält.  Denn ,  macht  man  in  (28)  die  Substi- 
tutionen (2)  und  vergleicht  beide  Seiten  der  Gleichungen ,  so 
erhält  man  (w  +  ^ )  (^  +  2)  Bedingungsgleichungen  zwischen 
den  (n  -{-  1)^  zu  bestimmenden  Substitutions-Coefficienten  e 
und  den  2{n  -\-  1)  ferneren  Unbekannten  (i  und  v.  Man  hat 
also  (n  4-  1)  Unbekannte  mehr^  als  Bedingungsgleichungen. 
Daraus  ist  ersichtlich,  dass  von  den  (n  +  1)  (n  +  3)  Unbe- 
kannten (n  -|-  1)  beliebige  Werthe  annehmen  können;  wäh- 
rend die  übrigen  durch  sie  bestimmt  sind.  Welchen  (w  +  1) 
Unbekannten  beliebige  Werthe  zuertheilt  werden  können, 
und  wie  die  Werthe  der  übrigen  sich  daraus  bestimmen  lassen, 
werden  wir  zum  Schlüsse  der  Untersuchung  auseinandersetzen. 
Gegenwärtig  werden  wir  weitere  Folgerungen  aus  unserer 
Annahme  ziehen. 

Wenn  wir  die  zweite  Gleichung  (28)  als  eine  durch  die 
Substitutionen  (1)  identische  Gleichung  betrachten  und  nach 
Xx  diiFerentiiren ,  so  erhalten  wir: 

eine  Gleichung,  welche  in  (4)  übergeht,   und  welche  wieder 
aus  (4)  hervorgeht;  wenn  man  die  Vertauschungen  macht: 

i(p\Xx)  mit  ytt  und  v^X^t  mit  Y». 

Durch  diese  Yertauschungen  gehen  die  Substitutionen  (1) 
und  (4)  in  einander  über;  gerade  sO;  wie  dieses  auch  durch 
die  Yertauschungen  (23)  geschah.  Da  aber  alle  bis  dahin 
aufgestellten  Gleichungen  Folgen  sind  der  Substitutionen  (1) 
bis  (4),  welche  den  Gleichungen  (28)  identisch  genügen ,  und 
diese  Gleichungen  selbst  als  Folgen    aus    den    so  definirten 
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Substitutionen  zu  betrachten  sind;  so  kann  man  in  allen  bisher 
aufgestellten  Gleichungen  diese  Yertauschungen  machen. 
Die  erste  Vertauschung  geschieht ^  indem  man  setzt: 

Durch  Auflösung  dieses  Systemes  Gleichungen  nach  den  Varia- 
beln  X  erhält  man,  wenn  man  mit  ^(yo;  V^f'-yn)  die  reci- 
proke  Function  von  (p(xQy  x^,  .  .  .  Xn)  bezeichnet: 

x^  =  i  a>'(yx) . 

Es  ist  daher  gleichbedeutend,  ob  man  setzt: 
i<pX^x)  =  Px  oder  rr»  =  iO\y^) . 

Hiernach  ist  es  erlaubt,  in  allen  unseren  Gleichun- 
gen folgende  Yertauschungen  zu  machen: 

(29)    ^(pXxn)  =  Vx  oder  i </>'(«/«)  =  ^*?  ^nd  v^  X„  =  Y^. 

Macht  man  diese  Yertauschungen  in  der  zweiten  so  dar- 
gestellten Gleichung  (28): 

SO  erhält  man  die  Gleichung: 

(30)  .  .  .    *(y,„  y„  •  •  •  y-)  =  -^f  +  ^;.'  +  •  •  •  ^  • 

Die  Bedingungen  dieser  Gleichung  (30)  und  der  Gleichung 
(24)  fassen  wir  in  dem  folgenden  Satze  zusammen: 

(31)  ....  Wenn  die  Substitutionen  (1)  und  (2)  die 
homogenen  Functionen  f(xQj  ic,,...a?„)  und  q){XQj  x^y..,x„) 
der  zweiten  Ordnung  transformiren  in: 

f{XQ,  X^,.  .  .  Xn)  =  /io^O^  +  ^1^1*  +  •  •  •  i^nXn^, 

(P(Xq,  a?,,  .  .  .  rc„)  =  VqXq^  +  v,X,2  +  .  .  .  i/„X„2^ 

so  transformiren  die  Substitutionen (3)  und  (4)  die  re- 
ciproken  Functionen  jF(yo,  Vi, ...yn)  und  a>(yo,j/,,...y«)  in: 

*(y«,y„...y.)  =  ^f+^f +...^- 

Wir  haben  in  dem  Yorhergehenden  zwei  Hülfsmittel  ge- 
schaffen, um  aus  einer  beliebigen  Gleichung,   die  durch   die 


-  .^Tjj^  -     *"■  "^^  ' 


,-  A-^  *•  /f  ^  »,;a  /^4^    welche  die  Transformationen  (28) 

Substitutionen    (1)  his  {J^h    7";  m  •  i.  t      i  -i 

bewirken,  eine  identische  wird,  neue  Gleichungen  abzuleiten, 
nämlich  die  Vertauschungen  (23)  oder  (29).  Da  die  auf  diese 
Weise  abgeleiteten  Gleichungen  wieder  durch  die  Substitu- 
tionen identische  Gleichungen  werden,  so  sind  wir  in  der 
Laffe  die  vorhandenen  Gleichungen  in  das  Unbegrenzte  zu 
vervielfältigen. 

Macht  man  zum  Beispiel  in  der  Gleichung  (30)  die  Ver- 
tauschungen (23)  und  in  der  Gleichung  (24)  die  Vertauschun- 
gen (29),  und  setzt  der  Kürze  wegen: 


(32) ^  =  ?x, 


V 


H 


SO  erhält  man  mit  Einführung  der  neuen  Bezeichnungen  f^  t 
und  9  — ii 

(33)    ...  '^^  f^O^O^O     "I"  f^lM-^l     "!"•••    t^nln-^n   ; 

Diese  Gleichungen  beweisen  den  Satz: 

(34)  ....  Wenn  die  Substitutionen  (l)  und  (2)  die 
homogenen  Functionen  zweiter  Ordnung /'(a;ü,fl;„...a;«) 
und  9(a?Q,  a?,,  . .  .  Xn)  transformiren  in  die  Form: 

9>{^Q)  x^,  .  .  .  Xn)  =  VqX.^^  -f  v^X^^  +  •  •  •  ^n-X«% 

so  transformiren  dieselbenSubstitutionen  diehonio- 
genen  Functionen  zweiter  Ordnung: 

-f'd^'W;   i^X^öf  •  •  •  i^X^n))  ==  9-i  in: 

Z'+l  =  f*0  ^0  Xo'  +  (i,  Z,  Xj^  + Hn  In  Xn^, 

9^-1  =  yQ-i~ Xo^  +  V,  y  Xj^  + 1/«^^    X»^ 

Dieser  Satz   ist  die  Quelle  zur  Herleitung  einer   unbe 
grenzten  Zahl  ähnlicher  Gleichungen,  welche  durch  die  Sub- 
stitutionen (I)  und  (2)  zu  identischen  Gleichungen    werden. 
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Denn  wir  haben  vier  homogene  Functionen  fy  (p,  f^i,  (p-i  der 
zweiten  Ordnung,  von  welchen  je  zwei  den  Bedingungen 
des  Satzes  genügen.  Es  lassen  sich  demnach  aus  je  zwei  der- 
selben zwei  neue  homogene  Functionen  zweiter  Ordnung  her- 
leiten, die  durch  die  Substitutionen  (2)  nur  auf  die  Quadrate 
der  neuen  Variabein  X  zurückfuhren.  Diese  neuen  Functio- 
nen genügen  aber  wieder  den  Bedingungen  des  Satzes  und 
können  zur  Uerleitung  neuer  homogener  Functionen  zweiter 
Ordnung  von  gleicher  Eigenschaft  dienen. 

Auf  diese  Weise  sehen  wir  aus  den  beiden  gegebenen 
Functionen  (28),  f  und  tp ,  andere  homogene  Functionen  zwei- 
ter Ordnung,  fp  und  fpp,  von  den  Variabein  x  hervorgehen, 
welche  durch  die  Substitutionen  (2)  die  Gestalt  erhalten: 

(35)  ^^  ""  ^«  ^^^  ^0^  +  (^\h^  ^\^  +  '  "  f^n  In^  XnS 

wo  p  irgend  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeutet. 
Alle  diese  Functionen  sind  rational  in  Rücksicht  auf  die  Coef- 
ficienten  in  den  gegebenen  beiden  Functionen  f  und  9,  aus 
welchen  sie  hervorgegangen  sind. 

Durch  die  Vertauschungen  (23)  und  (29)  gehen  aus  den 
homogenen  Functionen  (35)  die  homogenen  Functionen  Fp 
und  Op  der  zweiten  Ordnung  rücksichtlich  der  Variabein  y 
hervor,  die  durch  die  Substitutionen  (4)  die  Gestalt  erhalten: 

Fp  =  l,p^  +  l,p^  +  .  .  .  Z»^  --; 

(36)  ...  *  0      f*o    ^    ^     ^1     ^  ^      t^n 

Op  =  i/^  +  l,P^  +  ...?„/>  -^^, 

und  welche  ebenfalls  rational  aus  den  Coefficienten  der  ge- 
gebenen Functionen  f  und  q>  zusammengesetzt  sind. 

Um  noch  andere  merkwürdige  Relationen  herzuleiten,  dif- 
ferentiiren  wir,  indem  wir  uns  die  vorhergehenden  Gleichun- 
gen durch  die  Substitutionen  (1)  und  (3)  zu  identischen  Glei- 
chungen gemacht  denken,  die  erste  Gleichung  (35)  nach  Xn 
und  die  erste  Gleichung  (36)  nach  j/«,  wodurch  wir  erhalten : 

(37)  \fp  {X^)  =  öxVo  k""  ^0  +  ««'  f*l  li^X,  +  ...  öx«  IJLn  In^  X^, 
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Wir  bilden  femer  die  Determinante  [a]  vom  (n  +  l)ten 
Grade  rücksichtlich  der  Variabein  x: 


(39)  ...  [a]  = 


Durch  Einsetzen  der  Werthe  (37)  der  Componenten  zer- 
fällt diese  Determinante  nach  (31)  der  siebenten  Vorlesung 
in  das  Product  zweier  Determinanten  ^  von  welchen  die  eine 
unter  (6)  mit  Ä  bezeichnet  worden  ist.  Der  andere  Factor 
ist  die  Determinante: 


Aber  diese  Determinante  ist  nach  (29)  der  siebenten  Vor- 
lesung wieder  das  Product  zweier  Factoren ,  von  welchen  der 
eine  Factor  ist: 

und  der  andere  Factor  die  Determinante  L: 


L  = 


1  0 

•  •    •    »n 

7   1 

•  •    •    «"n 

1  " 

1 » 

M    1 

•    •    •    *n 

Erinnert  man  sich  der  Bildungsweise  der  Determinante  L 
zu  Anfang  der  siebenten  Vorlesung  aus  der  Entwickelung  des 
Products  der  Diflferenzen: 

und  bemerkt,  dass  in  der  Determinante  L  die  oberen  Indices 
der  Grossen  Z^,  Zj,  .  .  .  Z»  hier  wirkliche  Exponenten  bedeuten, 
so  sieht  man,  dass  jene  Determinante  eben  jenem  Producta 
gleich  ist;  weshalb  man  hat: 

(40)  .  .  .    L  =  (l,^  Zo)  (Z^  -  Z„)  .  . .  (Z«  -  Z„-,). 
Hiernach  ist: 

(41)   ...      [a]  =  fi^ft,  .  ,  .  (In^QXi  .  .  .  Xn  .  Ä  ,  L. 
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Bildet  man  in  gleicher  Weise  die  Determinante  [e\: 

^F\(y,),    ^F^iy,), .  .  .  ^F\{y,) 


(42)  .  .  .  [c]  = 


und  setzt  die  Werthe  (38)  der  Goinponenten  ein,    so  erhält 
man  nach  analogen  Reductionen: 

(43) [e]  =  -"^''-•-  ^''     E-  L. 

Setzt  man  endlich ^  um  abzukürzen: 

(44) Jf  =  ^of*i  •  •  •  ^«, 

so  kann  man  die  Gleichungen  (41)  und  (43)  so  darstellen: 


(45) 

Y  Y  Y   —     ^-W     . 

Die  Producte  der  Variabein  X  und  der  Variabein  Y 
begegneten  uns  schon  in  dem  Anfange  unserer  Vorlesung;  der 
von  beliebigen  linearen  Substitutionen  handelte^  und  zwar  in 
den  Gleichungen  (12)  und  (13),  wenn  /S^  =  /Sj  =  .  .  .  /3„  =1. 
Da  das  Allgemeine  auch  zutreffen  muss  in  einem  speciellen 
Falle,  nämlich  dem  hier  vorliegenden,  wenn  die  Substitutio- 
nen (1)— (4)  die  Gleichungen  (28)  zu  identischen  Gleichungen 
machen,  so  ergeben  sich  daraus  die  Gleichungen: 


I^A^  a.    .  ff  a;?o  a?f  • . . .  Sfn 


_       W 


(46)    .    .    .      ^^^«0«»  •  •  •  «n  •^'O   -'l    •  •  •  -^n     —    M.A.L' 

Entwickeln  wir  nun  die  in  (39)  und  (42)  definirten  Deter- 
minanten [a]  und  [e\  nach  den  Variabein  x  und  t/,  wie  folgt: 

(47)  ....     t«^  ^  -^««-«1...««^?°^?'  .  •  .  ^^, 

und  setzen  diese  Entwickelungen  in  (46)  ein,  so  ergiebt  die 
Gleichstellung  der  Coefficienten  gleicher  Producte  der  Variabein 
auf  beiden  Seiten  der  Gleichungen  die  sehr  bemerkenswerthen 
Relationen : 

18* 


276  Zwanzigste  Vorlesung 


A. 
E. 

««o«.  . 

L 

3f. 

M.e, 

7 

/. 

(48) 


Die  linken  Theile  dieser  Gleichungen  sind  nämlich  ganze 
Functionen  der  Substitutionscoefficienten  a  oder  e,  die  recht- 
ten  Theile  sind,  abgesehen  von  den  beiden  Grossen  Jlf  und  L^ 
deren  Bedeutung  in  dem  nächsten  Abschnitte  zu  Tage  treten 
wird^  rationale  Functionen  der  Goefficienten  in  den  durch  die 
Substitutionen  zu  transformirenden  Functionen  f  und  tp. 

Multipliciren  wir  nun  die  Gleichungen  (48)  mit  einander, 
unter  Berücksichtigung,  dass  nach  (7)  ^  J?  =  1  ist,  und  setzen 
das  Product  in  die  Gleichung  (14)  ein,  in  welcher  ßo=ßx  =  . . . 
ß^  =  l  sein  soll,  so  erhalten  wir: 

Es  ist  hiermit  die  noch  ausführlicher  zu  definirende  Grosse 
L^  dargestellt  als  die  Summe  von  Producten  gleichartiger 
Factoren  a  und  e,  welche  sind  rationale  Functionen  der  Goef- 
ficienten in  den  gegebenen  Functionen  f  und  q).  Die  Grössen 
C  sind  nämlich  nur  ganze  positive  Zahlen. 


Nachdem  wir  in  den  vorausgegangenen  Sätzen  und  Glei- 
chungen mapnichfaltige  Eigenschaften  der  Substitutionen  (1) 
bis  (4),  welche  die  Transformationen  (28)  bewirken,  dargelegt 
haben,  so  bleibt  noch  übrig,  diese  Substitutionen  selbst  zu 
bestimmen  und  die  Werthe  der  Goefficienten  ^  und  v  in  den 
transformirten  Ausdrücken  (28)  festzustellen. 

Ein  Weg  zur  Lösung  dieser  Aufgabe  ist  bereits  am  An- 
fange der  Untersuchung  angedeutet  worden.  Macht  man  näm- 
lich in  (28)  die  Substitutionen  (2),  so  erhält  man  durch  Ver- 
gleichung  beider  Seiten  der  Gleichungen  (n  +  1)  (n  +  2) 
Gleichungen  zwischen  den  (w  +  1)  (^  +  3)  zu  bestimmenden 
Unbekannten.  Diese  Gleichungen  hätte  man  weiter  zu  be- 
handeln. 

Ein  zweites,  dem  angegebenen  äquivalentes  System  Glei- 
chungen zwischen  einer  gleichen  Zahl  von  Unbekannten  erhalt 
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man,  wenn  man  in  (28)  die  Substitutionen  (1)  macht  und 
beide  Seiten  der  Gleichung  mit  einander  vergleicht. 

In  beiden  Fällen  sieht  man,  dass  die  Zahl  der  Unbekann- 
ten um  (n  -{-  1)  grösser  ist,  als  die  Zahl  der  Gleichungen 
zwischen  den  Unbekanten.  Daher  müssen  (n  4*  1)  von  den 
Unbekannten  willkürlich  bleiben  und  die  übrigen  sich  durch 
diese  ausdrücken  lassen. 

Versucht  man  das  eine  System  von  Gleichungen  auf  das 
andere  äquivalente  zurückzuführen,  so  ergiebt  sich  daraus 
eine  dritte  Behandlung  der  Aufgabe,  welche  sich  durch  grosse 
Einfachheit  für  die  Darstellung  empfiehlt,  und  der  wir  deshalb 
hier  den  Vorzug  geben. 

Betrachtet  man  die  Gleichungen  (28)  als  identische  durch 
die  Substitutionen  (1)  und  differentiirt  nach  xx^  so  erhält  man: 

ifi^i)  =  «af*o  ^0  +  ö>i  ^1  + a^iinXn , 

\fp(xi)^  fljvo^o  +  »1^1 -3^1  +  .  .  .  .  alVr^Xn, 

Gleichungen^  welche,  gleich  wie  die  Gleichungen  (28)^  aus 
den  Substitutionen  folgen. 

Die  Substitutionen  werdeii  erfüllt^  wenn  man: 

lür:  -2l0;  Aj,  .  .  •  -^Lx,  .  •  .  An 

setzt:  0,    0, .  .  .     1,  .  .  .    0 


und  zugleich 


lur.     Xa  %     «VI ,  •  •  •  •  jv% 


86  uZ  u :    ^Q  ,       6y  ,  •  •  •  •  B    , 

Die  angegebenen  beiden  Gleichungen  müssen  dadurch  auch 
erfüllt  werden^  weshalb  man  hat: 

i9'(«j)=öjvx- 
Eliminirt  man  a^  aus  diesen  Gleichungen^  so  erhält  man^ 

mit  Rücksicht  auf  die  Bezeichnung  (32):  —  <=  2«: 

(50) r{fit)-Wiel)=0. 

Aus  dieser  Gleichung  geht,  wenn  man  für  X  setzt  0^  1, 
2, .  .  »,  ein  ganzes  System  von  (w  +  1)  Gleichungen  hervor 
zwischen  den  (n-f-^)  Unbekannten: 

l*i  ßj;  ^>  .  •  •  ^« 
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Dieses  System  von  {n -\-  l)  Gleichungen  ist  linear  und 
homogen  in  Rücksicht  auf  die  letzten  (n-|-  1)  Unbekannten. 
Eliniinirt  man  dieselben,  so  erhält  man  eine  Gleichung  ^  =  0 
vom  (m  +  l)ten  Grade  in  Rücksicht  auf  die  eine  Unbe- 
kannte /x- 

Um  diese  Gleichung  ^  =  i)  darzustellen,  bedarf  es  der 
KenntnisR  der  beiden  zu  transformirenden  Functionen  f  und  q). 
Wir  werden  deshalb  annehmen,  dass: 

In  dieser  Voraussetzung  stellt  sich  die  Gleichung  ^  =0 
so  dar: 


(52) .  . . 


=  0 


Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  gerade  die  zu  be- 
stimmenden Grössen  Zq,  7j  .  .  .  Z„. 

Hat  man  dieselben  bestimmt,  so  ist  aus  der  Gleichung 
(ß2),  fLx  =  lx^x,  ersichtlich,  dass  den  (w  +  1)  Grössen  ^  oder 
V  beliebige  Werthe  zuertheilt  werden  können.  Wir  werden 
annehmen,  dass  die  ersteren  sammtlich  der  Einheit  gleich 
seien.     Alsdann  haben  wir  auf  Grund  von  (44)  und  (32): 

(53)  .  .  .    1  =  ^„  =^  ft,  =  .  .  .  ^i«  =  Jf ;     Vx=  y  . 

Die  (w  +  1)  Grossen  v  in  der  zweiten  transformirten 
Function  (28)  sind  also  als  die  reciproken  Wurzeln  der  Glei- 
chung ^  ==  0  bestimmt. 

Setzt  man  die  Wurzeln  ?»  der  Gleichung  z/  =  0  in  das 
System  Gleichungen  (5())  ein ,  so  lassen  sich  daraus  die  Ver- 
hältnisse der  Substitutionscoefficieuten  c„*,  e,*  .  .  .  c»*  in  li- 
nearer Weise  berechnen.  Zur  Feststellung  ihrer  wirklichen 
Werthe  bedarf  es  noch  einer  Gleichung,  die  wir  aus  der  ersten 
Gleichung  (28)  erhalten,  wenn  wir  für  die  Variabein  X  und  x 
diejenigen  Werthe  setzen,  welche  wir  schon  zur  Ableitung 
der  Gleichung  (50)  verwendet  haben.  Wir  erhalten  nämlich, 
da  fix  s=  1  ist,  die  gesuchte  Gleichung: 
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(54) f{e^%  ^,*  .  .  .  e^)  =  1 . 

Wir  können  hiemit  das  behandelte  Problem  der  Trans- 
formation zweier  gegebenen  homogenen  Functionen  der  zweiten 
Ordnung,  /'und  g>,  durch  lineare  Substitutionen  in  die  Summe 
von  Quadraten  neuer  Variabein  als  gelöst  betrachten.  Das- 
selbe wurde  zurückgeführt  auf  die  Auflösung  einer  Gleichung 
(52),  z/  =  0,  von  einem  Grade,  der  gleich  ist  der  Zahl  der 
Variabein  in  den  beiden  gegebenen  Functionen.  Es  wurde 
dabei  bemerkt,  dass  es  erlaubt  sei,  die  Coefficienten  ^  be- 
liebig anzunehmen  und  darum  auch  sämmtlich  der  Einheit 
gleich  zu  setzen,  und  dass  dann  die  Coefficienten  v  die  reci- 
proken  Wurzeln  der  Gleichung  z/  =  0  werden.  Die  Kennt- 
niss  der  Wurzeln  dieser  Gleichung  vorausgesetzt,  ergaben  sich 
hierauf  die  Verhältnisse  gewisser  Substitutionscoefficienten  e  in 
den  Substitutionen  (1)  bis  (4)  durch  Auflösung  linearer  Glei- 
chungen (50),  und  ihre  wahren  Werthe  aus  den  Gleichungen 
(54),  so  dass  alle  Substitutionscoefficienten  e  bekannt  wurden. 
Die  Substitutionscoefficienten  a  ergeben  sich  endlich  aus  den 
Auflösungen  der  Substitutionen  mit  den  Coefficienten  e. 

Wenn  man  nun  die  Auflösung  linearer  Gleichungen  (50) 
und  auch  die  Quadratwurzelbestimmung  durch  (54)  zur  Fest- 
stellung der  Werthe  der  Substitutionscoefficienten  e  für  Nichts 
erachtet,  so  verlangt  das  behandelte  Problem  nur  die  Auf- 
lösung der  Gleichung  ^  =  0.  Auf  die  Natur  dieser  Gleichung 
wollen  wir  näher  eingehen. 

Es  ist  bekannt,  dass  eine  jede  rationale  symmetrische 
Function  der  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  sich 
durch  die  Coefficienten  in  der  Gleichung  rational  ausdrücken 
läÄst  Das  in  (40)  dargestellte  Produkt  L  ist  eine  alternirende 
Function  der  Wurzeln  der  Gleichung  ^  =»  0,  und  darum  L^ 
eine  symmetrische  Function.  Letztere  lässt  sich  also  rational 
durch  die  Coefficienten  in  der  Gleichung  ^  =  0  ausdrücken, 
und,  da  die  genannten  Coefficienten  wiederum  rationale  Aus- 
drücke der  Coefficienten  in  den  beiden  gegebenen  Functionen  f 
und  9  sind,  so  lässt  sich  L^  auch  rational  ausdrücken  durch 
die  Coefficienten  in  den  Functionen  f  und  (p. 

Die  Gleichung  (49)  ist  eben  dieser  Ausdruck.  Denn  die 
Grössen  a  und  6  in  ihr  sind  nach  (47)  nichts  anderes;  als  die  Ent- 
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wickelungscoefficienten  der  in  (39)  und  (42)  definirten  Deter- 
minanten [a]  und  \e],  und  die  Grössen  C  nach  (9)  ganze  Zahlen. 

Die  Substitutionscoefficienten  a  und  e  sind  in  dem  Vor- 
hergehenden als  unsymmetrische  Functionen  der  Wurzeln  der 
Gleichung  ^  =  0  bestimmt  worden.  Die  linken  Theile  der 
Gleichungen  (48),  die  nach  (6),  (12)  und  (13)  nur  aus  den 
genannten  Substitutionscoefficienten  zusammengesetzt  sind, 
sind  auch  unsymmetrische  Functionen  der  Wurzeln  der  Glei- 
chung ^  =  0.  Multipliciren  wir  sie  jedoch  mit  der  alter- 
nirenden  Function  L,  so  lassen  sich  die  Produkte,  wie  die 
Gleichungen  (48)  beweisen,  da  Jf  =  1  ist,  duch  die  Coef- 
ficienten  in  den  gegebenen  Functionen  f  und  (p  rational  aus- 
drücken. Diese  Gleichungen  (48)  bilden  in  dem  Falle  /5q  = 
ß^  =  ,  ,  ,  ß^  =  ]  überdies  die  Vermittelung  zwischen  den 
Gleichungen  (14)  und  (49).  Denn  es  geht  eine  jede  dadurch 
in  die  andere  über. 

Um  die  Bedeutung  unserer  allgemeinen  Entwickelungen 
noch  anschaulicher  zu  machen  und  uns  zugleich  der  vorher- 
gehenden Vorlesung  wieder  zu  nähern,  wollen  wir  den  speciellen 
Fall  betrachten,  wenn  die  zu  transformirende  Function  f  die 
Summe  der  Quadrate  der  Variabein  x  ist. 

Nach  dem  Satze  (26)  sind  in  diesem  Falle  die  Substitu- 
tionscoefficienten a  den  gleichbezeichneten  Substitutionscoef- 
ficienten e  gleich,  und  die  Substitutionen  (1)  und  (3)  sind 
demnach  nur  verschieden  durch  die  Bezeichnung  der  Varia- 
bein, sowie  die  Substitutionen  (2)  und  (4).  Wenn  aber  die 
Variabein  X  und  Y,  gleich  wie  die  Variabein  x  und  y,  gleiche 
Bedeutung  haben,  so  werden  auch  in  (12)  und  (13)  die  Ent- 
wickelungscoefßcienten  A  und  E  einander  gleich,  und  nach 
(48),  da  Jf  =  1  ist,  die  Entwickelungscoefficienten  a  und  c 
der  Determinanten  [a]  und  [e]  in  (47). 

Richten  wir  nun  unser  Augenmerk  auf  die  Gleichung  (52), 
^  =  0,  von  welcher  das  specielle  Problem  abhängt^  so  sehen 
wir,  dass,  im  Falle  n  =  2,  dieselbe  übergeht  in  die  Gleichung 

^  =  0  der  vorhergehenden  Vorlesung,  wenn  wir  setzen  Z  =  —  • 

Ar 

Die  dort  angegebene  Eigenschaft  der  Gleichung  theilt  diese 
Gleichung  mit  ihr. 
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Die  Gleichung  z^  =  0,  von  welcher  das  speciali- 
sirte  Problem  abhängt^  hat  nur  reelle  Wurzeln. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  von  Cauchy  ist  in  der  vorher- 
gehenden Vorlesung  bereits  angedeutet  worden. 

Da  die  Coefiicienten  a  den  ihnen  entsprechenden  Coeffi- 
cienten  e  gleich  sind^  so  stellt  sich  in  (49)  die  symmetrische 
Function  L^  der  Wurzeln  der  Gleichung  -^  =  0  als  die  Summe 
von  Quadraten  dar. 

Die  Bedingung,  dass  zwei  Wurzeln  der  Gleichung  -J  =  0 
gleich  seien,  ist  allerdings  nur  eine  Gleichung,  L^  =  0,  aber 
man  ersieht  aus  der  Gleichung  (49),  wie  aus  dieser  einen  Glei- 
chung unter  der  Voraussetzung  reeller  Coefficienten  in  der 
Function  (p  gleich  mehrere  Bedingungsgleichungen  zwischen 
den  Coefficienten  entspringen.  Von  letzteren  sind  einige  die 
Folgen  von  den  anderen.  Darum  hat  man  auch  weniger  Be- 
dingungsgleichungen für  die  Gleichheit  zweier  Wurzeln,  als 
die  Gleichung  (49)  Quadrate  in  ihrem  rechten  Theile  enthält. 

Die  nothwendigen  Bedingungen  für  die  Gleichheit  zweier 
Wurzeln  zu  bezeichnen,  und  daraus  die  anderen  Bedingungs- 
gleichungen abzuleiten,  empfiehlt  sich  hiernach  als  eine  inter- 
essante Aufgabe. 

Zum  Schlüsse  der  Vorlesung  müssen  wir  noch  hervor- 
heben, dass  unsere  Transformation  zweier  gegebenen  Func- 
tionen zweiter  Ordnung  in  die  Summe  von  Quadraten  der 
neuen  Variabein,  wie  die  Gleichungen  (28)  es  anzeigen,  auf 
der  Ungleichheit  der  Wurzeln  der  in  (52)  dargestellten  Glei- 
chung ^J  =  0  beruht.  Denn,  wenn  zwei  Wurzeln  dieser 
Gleichung  gleich  werden,  so  lassen  sich  nicht  mehr  die  ge- 
gebenen Functionen  als  die  Summen  von  Quadraten  neuer 
Variabein  darstellen.  Sie  lassen  sich  aber  doch  wieder  als 
die  Summen  von  Quadraten  neuer  Variabein  darstellen,  wenn 
gewisse  Bedingungen  zwischen  den  Coefficienten  in  den  ge- 
gebenen Functionen  hinzutreten.  Das  Ausführliche  darüber 
findet  man  in  mehreren  Abhandlungen  von  Weierstrass 
und  Kronecker*). 

*)  Monatsberichte   der  Academie   der  WiBsenschat'ten   zu   Berlin: 
1858  p.  207.  1868  p.  310  und  p.  339,  1874  pp.  59^  149  und  206. 
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Die  vorstehende  Vorlesung  bildet  ein  zusammenhängendes  Ganze. 
Sie  ist  entstanden  in  dem  Wunsche,  die  eleganten  algebraischen  Ent- 
deckungen von  Jacobi,  Kummer  und  Borchardt  in  der  Richtung 
des  Uauptaxenproblemes  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung  wie  aus  einem 
Gusse  dem  Zuhörer  oder  Leser  vorzuführen. 

Von  dem  grossen  Werthe  der  genannten  Entdeckungen  kann  man 
sich  jedoch  keine  rechte  Vorstellung  machen,  wenn  man  nur  sieht,  wie 
ohne  Schwierigkeit  das  Folgende  aus  dem  Vorhergehenden  hervorgeht. 

Wir  gehen  darum  auf  die  Geschichte  des,  in  der  vorstehenden  Vor- 
lesung behandelten  Froblemes  näher  ein. 

Wenn  wir  uns  vorstellen,  dass  das  Problem  der  Hauptaxen  einer 
Oberfläche  zweiter  Ordnung  algebraisch  aufgefasst  war,  etwa  wie  in 
der  neunzehnten  Vorlesung,  so  lag  der  Gedanke  nahe,  das  Problem 
auszudehnen  auf  die  Transformation  irgend  zweier  homogenen  Functio- 
nen zweiter  Ordnung  von  beliebig  vielen  Variabein.  Jacob i  hat  diesen 
Gedanken  ausgeführt  in  seiner  oft  citirten  Abhandlung:  De  hinis 
quibuslibet  functionibus  .  .  Crelle's  Joui*nal  Bd.  12.  p.  1 ,  indem  er  das 
Problem  auf  die  AuflösuDg  der  Gleichung  (52),  z/b^O,  zurückführte. 

Aber  es  galt  noch,  in  dem  Problem  der  Hauptaxen  selbst  eine 
algebraische  Schwierigkeit  zu  überwinden,  welche  darin  bestand,  ein- 
zusehen, wie  die  eine  Bedingung  der  Gleichheit  zweier  Wurzeln  der 
Gleichung  ^  =  0,  von  welcher  das  Problem  abhängt,  sich  in  die  zwei 
Bedingungen  (39)  der  neunzehnten  Vorlesung  zerspaltet. 

Die  gleiche  Schwierigkeit  in  dem  Probleme  der  Hauptaxen  eines 
Kegelschnittes  hatte,  wie  wir  in  der  späteren  Vorlesung  über  die  Ro- 
tationsflächen zweiter  Ordnung  zeigen  werden,  darin  ihre  Auflösung 
gefunden,  dass  sich  die  eine  Bedingung  der  Gleichheit  der  Wurzeln  in 
der  Gleichung,  von  welcher  das  Problem  abhängt,  leicht  als  die  ver- 
schwindende Summe  zweier  Quadrate  darstellen  Hess.  Damm,  so 
Bchloss  Kummer,  werde  sich  auch  die  eine  Bedingung  der  Gleichheit 
zweier  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung  J  =  0  als  die  verschwindende 
Summe  von  Quadraten  darstellen  lassen. 

Mit  Ueberwindung  unsäglicher  Schwierigkeiten  gelang  es  Kummer, 
die  eine  Bedingung  der  Gleichheit  zweier  Wurzeln  der  Gleichung  J^^O 
als  die  verschwindende  Summe  von  10  oder  auch  von  7  Quadraten  in 
seiner  unvergesslichen  Abhandlung  ^.Bemerkungen  über  die  kubische 
Gleichung  .  .  .  Grelle's  Journal  Bd.  26,  p.  268^*  darzustellen. 

Auf  die  Kummer*8chen  Quadrate  näher  einzugehen,  wird  uns  die 
spätere  Vorlesung  über  die  Rotationsoberflächen  zweiter  Ordnung  Ge- 
legenheit geben.  Hier  ist  es  die  Gleichung  (49),  aus  welcher  Kummer^s 
Entwickelung  als  ein  ganz  specieller  Fall  hervorgeht. 

Da  aber  der  Weg  der  Erfindung  nur  in  sehr  seltenen  Fällen  sich 
als  der  Weg  der  Darstellung  und  demnach  als  der  Weg  der  Fort- 
entwickelung empfiehlt,  so  untersuchte  Jacobi  in  seiner  Abhandlung 
„Sulla  condizione  . . .  Crelle's  Journal  Bd.  30,  p.  46^*  die  Kummer- 
schen  Quadrate  jedes  für  sich  und  fand,  dass  ihre  Wurzeln  sich,  mit 
einem  für  alle  gleichbleibenden  Factor  multiplicirt,  als  Entwickelungs- 
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coefficienten  darstellen  lassen.  Ausführlicher  werden  Jacobi's  Ent- 
deckangen  in  der  Vorlesung  über  Rotationeoberflächen  zweiter  Ordnung 
vorgeführt  werden.  In  der  vorstehenden  Vorlesung  sind  es  die  Glei- 
chungen (48),  welche  seine  Ideen  erweitert  wiedergeben. 

Wenn  eine  der  beiden  gegebenen  Functionen  f  und  qo  von  beliebig 
vielen  Variabein  die  Summe  der  Quadrate  der  Variabein  ist,  so  hat, 
wie  nachgewiesen  wurde,  die  Gleichung  z/  «=  0  nur  reelle  Wurzeln. 

Durch  Determinanten-Bildung  gelang  es  endlich  B^rchardt,  die 
Bedingung  der  Gleichheit  zweier  Wurzeln  dieser  Gleichung  als  die 
verschwindende  Summe  von  Quadraten  darzustellen.  Seine,  unter 
dem  Titel:  „Neue  Eigenschaften  derjenigen  Gleichung  ...  in  Crelle's 
Journal  Bd.  30.  p.  38"  veröffentlichte  Entwickelung  ist  aus  der  obigen 
Gleichung  (49)  abzunehmen.  Dieselbe  bildet  das  Schlussglied  einer 
zusammenhängenden  Kette  von  Problemen,  deren  elegante  Lösungen 
wohl  geeignet  sind,  lebhaftes  Interesse  zu  erregen. 
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Das  Problem  der  Hauptaxen  der  Curven  zweiter 
Ordnung.      Confocale    Kegelschnitte   und    ellip- 
tische Coordinaten  in  der  Ebene. 


Das  Problem  der  Hauptaxen    einer   Curve   zweiter  Ord 
nung  in  der  Ebene ^  algebraisch  aufgefasst,  besteht  darin: 

Die  linearen  Substitutionen  zu  bestimmen,  wel- 
che die  Gleichungen: 

(1) X'  +  y»  =  x^  +  ^^ 

(2) v{x,y)  =  X,X^  +  X,y^ 

zu  identischen  Gleichungen  machen,  wenn  q)(x,y) 
eine  gegebene  homogene  Function  der  zweiten 
Ordnung  ist  von  den  Variabein   x  und  y. 

Wir  werden,  indem  wir  die  Losung  dieses  Problemes  be- 
absichtigen, annehmen,  dass  die  Function  q)  {x,  y)  die  Form 
habe: 


I 
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(3)  .  .  .    ip  (X,  y)  =  {ß,x  +  ß,yy  -  {a,x^  +  a,y^), 

auf  welche  Form  sich  die  gegebene  Fiinction  leicht  zurück- 
führen lässt. 

Die  Substitutionen,  welche  die  Transformation  (1)  und 
und  (2)  bewirken,  mit  ihren  Auflösungen  seien: 

X  =  a«X  +  a  r,     X  =  a^x+  b^y, 
^  ^  •  •  •  •     y  =  jox  +  ftT,      Y==^ax  +  Vy  . 

Dass  die  Auflösungen  der  Substitutionen  gerade  die  angege- 
bene Form  haben,  geht  hervor  aus  der  DiflFerentiation  der 
durch  die  Substitutionen  identischen  Gleichung  (1)  nach  X 
und  Y. 

Um  nun  die  vier  Coefficienten  in  den  Substitutionen  (4) 
zu  bestimmen,  werden  wir  die  Grössen  Bq  und  B^  einführen 
durch  folgende  lineare  Gleichungen,  deren  Auflösungen  wir 
zugleich  beifügen: 

ß,  =  a'B,  +  a'B,,    B,  =  a^ß,+  h^ß,, 
ß,  =  h^B,  +  VB,,    B,^a'ß,+Vß,. 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  gehen  aus  der  identischen  Glei- 
chung (2)  durch  DifTerentiation  folgende  Gleichungen  hervor: 

Ut      i — Z—  ,  U      ■      i      5—  , 

/g\  «0  -r  *o  «1  -r  *o 

Denn  differentiirt  man  die  genannte  Gleichung  nach  x  und 
setzt  X  =  1 ,  F  =  0  und  zugleich  a;  =  a®,  y  =  6®,  welches 
letztere  durch  die  Substitutionen  (4)  geboten  ist,  so  erhält 
man  mit  Rücksicht  auf  (5)  die  erste  Gleichung  (6)  u.  s.  w. 

Auf  diese  Weise  haben  wir  die  vier  zu  bestimmenden 
Substitutionscoefficienten  ausgedrückt  durch  die  vier  neuen 
Unbekannten  Aq,  A|,  Bq^  B^,  deren  Werthe  noch  festzu- 
stellen sind. 

Multipliciren  wir  zu  diesem  Zwecke  die  Horizontal- 
Gleichungen  (6)  mit  ß^  und  ß^  und  addiren,  oder  multipliciren 
wir  die  Vertical-Gleichungen  (6)  mit  Bq  und  B^  und  addiren, 
so  erhalten  wir: 
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f^^       -L       <^i'       _  1  ^o'        .        B,*_        . 


/'JX  «0+^0  «1  +  ^  '         «0  +  ^0  «0  +  ^1 

«0  +  ^1    *"  «1  +  ^1         '     «1  +  io   •    «I  +  ^1 

Die  beiden  ersten  Gleichungen,  von  welchen  jede  nur  eine 
Unbekannte  Xq  oder  Aj  enthält,  dienen  zum  Beweise,  dass 
diese  Unbekannten  die  Wurzeln  sind  der  folgenden  quadra- 
tischen Gleichung  in  A,  die  beiden  anderen,  dass  Uq  und  a^ 
die  Wurzeln  sind  der  quadratischen  Gleichung  in  cc : 

rR\  _  ft»L     J &i! 1  ^ü*      j ?L 1 

Durch  die  erste  von  diesen  Gleichungen  sind  also  die  beiden 
Unbekannten  Ag  und  A,  als  Wurzeln  der  Gleichung  bestimmt. 
Um  auch  die  Werthe  der  beiden  anderen  Unbekannten  Bq 
und  B^  festzustellen,  bemerken  wir,  dass  identisch  ist: 

/m  («.+^)(«,+^)-  ^oV.+'l)-  ^.>«+^)  =  (A-Ao)(A-A,), 

S 

Setzt  man  in  diesen  Gleichungen  für  A  entweder  —  a^  oder 
—  a,  und  für  a  entweder  — A^  oder  — A, ,  so  erhält  man: 

o2  f  tfp  +  ^o)  («0  +  ^f)  T?  2  (^0  +  ^o)  (°^i  +  ^o) 

Po     „    „  9         -^0  1    _  1  » 

/  «  Q\  «0  —  «1  *0  —  *•! 

*  /l  2  _  ("i  +  ^  (<^i  +  ^l)  P  2  _  («0  +  ^l)  («1  +  ^l) 

Die  beiden  letzten  von  diesen  Gleichungen  geben  die  Werthe 
der  beiden  letzten  Unbekannten  Bq  und  £, . 

Dass  die  Werthe  der  Substitutionscoefficienten  in  (6) 
reelle  sind,  ersieht  man  erstens  aus  der  quadratischen  Glei- 
chung (8),  deren  grosste  Wurzel  Iq  zwischen  oo  und  — xci 
liegt,  und  deren  kleinste  Wurzel  Aj.  zwischen  —  «j  und  —  «q 
liegt,  wenn  aQ>  a^]  zweitens  aus  den  in  (10)  gegebenen 
Werthen  Bq^  und  JB,^,  welche  hiemach  positiv  sind. 

Wenn  man  die  vorangegangenen  Formeln  überblickt,  so 
fällt  der  Dualismus  derselben  in  die  Augen.  Dieser  Dualis- 
mus lässt  sich  auf  Grund  der  folgenden  Betrachtungen  zu 
einem  Princip  machen. 


k' 
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Multiplicirt  man  die  beiden  ersten  Gleichungen  (5)  mit 
X  und  y  und  addirt,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  (4): 

(11) ß,x  +  ß^y  =  B,X  +  B,T, 

wodurch  die  Gleichung  (2): 

(12)  .  .  {ß,x  +  ß^  yy  -  («0  a;^  +  «.  V^)  =  A.  X»  +  A,  T» 
tibergeht  in: 

(13)  .  {B,X  +  B^ry - {X,X^  +  X.Y'^)  =  a,x^  +  a^yK 

Wenn  demnach  die  Substitutionen  (4)  die  Gleichungen 
(1)  und  (12)  zu  identischen  Gleichungen  machen ,  so  machen 
auch  die  Auflösungen  dieser  Substitutionen  die  Gleichungen 

(1)  und  (13)  zu  identischen  Gleichungen  und  umgekehrt. 
Daraus  ei^ebt  sich  nun  folgende  Regel  zur  Herleitung 
neuer  Formeln: 

Es  ist  erlaubt,  in  allen  Formeln,  die  aus  den 
Substitutionen  (4),  welche  die  Gleichungen  (1)  und 

(2)  zu  identischen  Gleichungen  machen,  hervor- 
gehen, folgende  gleichzeitige  Vertauschungen  zu 
machen: 

(14)  ....''  ^  '    ^'     «o;  «l;      ßo9   ßi}     &^  «' 

„  X,  Y,    Ao,  A,,    Bq^  5,,    a,  b^. 

Hiernach  gentigt  es,  ein  System  Formeln  wirklich  zu 
entwickeln,  weil  ein  zweites  System  nach  dieser  Regel  von 
selbst  folgt. 

Zieht  man  die  Gleichung  (1),  nachdem  man  sie  mit  einem 
Factor  A  multiplicirt  hat,  von  (12)  ab,  so  erhält  man: 

(15)  {/8^+/J,y}'-{(a,+A)a;'+C«.+A)y»}  =(Ao-i)X*+(A,-A)r^ 

*  Diese  Gleichung,  an  die  Stelle  der  Gleichung  (2)  gesetzt, 
lässt  erkennen,  dass  es  frei  steht,  in  allen  zur  Lösung 
des  Problemes  entwickelten  Formeln,  zu  verändern: 

„inao  +  ^>     a,  +  A,     A^— A,     A,~-A. 

Durch  diese  Aenderungen  werden  die  Grössen  Bq  und  B^ 
nicht  geändert.   Es  bilden  daher  auch  die  Formeln  keine  Aus- 
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nähme  von  der  Regel,  in  welche  die  durch  die  Gleichungen 
(5)  definirten  Grossen  Bq  und  B^  eingehen. 

Um  ein  drittes  Princip  zur  Herleitung  neuer  Formeln  zu 
entwickeln,  werden  wir  die  reciproke  Function  0{u,v)  der 
gegebenen  Function  q>  {x^  y)  feststellen  dadurch,  dass  wir  nach 
Vorschrift  von  (25)  der  siebenten  Vorlesung  setzen :  u  =  4^9>'(^); 
V  =  ^9?'(y)-  ^^^  Auflösungen  sind  dann  nach  (27)  folgende: 
X  =:  ^0\u)j  y  =  ^(P\v)  und  die  reciproke  Function  selbst 
wird :    0{u,v)  =  ilu 0\u)  +  v <l>\v) \ . 

Die  Ausführung  der  durch  die  Zeichensprache  angedeu- 
teten, analytischen  Operationen  zur  Bestimmung  der  reci- 
proken  Function  giebt: 

(17)...  »(„.„). i(&,.+«;.)'-^:;+?;-),     . 

wenn  man  der  Kürze  wegen  setzt: 

(18) f  =  P"'  +  &!_  1. 

Die  Substitutionen  (4)  entsprechen  den  Substitutionen  (2) 
und  (1)  in  der  zwanzigsten  Vorlesung,  und  zwar  in  dem  Falle, 
in  welchem  der  dort  aufgeführte  Satz  (26)  gilt.  Da  aber 
unter  der  Voraussetzung  dieses  Satzes  die  Substitutionen  (1) 
und  (2)  in  der  genannten  Vorlesung  sich  von  den  darauf 
folgenden  (3)  und  (4)  nur  durch  die  Bezeichnung  der  Variabein 
unterscheiden,  so  hat  man  auf  Grund  des  Satzes  (25)  in  jener 
Vorlesung  die,  durch  unsere  Substitutionen  (4)  identische 
Gleichung: 

(■9,   ..*(.,„_(f.,+£;,)'_,(^+Q_.(-+r). 

Da  man  diese  Gleichung  an  Stelle  der  Gleichung  (2)  des 
Problems  nehmen  kann,  scf  sieht  man,  dass  es  erlaubt  ist, 
in  allen  unseren  Formeln  folgende  gleichzeitige 
Vertauschungen  eintreten  zu  lassen: 

in    ^0        Pl        JP  f         ^        1       L?o       l?l 

«0         "1         "0         "I  ^Ü  *1  *0  *1 

Die  angegebenen  Veränderungen  der  Grossen  Bq  und  JB,  er- 
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geben  sich  aus  den  Werthen  (6)  der  Substitutionscoefficienten^ 
welch  letztere  durch  die  vorangegangenen  Veränderungen 
keine  Aenderung  erfahren  dürfen. 

Macht  man  in  der  Gleichung  (19)  die  Veränderungen  (16) 
und  bemerkt;  dass  £  durch  diese  Veränderung  übergeht  in: 

(21) ^-^x  +  ^x--^' 

SO  erhält  man: 

eine  Gleichung^  welche  wie  die  vorhergehende  (19)  durch 
die  Substitutionen  (4),  welche  die  Transformationen  (1)  und 
(2)  bewirken,  ebenfalls  zu  einer  identischen  Gleichung  wird^ 
'welchen  Werth  auch  A  habe. 

Ein  System  eleganter  Formeln,  dienlich  zu  weiteren 
Transformationen;  ergiebt  sich  aus  dem  Vorhergehenden  auf 
folgende  Art: 

Macht  man  die  Auflösungen  der  Substitutionen  (4)  durch 
die  Substitutionen  zu  identischen  Gleichungen  und  vergleicht 
die  Coefficienten  gleicher  Variabein ;  so  erhält  man: 

a^a«  +  ftofto  —  1 ,      aa  +  VV  =  1 ,      aU'+  h^V  =  0. 

Durch  Einsetzen  der  Werthe  (6)  der  Substitutionscoefiicienten 
gehen  diese  Gleichungen  über  in: 

(23) 7:^5^X7.+       "'*      -   ' 


(«.  +  h)*  ^  («I  +  ll)'     *l' ' 
P.'         + ?i! _  =  o 


(ao  +  Ao)  («0  +  Ai)    '    (ff|  +  ^o)  («1  4- ^i) 

Macht  man  in  den  beiden  ersten  Gleichungen  (7)  die 
Aenderungen  (20)  und  hierauf  die  Aenderung  (16);  so  erhält 
man :  *  ' 

Po* L  ft'       ^    _^ 

f 24^        («0  +  h)  («0  +  i)  "^  («1  -f  K)  («1  +  ^)       io  -  i ' 
^    ^'" ßl , R E_ 

(«0  +  i|)  («0  +  ^)  "^  («1  +  h)  («1  +  i)  1,-1' 

Differentiirt  man  diese  in  k  identischen  Gleichungen  und  setzt 
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hierauf  für  A  entweder  X^  oder  Aq,  so  erhält  man  mit  Rück- 
sicht auf  (23)  und  (7): 


(25)  . 


ft.«  ^  Pt« 


(«0  +  Ao)  («0  4- ^i)*    *    (a,  +  A.)  (a,  +  A,)«         do-X.^B,*' 
Po«         .        _^  P.«  _  -1 


(«0  +  ^.|)  («0  +  Ao)*    '     («i  +  AiUtti  +  W*         (ii-io)^o*' 


Wenn  man  die  Grössen  B^J  und  Bi  als  Functionen  von 
«(,,  «1,  A(,,  Aj  betrachtet,  wie  sie  durch  (10)  ausgedrückt  sind, 
und  die  Logarithmen  dieser  Ausdrücke  partiell  differentiirt 
nach  Aq  und  A,,  so  erhält  man: 

A  .  ^?o  ^  _1 L  __i L       ^ 

^U         dio  «0   +    Ai)         '         Oft  +    Zo  Aj   —    Ay     ' 


B 


L  ;  ^^  = * I -L     4---i 

,     dXi         «0  +  ^1    '     «1  +  Ai     '     Ao  —  Ai  * 


Aehnliche  Ausdrücke  gehen  aus  der  so  dargestellten  ersten 
Gleichung  (9): 

hervor,  wenn  man  diese  in  A  identische  Gleichung  zweimal 
nach  X  differentiirt,  und  nach  der  Differentiation  für  A  setzt 
entweder  Xq  oder  A, ,  nämlich: 

(«0  +  hy  "^  («I  +  Ao)'  SoHtto  +  ^0    "^   «I  +  Ao    "^   A,  -  Ao  I   ' 

Der  Vergleich  dieser  beiden  Gleichungen  mit  den  beiden 
vorher  abgeleiteten  Gleichungen  ergiebt  endlich: 


Po'         ,         Pi*  2    dB, 


(26) 


+ 


In  gleicher  Weise,  wie  das  behandelte  algebraische  Pro- 
blem geometrisch  aufgefasst  werden  kann,  kann  man  auch 
einzelnen  von  den  entwickelten  Formeln  eine  geometrische 
Bedeutung  unterlegen. 

Hesse,  analyt.  Geometrio  d.  Raumes.    3.  Aufl.  19 
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Betrachten  wir  zu  diesem  Zwecke  /S^  und  ß^  als  die  varia- 
beln  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  in  der  Ebene, 
so  stellt  die  erste  Gleichung  (8)  einen  auf  seine  Hauptaxen 
bezogenen  Kegelschnitt  dar,  und,  wenn  man  in  jener  Glei- 
chung A  yariiren  lässt,  ein  ganzes  System  Kegelschnitte  mit 
denselben  Brennpunkten,  weshalb  sie  confocale  Kegel- 
schnitte genannt  werden.  Betrachten  wir  dagegen  ßQ  und 
/3,  als  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  beliebig  gegebe- 
nen Punktes  in  der  Ebene,  so  liefern  die  beiden  ersten  Glei- 
chungen (7)  den  Beweis,  dass  durch  jeden  beliebig  gegebenen 
Punkt  in  der  Ebene  nur  zwei,  mit  einem  gegebenen  Kegel- 
schnitt confocale  Kegelschnitte  hindurchgehen.  Aber  auch 
über  die  Natur  dieser  Kegelschnitte  können  wir  uns  Gewiss- 
heit verschaffen,  nachdem  wir  in  dem  Vorhergehenden  die 
Grenzen  der  Wurzeln  Iq  und  A^  festgestellt  haben.  Da  näm- 
lich beide  Nenner  in  der  ersten  Gleichung  (7)  positiv,  in  der 
zweiten  der  erste  Nenner  positiv,  der  andere  negativ  sind, 
so  muss  der  eine  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  der  andere  eine 
Hyperbel  sein. 

Errichtet  man  in  dem  beliebig  gegebenen  Punkte,  durch 
welchen  die  beiden  confocalen  Kegelschnitte  gehen,  Normalen 
an  die  beiden  Kegelschnitte^  so  verhalten  sich  die  Cosinus  der 
Winkel,  welche  die  Normale  der  Ellipse  mit  den  Coordinaten- 
axen  bildet,  wie: 

ßo        .        ßt 
«0  +  ^0  ■   «1  +  ^  ^ 

und  für  die  Hyperbel  hat  man: 

ßo  .  ßi 

Die  dritte  Gleichung  (23)  dient  zum  Beweise,  dass  diese 
Normalen  auf  einander  senkrecht  stehen,  oder,  was  dasselbe 
sa^,  dass  die  beiden  confocalen  Kegelschnitte  sich  senkrecht 
schneiden.  Diese  Bemerkungen  fassen  wir  kurz  zusammen, 
wie  folgt: 

Confocale  Kegelschnitte  derselben  Art  schnei- 
den sich  nicht  in  reellenPunkten.  Confocale  Kegel- 
schnitte verschiedener  Art  schneiden  sich  immer  in 
reellen  Punkten  senkrecht.     In  jedem  Punkte  der 
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El^ne  schneiden  sich  zwei  zu  einem  in  der  Ebene 
gegebenen  Kegelschnitte  confocale  Kegelschnitte 
senkrecht. 

Man  erhält  aus  der  Gleichung  des  Tangentenkegels  einer 
Oberfläche  zweiter  Ordnung,  (20)  der  vierzehnten  Vorlesung, 
die  Gleichung  des  Tangentenpaares  an  den  Kegelschnitt,  in 
welchem  die  Oberfläche  von  einer  der  Coordinatenebenen  ge- 
,8chnitten  wird,  wenn  man  die  auf  dieser  Ebene  senkrechten 
Coordinaten  gleich  0  setzt.  Bildet  man  nach  dieser  Vorschrift 
die  Gleichung  des  Tangentenpaares,  welches  von  einem,  durch 
seine  Coordinaten  /3q,  ß^  gegebenen  Punkte  an  den,  durch 
die  erste  Gleichung  (8)  gegebenen  Kegelschnitt  gelegt  ist, 
so  erhält  man: 

Mit  Unterdrückung  aller  Glieder  niederer  Ordnung  geht 
hieraus  die  Gleichung  hervor: 

des  vom  Coordinatenanfangspunkte  ausgehenden,  dem  Tan- 
gentenpaare parallelen  Linienpaares.  Die  Hauptaxen  dieses 
Linienpaares,  das  sind  diejenigen  geraden  Linien,  welche  die 
Winkel  des  Linienpaares  halbiren,  sind  durch  unsere  Sub- 
stitutionen (4)  schon  bestimmt,  denn  sie  transformiren  nach 
(22)  auch  den  linken  Theil  der  letzten  Gleichung  in  die 
Quadrate  der  Variabein. 

Da  aber  unsere  Substitutionen  unabhängig  von  der  Grösse 
X  bestimmt  waren,  so  werden  alle  jene  Linienpaare,  welchen 
Werth  auch  l  annehme,  dieselben  Hauptaxen  haben. 

Uebertragen  vnr  nun  die  an  den  genannten  Linienpaaren 
gemachte  Bemerkung  auf  die  Tangentenpaare  (27),  von  wel- 
chen wir  besonders  diejenigen  hervorheben,  welche  an  die 
confocalen  Kegelschnitte  gelegt  sind,  welche  durch  den  ge- 
gebenen Punkt  gehen,  so  haben  wir  den  Satz: 

Die  Winkel,  welche  das  von  einem  gegebenen 
Punkte  an  einen  Kegelschnitt  gelegte  Tangenten- 
paar bildet,  werden  halbirt  von  den  beiden,  durch 

19* 
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den  gegebenen  Punkt  gelegten,   zu   dem  gegebenen 
Kegelschnitte   confocale-n  Kegelschnitten. 

Wenn  ein  Punkt  in  der  Ebene  durch  seine  rechtwink- 
ligen Coordinaten  ß^,  ß^  bestimmt  ist,  so  ist  derselbe  auch 
bestimmt  als  Schnittpunkt  der  beiden,  mit  einem  gegebenen 
Kegelschnitte  (8)  confocalen  Kegelschnitte,  welche  durch  ihn 
gehen.  Es  schneiden  sich  zwar  die  beiden  confocalen  Kegel- 
schnitte in  vier,  gegen  die  Coordinatenaxen  symmetrisch  ge- 
legenen Punkten;  allein  mit  passender  Beschränkung,  zum 
Beispiel,  dass  der  Punkt  nur  liegen  soll  innerhalb  des  von 
den  positiven  Coordinutenaxen  eingeschlossenen  Winkels,  lyird 
der  Punkt  durch  die  beiden,  durch  ihn  gehenden,  confocalen 
Kegelschnitte  unzweideutig  bestimmt  sein.  Man  kann  daher 
die  beiden  confocalen  Kegelschnitte  als  die  den  Punkt  be- 
stimmenden Coordinaten  ansehen.  Die  ihnen  entsprechenden 
Werthe  von  A  gleich  X^  und  A,  führen  den  Namen  der  el- 
liptischen Coordinaten  des  Punktes,  dessen  recht- 
winklige Coordinaten  sind  ß^  und  ßy. 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  (7),  in  welchen  man  «q 
und  a,  als  constante  Grössen  zu  betrachten  hat,  sind  die  Re- 
lationen zwischen  den  variabeln  rechtwinkligen  und  den  va- 
riabeln  elliptischen  Coordinaten.  Ihre  Auflösungen  ( 10)  drücken 
die  rechtwinkligen  durch  die  elliptischen  Coordinaten  aus. 

Es  genügt  aber  nicht,  die  Ausdrücke  der  rechtwinkligen 
Coordinaten  durch  die  elliptischen  zu  kennen;  in  vielen  Fällen 
braucht  man  auch  die  Differentiale  der  einen,  ausgedrückt 
durch  die  anderen.  Differentiirt  man  deshalb  die  beiden  ersten 
Gleichungen  (7),  indem  man  die  rechtwinkligen  Coordinaten, 
gleich  wie  die  elliptischen,  als  Variabeln  betrachtet,  so  erhalt 
man  mit  Rücksicht  auf  (23): 

2J5o*         «0  +  ^0  "^  ai  +  'to  ' 

und  hieraus  mit  Berücksichtigung  von  (6): 

(28) '^'' 

.;^'  =  adß,  +  Vdß, . 
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Vergleicht  man  diese  Gleichungen  mit  den  Substitutionen 
(4),  so  sieht  man,  dass,  wenn  die  Variabein  x,  y  die  Werthe 
annehmen  x  =  dß^,  y  =  dß^,  die  anderen  Variabein  die  Werthe 

erhalten:   X  ==  .    "  ,   y=      *  .     Es  ist  deshalb   erlaubt, 

in  den  Substitutionen  (4)  und' in  allen  Gleichungen, 
welche   diese  Substitutionen    zu    identischen   Glei- 
•  chungen  machen,    folgende  gleichzeitige  Verände- 
rungen eintreten   zu  lassen: 

K"^^) ^1^1 

„  in  dß,,  dß,,  .,^^,  ^^' 

Von  den  <lurch  diese  Veränderungen  aus  den  angegebenen 
Formeln  hervorgehenden  Difterentialformeln  heben  wir  die 
erste  hervor,  welche  das  Quadrat  des  Differentiales  ds  des 
Bogens  irgend  einer  Curve  ausdruckt: 

(SO) . . .  ds' = dß,;' + dß-' = \  i^^j + <;/;;} . 

Wenn  wir  der  Bequemlichkeit  wegen  setzen: 

/.^jx  W  =  («0  +  ^o)  («j  +  ^u) ; 

^'        -^^,'-(«o  +  'l.)(«,+^i), 

so  geht  (30)  mit  Rücksicht  auf  (10)  über  in: 

(^^) ^^ 4—  \  V    +   Wi  ' 

Hieraus  erhalten  wir  das  Differentiale  des  Bogens  des 
Kegelschnittes  (8),  von  dem  wir  annehmen  wollen,  dass  e/ 
eine  Ellipse  sei ,  indem  wir  Aq  =  A  gleich  einer  Constanten 
setzen,  deren  Werth  zwischen  —  «,  und  c»  liegt: 


(33) ds 


V(X   -i.)     dl^ 


2 


9 


und  hieraus  ergiebt  sich  die  Länge  s  des  Bogens  der  Ellipse  (8) : 
(34) •..    s=J^-^l^-'^, 
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begreözt  von  den  beiden  confocalen  Hyperbeln,  welchen  die 
Werthe  A,  =  X^^  und  A^  =  A,'  der  elliptischen  Coordinaten 
entsprechen.  Nimmt  man  für  die  Grenzen  des  Integrals  die 
Hyperbelgrenzen,  so  erhält  man  den  vierten  Theil  des  üm- 
fanges  U  der  genannten  Ellipse,  und  demnach: 

(35) ?7  =  2  j /(I^riJ  .  ^ . 

Die  Bogenelemente  da^  und  da^  der  confocalen  Ellipsen 
und  Hyperbeln  erhalten  wir  aus  (32): 

(36) _J ^' 

da, 5 3-, 

indem  wir  einmal  A^,  das  andere  Mal  Aj  constant  setzen. 
Demnach  wird,  weil  alle  confocalen  Ellipsen  alle  confocalen 
Hyperbeln  senkrecht  schneiden,  das  Element  der  von  zwei 
confocalen  Ellipsen  und  von  zwei  confocalen  Hyperbeln  ein- 
geschlossenen Fläche: 

(37) dao.dai  =  ^^^g'$- 

Durch  doppelte  Integration  und  Ausdehnung  der  Grenzen 
über  sämmtliche  von  der  gegebenen  Ellipse  (8)  eingeschlosse- 
nen, confocalen  Ellipsen  und  über  sämmtliche  confocalen  Hy- 
perbeln erhält  man  den  vierten  Theil  des  Flächeninhaltes  / 
der  gegebenen  Ellipse.     Man  hat  demnach: 

(38) .i-Jji'^-^y-rjt 

—  Cto  —  ffl 

Einen  einfacheren  Ausdruck  für  den  Flächeninhalt  der 
gegebenen  Ellipse  (8)  erhält  man  auf  folgende  Art.  Man 
beschreibe  um  den  Mittelpunkt  der  gegebenen  Ellipse  mit 
dem  Badius  d«r  grossen  halben  Axe  einen  Kreis: 
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Der  Vergleich  dieser  Gleichung  mit  der  Gleichung  (8) 
der  Ellipse  zeigt;  dass  die  Ordinate  des  Kreises  sich  zu  der^ 
derselben  Abscisse  entsprechenden  Ordinate  der  Ellipse  ver- 
hält wie: 

In  demselben  Verhältnisse  stehen  auch  die  Flächenelemente 
h  und  i  des  Kreises  und  der  Ellipse,  welche  begrenzt  werden 
von  zwei  unendlich  nahen  Ordinaten.     Man  hat  daher: 

Nimmt  man  die  Summe  aller  Flächenelemente  des  Kreises 
und  der  Ellipse:    2Ti  ==  K  und  Si  =  I,  so  erhält  man: 

Da  aber  der  Flächeninhalt  iT  des  Kreises  ist:  K  =  «(«fo  +  ^)> 
so  hat  man: 


(39) /=«/(«o  +  ^)/(«.  +  ^), 

und  daher  mit  Rücksicht  auf  (38): 


—  ttj    X 


(40)  .  n  /K  +  ^)  /(«,  +  ^)  =/  J\K  -  K)  ^r,  t:  ' 


—  Oo  —  «1 


welche  Gleichung  nach  dem  Vorhergehenden  bewiesen  ist  für 
alle  zwischen   — «,    und  oo  gelegenen  Werthe   von    A    und 
unter  der  Voraussetzung,  dass  a^  >  «i . 
>^  Von  den  Differential -Formeln,  welche  aus  den,  in  dem 

ersten  Theile  der  gegenwärtigen  Vorlesung  entwickelten  For- 
meln durch  die  Veränderungen  (29)  hervorgehen,  heben  wir 
ferner  die,  der  Gleichung  (22)  entsprechende  Formel  hervor: 

4 

um  auch  ihr  eine  gecfmetrische  Bedeutung  unterzulegen. 

Zu  diesem  Zwecke  erinnern  T^ir  an  die  Gleichung  (27) 
des  von  dem  Punkte  ßo,  ßi  an  den  gegebenen  Kegelschnitt  (8) 


1; 
j 
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gelegten  Tangentenpaares.  Verlegt  maii;  mit  Beibehaltung 
der  Kichtung  der  Coordinatenaxen ,  den  Anfangspunkt  des 
Coordinatensystemes  in  den  genannten  Punkt,  so  wird  die 
Gleichung  des  Tangentenpaares  rücksichtlich  dieses  Coordi- 
natensystemes: 

woraus  die  Differentialgleichung  desselben  Tangentenpaares, 
rücksichtlich  des  ursprünglichen  Coordinatensystems,  hervor- 
geht: 

und  in  elliptische  Coordinaten  durch  (41)  übertragen: 

(A^\  ___^A* ^V  _  0 

Zerlegt  man  diese  Gleichung  in  ihre  Factoren  und  setzt  jeden 
einzelnen  gleich  0,  so  erhält  man  die  DiflFerential-Gleichungen 
der  von  dem  Punkte  ß^,  ß^  an  die  gegebene  Ellipse  (8)  ge- 
legten Tangenten: 

dl(i  ,      dlj Q 


V(h 

-1). 

i. 

yn 

-i,). 

L, 

n^. 

dXo 

-i) 

Lo 

+ 

ni 

dl, 

.L, 

oder,   wenn   man   die  übersichtlichere  Bezeichnung  (31)  ein- 
führt: 

dlp dli       ^ ^ 

i/r? T\    T         i/7i rT~  t"  ' 

(44) 

=  0. 

Um  nun  die  Länge  s  der  Tangente  auszudrücken,  setzen 
wir  in  Gleichung  (32)  den  Werth  von  cIIq  aus  einer  der 
Gleichungen  (44)  ein,  wodurch  wir  für  jede  der  beiden  Tan- 
genten erhalten: 

2  y(X  -  Z,)  .  X, 

oder: 
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Bezeichnen  wir  aber  mit  Sq  die  Länge  der  ersten  Tan- 
gente (44)  und  mit  s^  die  Länge  der  zweiten  Tangente,  von 
den  Punkten  an  gerechnet,  wo  sie  die  gegebene  Ellipse  (8) 
berühren,  bis  zu  ihrem  Schnittpunkte  ^„,  /3, ,  oder  in  ellipti- 
schen Coordinaten  Ag,  Aj,  so 'erhalten  wir  mit  Berücksichtigung 
ihrer  Differentialgleichungen  (44): 

(45)  ...  . 

und  hieraus  durch  Integration: 

(46)...  '\^, 


s         -^^ 


^dX  —  r^^SEMdA 


1  —J        2X 


wenn  wir  annehmen^  dass  A,^  und  A,'  die  Werthe  der  ellipti- 
schen Coordinate  k^  seien,  welche  den  Berührungspunkten 
der  Tangenten  der  Ellipse  (8)  entsprechen. 

Durch  Addition  der  beiden  Gleichungen  (46)  erhält  man: 

i^ x^ 

(47)  .    s,  +  s,  =  /  ^^-'1  dX,  +  2/^^"  älo, 

und  ^  wenn  man  hiervon  den^  von  den  beiden  Berührungs- 
punkten begrenzten,  durch  (34)  ausgedrückten,  Bogen  der 
gegebenen  Ellipse  (8)  abzieht: 

i. 

(48) s,  +  s,-s  =  ^P^\l,  ^^  ^^0 . 

i 

Da  dieser  Ausdruck  aber  die  zweite  elliptische  Coordinate 
A,  des  Punktes  ß^,  ß^  nicht  enthält,  so  bleibt  er  unverändert 
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für  alle  Punkte  /J^,  ß^,  für  welche  Xq  eine  constante  Grosse 
ist,  das  heisst,  für  alle  auf  einer  Ellipse  liegenden  Punkte, 
welche  mit  der  gegebenen  Ellipse  confocal  ist.  Dem  hierdurch 
bewiesenen  Satze  können  wir  folgenden  Ausdruck  geben: 

Wenn  man  um  eine  gegebene  Ellipse  einen 
geschlossenen  Faden  schlingt,  und  diesen  durch 
einen  Stift  in  der  Ebene  der  Ellipse  spannt,  so 
beschreibt  der  Stift  bei  seiner  Bewegung  eine  mit 
der  gegebenen  Ellipse  confocale  Ellipse. 

Betrachten  wir  schliesslich  noch  den  Grenzfall,  wenn  der 
Punkt  jSfl ,  ßi  der  gegebenen  Ellipse  (8)  unendlich  nahe  rückt. 
In  diesem  Falle  werden  alle  Differenzen  A,'  —  Aj®  und  A^  —  A 
der  Grenzen  der  beiden  Integrale  in  (47)  unendlich  kleine 
Grössen  und  mit  ihnen  auch  die  Integrale.  Da  aber  der  Factor 
j/{Xq  —  A)  unter  dem  zweiten  Integralzeichen  für  alle  zwischen 
den  Grenzen  des  Integrals  liegenden  Werthe  von  Aq  ebenfalls 
unendlich  klein  wird,  während  der  entsprechende  Factor 
}/{X  —  Aj)  des  ersten  Integrales  für  alle  Werthe  von  A, 
zwischen  den  Grenzen  des  Integrals  endlich  bleibt,  so  sieht 
man,  dass  in  dem  Grenzfalle  das  zweite  Integral  gegen  das 
erste  verschwindet,  und  dass  die  Ausdrücke  (47)  und  (34)  in 
einander  übergehen. 
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Zweiundzwanzigste  Vorlesung. 

Das  Problem  der  Hauptaxen   der   Oberflächen 

zweiter  Ordnung.  Confocale  Oberflächen  zweiter 

Ordnung  und  elliptische  Raumcoordinaten. 


Man  hat  am  Ende  der  neunzehnten  Vorlesung  gesehen, 
wie  das  Problem  der  Hauptaxen  einer  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  rein  algebraisch  sich  so  ausdrücken  lässt: 

Die  linearen  Substitutionen  zu  bestimmen^ 
welche  die   Gleichungen: 

(1) .... .  x^  +  y2  +  ^'  =  Z2  +  r^  +  zs 

(2) (p(a:,y,^)  =  AoX2  +  A,r2  +  A,ZS 

zu    identischen    Gleichungen     machen^    wenn    die 
Function  ^(x,yyZ)  gegeben  ist  in  der   Form: 

(3)  9P(^; y, ^)  =  (/»o^  +  ßiV  +  ß'i^y  —  K^^  +  «ly^  +  «2^')- 

Indem  wir  dieses  Problem  wieder  aufnehmen,  werden 
wir  voraussetzen,  dass  die  linearen  Substitutionen,  welche  die 
Transformationen  (l)  und  (2)  bewirken,  mit  ihren  Auf- 
lösungen seien: 

(4).   y  =  6«X  +  6'r+6"Z,       Y=ax  +b'y  +ce, 
z  =c^X  +  cY  +  d'Z  ;      Z  =  ax  +  Vy  +  c'>. 

Dass  die  aufgelösten  Substitutionen  gerade  die  angegebene 
Form  haben,  folgt,  wie  man  in  dem  zweiten  Theile  der  acht- 
zehnten Vorlesung  gesehen  hat,  aus  der  durch  die  Sub- 
stitutionen identischen  Gleichung  (1).  Aus  dieser  Gleichung 
gehen  aber  alle  Formeln  hervor,  die  wir  in  dem  zweiten 
Theile  der  genannten  Vorlesung  entwickelt  haben.  Es  genügt 
hief,  auf  sie  nur  hinzuweisen,  mit  der  Bemerkung,  dass  man 
überall  für  a,  6,  c  zu  setzen  hat  a®,  6^,  c®,  um  für  unser 
Problem  gültige  Formeln  zu  erhalten. 
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Die  Werthe  der  9  Substitutionscoefficienten  werden  wir 
bestimmen,  indem  wir  die  drei  Grössen  ß^jB^y  B^  einführen, 
welche  durch  die  folgenden  drei  Gleichungen  oder  durch  ihre 
Auflösungen  deünirt  sind: 

,    ß,  =  a^B,  +  aB,+aB,,    B,=^  a^ß,  +  ¥ß,  + cPß,, 

(5)  ,  ß,=h^B,  +  bB,  +  b"B, ,    B^  =  a'/5o  +  Vß,  +  cß,  , 

ß,  =  t^ So  +  cB^  +  c'B^  r  S,  =  a'ß,  +  V'ß,  +  c'ß, . 

Alsdann  gehen  aus  der  durch  die  Substitutionen  identi- 
schen Gleichung  (2)  folgende  9  Gleichungen  hervor; 


^0 P«^  jO  ^  _K.^^  ^  c 


«0  +   ^ü  '  «I   +  ^0  '  «2  +   ^0 


a,  +  X,' 


rr  ßo^2  1  ff  ßt-^t  "  ß*^t 


Die  erste  von  diesen  Gleichungen  erhält  man,  wenn  man 
die  durch  die  Substitutionen  (4)  identische  Gleichung  (2) 
partiell  nach  x  diflferentiirt  und  hierauf  X=l,  F  =  0, 
Z  =  Oy  und  zugleich  x  =  a^,  y  =  h^^  e  =  c^  setzt.  In 
gleicher  Weise  erhält  man  die  übrigen  Gleichungen. 

Die  Substitutionscoefficienten  sind  in  den  Gleichungen  (6) 
durch  die  sechs  unbekannten  Grössen  B^y  B^,  B.^y  %^y  A^,  k^ 
ausgedrückt  Um  die  Werthe  der  letzteren  festzustellen^ 
dienen  die  Gleichungen: 

«O+^ü    '    «1  +  ^0    '    «1+^0      .         '        öfo+^o        «ü+i|         «o  +  ^t  ' 

Jo'       ,       Pi'       ,       P.'      _  t  Jgg'       .      ^»'       I      B^     _  . 

welche  aus  (6)  dadurch  hervorgehen,  dass  man  die  Horizontal- 
Gleichungen  multiplicirt  mit  ß^,  ß^,  ß^  und  mit  Berücksichti- 
gung von  (5)  addirt,  oder  dass  man  die  Yerticalgleichungen 
multiplicirt  mit  Bq,  B^y  B^  und  addirt. 

Die  drei  ersten  Gleichungen  drücken  aus,  dass  die  Un- 
bekannten ^0,^1,^2  die  Wurzeln  sind  folgender  in  k  kubischen 


Problem  d.  Hauptaxen  d.  Oberflächen  2. 0.  €onfocale  Oberfl.  2. 0.  etc.   301 

Gleichung;  die  drei  anderen,  dass' die  bekannten  Grössen 
«Q,  «1;  «2  s^^^  ^^s  di®  Wurzeln  folgender  kubischen  Gleichung 
in  cc  betrachten  lassen: 

Nach  Feststellung  der  Wurzeln  der  ersten  kubischen 
Gleichung  (8)  bleibt  noch  übrig,  die  Werthe  der  Quadrate 
der  letzten  Unbekannten  Bq,  B^,  B^  durch  Auflosung  des 
zw^ten  Systemes  Gleichungen  (7)  zu  berechnen.  Diese  Be- 
rechnung geschieht  am  einfachsten  in  folgender  Art: 

Da  Xq^  A,,  ^2  und  a,j,  a, ,  a.^  die  Wurzeln  der  kubischen 
Gleichungen  (8)  sind,  so  hat  man  identisch: 

(«0  +  A)  («,  +  A)  (a,  +  A)   -  /?,» («,  +  A)  («,  +  A) 

-  ^»'  («»  +  ^)  (««  +  ^)  -  ^2*  («0  +  ^)  («1  +  ^) 
=  (A-A„)(A-A,)(1-A,), 

(a  +  A„)  («  +  A.)  (a  +  A,)  -  B^  («  +  A,)  (a  +  A,) 
-  lf,2  (a  +  A,)  («  +  Ao)  -  iV  (a  +  ^o)  («  +  ^.) 
=  («  — «o)(«  —  «i)  («  —  «?)  • 


(9) 


Setzt  man  in  diesen  Gleichungen  für  k  nach  einander 
—  «Q,  — a, ,  —  «2;  ^^^  ^^^^  ^  ebenso  — A,),  — Aj,  — Aj,  so 
erhält  man: 


Aus  der  in  A  kubischen  Gleichung  (8)  ersieht  man,  wenn 
man  voraussetzt: 

(11)  .  .  •' «o>«i  >«2; 

dass,   welche   Werthe   auch   die   Grossen  ß^y  /3|,  /Sj    liQ'ben 
mögen,  die  Wurzeln  jener  Gleichung  liegen: 
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die  grösste  Wurzel  Aq  zwischen  +  ^^  ^^^  —  ^2  7 

(12)  .  die  mittlere  Wurzel  A,  zwischen  — «j   und  — a, , 

die  kleinste  Wurzel  Aj  zwischen  —  a,    und  —  a^  . 

Deshalb  sind  auch  die  Ausdrücke  jBq^,  S,^,  ä^^  in  (10) 
sämmtlich  positiv  und  die  Ausdrücke  (6)  der  Substitutions- 
coefficienten  reell. 

Von  den  angeführten  Formeln  braucht  man  nur  die  eine 
Hälfte  aufzustellen^  die  andere  ergiebt  sich  von  selbst  nach 
dem  Principe,  welches  wir  jetzt  entwickeln  wollen. 

Durch  Multiplication  der  drei  ersten  Gleichungen  (5)  mit 
x,y,  0  und  Addition  erhält  man,  mit  Rücksicht  auf  (4): 

(13)  .  .  .  ß,x  +  ß,y  +  ß^z  =  BoX  +  B,Y+B,Z. 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  geht  aber  die  Gleichung  (2): 

(14)  {ß^^ß,y+ß^y''{a,x^+a,y^+a^^)=X,X:^+X,  1P+X,Z^ 

über  in: 

(15)  (B,X+B,  Y+B,Zy-^  (AoX^+A,  Y^+k,Z^)  -  a^^-{^a,f+a,jS' 

Wenn  demnach  die  Substitutionen  (4)  die  Gleichungen 
(1)  und  (14)  zu  identischen  Gleichungen  machen ;  und  die 
Substitutionen  dadurch  bestimmt  sind^  so  machen  die  Auf- 
losungen dieser  Substitutionen  die  Gleichungen  (1)  und  (15) 
zu  identischen  Gleichungen  und  sind  ebenfalls  bestimmt. 
Daraus  ergiebt  sich  aber  folgende  Regel  zur  Ableitung  neuer 
Formeln: 

Es  ist  erlaubt,  in  allen  Formeln^  die  aus  den 
Substitutionen  (4)  hervorgehen,  welche  die  Glei- 
chungen (1)  und  (2)  zu  identischen  Gleichungen 
machen,  folgende  gleichzeitige  Yertauschungen  zu 
machen: 

(16) "  ^'  ^'  ^'  «0^  «1»  «2  5  ßo7  ßu  ßi'^  *^?^  ^'7 

„  X,  Y,  Z\    Aq,  A, ,  A2;    Bqj  B^y  B^]    üj  a  y  0  . 

Zieht  man  die  mit  einem  willkürlichen  Factor  A  multi- 
plicirte  Gleichung  (1)  ab  von  (14),  so  erhält  man: 
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fi7)  {ßo^+ßiy+ß2^y-  {(«o+%'+(«i+w+(«2+^y} 

Wenn  man  diese  Gleichung  an  die  Stelle  der  Gleichung 
(2)  des  Problemes  setzt,  so  sieht  man,  dass  man  in  allen 
zur  Losung  des  Problemes  entwickelten  Formeln 
folgende  gleichzeitige  Veränderungen  eintreten 
lassen  kann: 

(IS)   ''       ^^^         ^^^         ^^'  ^' 

„  in  «0  +  ^7  «1  +^9  «2  +  ^;    h  —  ^}  Aj  — A,-Aj— A. 

Ein  drittes  Princip,  nach  welchem  die  zur  Auflösung 
des  Problemes  dienlichen  Formeln  verändert  werden  können, 
ergiebt  sich  aus  der  folgenden  Betrachtung: 

Setzt  man,  um  die  reciproke  Function  0(UyVyW)  der 
in  (3)  gegebenen  Function  (p{Xyy,e)  zu  bestimmen,  nach 
Vorschrift  von  (25)  der  siebenten  Vorlesung: 

so  erhält  man  nach  (27)  derselben  Vorlesung  die  Auflosungen 
dieser  linearen  Gleichungen: 

und  die  reciproke  Function  selber  wird: 

a>  (u,  t; ,  tc)  =  i  {u  <I>'(m)  +  f  ^\v)  +  w  ^'C^)}  • 

Die'  hier  angedeuteten  algebraischen  Operationen  zur  Be- 
stimmung der  reciproken  Function  0(u,VyW)  führen  wir  am 
einfachsten  in  folgender  Art  durch. 

Wir  setzen,  um  abzukürzen: 

«0  «1  «t 

Alsdann  sind  die  drei  Gleichungen  aufzulösen: 
u  =  ^(pXx)  =  ß^B  —  «0^; 

w  =  ^(fXß)  =  ß^B  —  cc^g. 


304  Zweiundzwanzigate  Vorlesung. 

Multiplicirt  man  dieselben  mit  --,  -,  --  und  addirt;  so  er- 
hält man: 

«ö  «i  «t  V         t         / 

und  hieraus: 

Man  erhält  demnach  die  gesuchten  Auflösungen ,  wenn  man 
in  den  so  dargestellten  drei  Gleichungen: 

für  B  den  zuletzt  gegebenen  Werth  setzt.  Durch  Multipll- 
cation  dieser  drei  Gleichungen  mit  u,  v,w  und  Addition  der- 
selben erhält  man  dann  die  gesuchte  reciproke  Function: 

(IJ))  .  *(„,«,«;)  =  !/?-«+ ^-it;+M'-f*'*+-+*''V 

in  welcher  (£)  die  Bedeutung  hat: 

(20) £  =  ?-"*  -f  ^''  +  ^«*  —  1 . 

Hier  tritt  nun  der  Satz  (25)  der  zwanzigsten  Vorlesung 
in  Wirksamkeit;  nach  welchem  unsere  Substitutionen  (4)^ 
welche  entsprechen  den  Substitutionen  (1)  —  (4)  dort,  die 
Transformation  ergeben: 

(21)  /  \  / 


Da  man  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  (2)  des  Pro- 
blems vertauschen  kann,  ohne  die  Substitutionen  (4)  zu  ändern, 
so  sieht  man,  dass.  es  erlaubt  ist,  in  allen  unseren 
Formeln  folgende  Veränderungen  zu   machen: 
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,™v    »>  Po>   Pl»    ß21      ^07    ^l>    ^i]      ^0?    ^l;    ^2J       ^09        "\7      -"'i 

,n  J??     ii     £«.      '-      '       '  '     ±      '       '  '     '^     '^    i^' 

Denn  da  die  Werthe  der  neun  Substitutionscoefficienten  (6) 
sich  durch  die  ersten  von  diesen  Aenderungen  nicht  ändern 
dürfen;  so  müssen  die  drei  letzten  (Trossen  Bq,  B^y  B2  eben 
die  angegebenen  Veränderungen  erhalten. 

Die  Veränderungen  (18)  in  (21)  lassen ;  wenn  mau  setzt: 

(23)  .  .  .'  .   -B=  -^  +  -^-j  +  -^  -  1 . 

folgende,  durch  die  Sabstitutionen  (4)  in  A  identische  Glei- 
chung hervorgehen: 

/  J««_   ,      p.y      ,      ßt$  y  _  jpC  j^   ,       yj_   ,       ««    \ 

(24)  ^^/-^^    .   ^I_   .   _ZL_\. 

^i»  -  i   '   1,  —  1  ~  1,  —  i/ 

An  das  Vorhergehende  reiht  sich  ein  System  eleganter 
Formeln  an,  welches,  zu  ferneren  Transformationen  dienlich, 
sich  fast  ohne  alle  Rechnung  sofort  hinschreiben  lasst. 

Setzt  man  die  Werthe  der  Substitutionscoefficienten  (6) 
in  (16)  der  achtzehnten  Vorlesung  ein,  so  erhält  man: 

ß«'  .      ,         ßi'        I         ßt*       _    t 
(«0  +  Kl'  "^  («I  +  io)»  "•"  («t  +  A»)'        BJ' ' 

(of,\         _ll i_      P.* L  _  ?«!_    _  _L 

^^  •  •  •  («,  +  i,)'  "1"  («,  +  i,)»  f  (a,  +  i,)«     Ä.» ' 

(«.  +  it)'  "•"  [«,  +  it)'  "^  («.  +  it)'      it'  ■ 

/oß\ Po* I Pi^ 1 Pi^ __.  Q 

^^"^^    (ao  +  ^,)(ao+>lo)  "^  Kc^x  +  hY^i  +  K)  "^  («2+A«)('^«+io)  ' 

Po'  j_  _       K L ^l =  0 

Die    erste    Gleichung    (21)    der    achtzehnten    Vorlesung 

HssBX,  analyt  Geometrie  d.  Banmos.   3.  Aufl.  20 


\ 
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aV — a"&'=  c®,  sowie  auch  jede  andere  des  Systemes,  geht 
in  gleicher  Weise  mit  Berücksichtigung  von  (10)  über  in: 

(27)  .  .  .   B,B,B^{X,--X,){l,-k,){k,-k,) 

+  ß^ßxß^  («1  —  «2)  («2  -  «0)  («0  —  «1)  =  0- 

Macht  man  in  den  drei  ersten  Gleichungen  (7)  die  Aende- 
Hingen  (22)  und  hierauf  die  Aenderungeh  (18),  so  erhält  man: 

ßl I  Pi'  ,  fe'  ^    ^ 

/OQA Po*__ I ft! I Pl! ^^  _K. 

Po'  r  ßi'  i  fe' ^. 


(«o  +  Aa)(«o+A)    "^  (ai+A,)(a,+i)    «    («,  +  Z.)  («,  +  X)         A,-Z 

Differentiirt  man  diese  in  A  identischen  Gleichungen  nach 
X  und  setzt  hierauf  für  X  entweder  Aq  oder  Aj  oder  A,^  so 
erhält  man  mit  Bücksicht  auf  (25)  und  (7): 

ßo  I  ft'  I  <V^ 1 


Po*  I  Pi'        '       I ft* 1 


Po' ^j ii! X ßf  -         _       ■    1 


^      ^ go« I WL L Pt _J 

(«o+Xo) (ffo+ii)'  "^  («i+^o)  («i+^i)*  "^  («f+lo)  («f+^i)*         (Ao-ii)^i*  ' 

ßl I  Pi*  , P.!___ L__ 

(«o+io)  («0+^)«  "^  («i+io)  («1+ W  "^  («t+io)  («i+Xf )*         (io-  i.)-Bt*  ' 

Po'  ,  Pt'  ,  Pt'  _  1 

(«0+^1)  («o+Ai)'"^  («i+A,)(at+X,)«  "T"  (at+^i){«r+A.)»  ""  (X.-WBi«  ' 

Wenn  man  die  Grossen  JBq;  1?|^  I?2  als  Functionen  Ton 
^^i^\y  ^2  ^^^  ^0;  ^1;  ^2  betrachtet,  wie  sie  durch  (10)  aus- 
gedrückt sind^  und  die  Logarithmen  dieser  Ausdrücke  partiell 
differentiirt  nach  A^  oder  Aj  oder  A^;  so  erhält  man: 


J_a^^ 1 , 1 ,1,1,     _J 


2  a5,_     1  1  1  1  1 

-ö»   ^^«  «0  +  Xf         «1  +  ^t     '     «I  +  'tt  ^  ^ü  —  ^t     '     ^1  -  ^t 
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Da  man  aber  ähnliche  Ausdrücke   erhält   durch   zweimalige 
Differentiation  der  so  dargestellten  identischen  Gleichung  (9): 

Po*     ,     Pi«    ,     ßj"       1  a-Xo)(^-wa-*t) 


PO  I  Hi  I  H»         1 


(ao  +  l){ai  +  X){at  +  X) 


nach  X  und  Veränderung  dieser  variabehi  Grösse  in  Aq^  A,,  Aj, 
nämlich: 

Po'  ,  ft»  ,  P.'         ^ 

(«0  +  Xo)»   "^  («1  +  Xo)»  "^  («2  +  Xo)» 

""  ^7  l^T+'xi  "*"  Sr+'i;  +  i^+Ii  +  X,  ^  X,  +  Xj-XoJ  ' 
Po»  ,  Pi'  , ßi         __' 


(«o  +  Z,)'     '    («1  +  1«)'    '    («t+ii)' 

=.  i-/_!_    .    _1_  _L.       ^       j.  _1   _  +  _J_\ 

(a,  +  J,)»  T^  {«,  +  J,)>  "*■  («,  +  V  ~ 

^  L  / ! i_      ^       1       1      j L u      ^     ) 

SO  ei^ebt  sich  aus  dem  Vergleich   dieser  drei  Gleichungen 
nüt  den  drei  Torhergehenden : 

Po*        I         Pi'         I         Pt*       ^   8      aß« 

(«0  +  V  "•"  («1  +  io)'  "•"  («t  +  lo)*         -Bo'  ■  a^  ' 
(«0  +  li)»  ^  («1  +  *.)'  ^  Ct  +  ^i)'         B|'      ai,  ' 

Po«     j Pj» L     "«* 2    a^, 


(«0  +  X,)^  ^  («1  +  X,)'  ^  («,  +  X,)»         Bi^     d  i. 

Um  endlich  dieses ,  zum  grossten  Theil  von  Jacobi  ent- 
wickelte System  von  Formeln  zu  vervollständigen^  fügen 
wir  noch  folgende  hinzu: 

P  *  P  *  Pi* 

^^^  ^  (ao+W(«o+Xi)(«o+A,) "*"  («i+Xü)(a,+i,(«i+^,)  +  (M-XoK<^i+XÖ("«t+X,)  ^  ^^' 

welche    sich    aus   den    drei    ersten    Gleichungen    (10)    ohne 
Schwierigkeit  ergiebt. 

Allein  durch  Zusammenstellung  der  angegebenen  Formeln 
geht  folgendes  System  hervor^  wenn  man  berücksichtigt^  dass 
auf  Grund  von  (10)  ist: 

20  ♦ 
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2  .  --^1  s=     -^1  o  .  ^-^t "^t 


(7*0  "'I  —  ^0  d^Q  ^t  —  ^0 


nämlich: 


Die  erste  von  diesen  Gleichungen  wird  erhalten  ^  wenn 
man  die  erste  Gleichung  (30)  mit  BqBqX,  die  erste  Gleichung 
(29)  mit  SoB^Y,  die  zweite  Gleichung  (29)  mit  B^B^Z  , 
multiplicirt  und  alle  drei  Gleichungen  unter  Berücksichtigung 
von  (6)  und  (4)  addirt.  Ebenso  wird  die  zweite  Gleichung 
(32)  erhalten,  wenn  man  die  erste  Gleichung  (29)  mit  BqB^X^ 
die  vierte  Gleichung  (29)  mit-B,J?iF,  die  Gleichung  (31)  mit 
B2B1Z  multiplicirt  und  addirt.  Die  dritte  Gleichung  (32) 
erhält  man  endlich,  wenn  man  die  zweite  Gleichung  (29)  mit 
BqB^X,  die  Gleichung  (31)  mit  5,  JBjF,  die  fünfte  Gleichung 
(29)  mit  B2B2Z  multiplicirt  und  addirt. 

Multiplicirt  man  die  drei  Gleichungen  (32)  der  Reihe 
nach  mit  X,  Y,  Z  und  addirt,  unter  Berücksichtigung  von  (  4) 
so  erhält  man: 

I      «,   _1_J        I      .«   _L1      


(33)   «0+^0      «1+^      «2+^0 

2_  dBj^  Y2 2_  dBi  Y'i 2_  dBß  yi\    ^   ^^x  yxr  ■    4_  ^Bf-y-r/ 

—  Ifo  dXo  B,  dlo  B^  cX^  ^"  '^Bo  dlo  "^io  clo        ' 

eine  Gleichung,  welche  durch  die  Substitutionen  (4)  zugleich 
mit  (1)  und  (2)  eine  identische  wird. 

Wir  erwähnen  femer  des  Systemes  Gleichungen,  welches 
aus  (32)  dadurch  hervorgeht,  dass  man  den  Variabein  die 
Werthe  zuertheilt:  x  =^  ß^,  y  ^s^  ß^^  g  =  ß^  und  demnach 
X  =  JBo,  Y^B^,  Z  =  B2y  nämlich: 

«0  +  ^0   "^  «1  +  ^0   "^  «,  +  Zo         ^0  ' 

(34) -4JV  +  --^iv  +  --Jt  =0. 

«'Po  I ?>"ft_  I <f^t         __   Q  ^ 

«0  +  ^0  «l  +  ^0  «t  +  ^0 
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Um  die  erste  von  diesen  Gleichungen  in  der  angegebenen 
Form  nät^hzu weisen^  bedarf  es  freilich  noch  der  Reduction 

^    "Qj^-^ — ^^  ==  1,    die  sich   aber  umgehen  lässt,    wenn 

man  an  die  Stelle  der  ersten  Gleichung  setzt  die  erste 
Gleichung  (25)^  welche  mit  Berücksichtigung  von  (6)  ohne 
Weiteres  die  gewünschte  Gestalt  annimmt. 

Wir  bringen  endlich  die  Substitutionen  (4)  in  Erinnerung : 

(35) a'a;  +  6'j(  +  cV  =  r, 

a'x  +  6"?/  +  c'z  =  Z, 

um  sie  mit  den  beiden  vorhergehenden  Systemen  Gleichungen 
zu  einer  neuen  Gleichung  zusammen  zu  stellen. 

Betrachten  wir  zu  diesem  Zwecke  die  linken  Theile  der 
Gleichungen  (34)  als  die  Componenten  der  ersten  Horizontal- 
reihe einer  Determinante  Ky  die  linken  Theile  der  Gleichungen 
(35)  als  die  der  zweiten  Horizontalreihe  und  die  linken  Theile 
der  Gleichungen  (32)  als  die  der  dritten  Horizontalreihe  der- 
selben Determinante^  so  haben  wir  nach  Satz  (3J)  der  siebenten 
Vorlesung  von  der  Multiplication  der  Determinanten: 

I      ß>  ßi  ßt 


'    «ü  +  ^0  '         «1  +  ^0  '         f^t   +  ^0 

(36)  ....if=j       X,  y,  0 , 

X     .  y /  _ 

«0  +  ^  '       Of,  +  io '       ot  +  h 

Denn  der  zweite  Factor,  die  Determinante  J,  gebildet  aus 
den  neun  Substitutionscoefficienten,  ist  nach  (20)  der  acht- 
zehnten Vorlesung  =  1 . 

Wenn  wir  in  gleicher  Weise  die  Determinante  K  aus  den 
rechten  Theilen  der  angegebenen  Gleichungen  bilden,  so  er- 
halten wir  mit  Rücksicht  auf  (14)  der  siebenten  Vorlesung: 


(37)^=1 


oder ,  wenn  wir  diese.  Determinante  eiiitwickeln  und  für  die 
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partiellen  DijOTerentialquotienten  die  oben  angegebenen  Werthe 
einsetzen: 

Wir   haben   demnach   die  durch   die  Substitutionen  (4) 
identische  Gleichung: 


(39) 


ßo  ßt  ß% 


«0  +  Xo  '       «1  +  ^ '      «t  +  io 

^,  y;  ^, 

X  y  g^ 


«0  +  ^0  '        «1  +  ^0  '        «t  +  ^ 

Diese  Gleichung  ist  im  Grunde  nichts  Neues.  Denn  sie 
führt;  vollständig  entwickelt ^  auf  die  Gleichung  (Ö5)  der 
achtzehnten  Vorlesung  zurück.  Sie  ist  aber  von  Bedeutung 
wegen  der  Form^  in  der  sie  hier  auftritt. 

Wir  gehen  über  zur-  geometrischen  Interpretation  ein- 
zelner Gleichungen,  welche  wir  in  dem  Vorhergehenden  ent- 
wickelt haben. 

Wir  betrachten  zu  diesem  Zwecke  die  Grossen  ßoffit,  ß2 
als  die  variabeln  rechtwinkligen  Ooordinaten  eines  Punktes 
im  Räume.  Unter  dieser  Voraussetzung  stellt  die  erste  Glei- 
chung (8)  eine  auf  ihre  Hauptaxen  bezogene  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  dar.  Lässt  man  in  ihr  A  variiren,  so  erhält  man 
ein  ganzes  System  Oberflächen  zweiter  Ordnung  von  der  Eigen- 
schaft, dass  ihre  durch  irgend  zwei  Hauptaxen  gelegten 
Schnitte,  welche,  wie  bekannt,  Kegelschnitte  sind,  dieselben 
Brennpunkte  haben.  Solche  Oberflächen  nennt  man  con- 
focale  Oberflächen  zweiter  Ordnung.  Ihr  analytischer 
Ausdruck  ist  die  Gleichung  (8)  mit  veränderlichem  Werthe 
von  L 

Betrachten  wir  den  Punkt  im  Baume  als  einen  gegebenen 
durch  seine  Goordinaten  ß^y  ß^,  ß^,  so  beweist  das  erste 
System  Gleichungen  (7),  dass  durch  den  gegebenen  Punkt 
drei  verschiedene  confocale  Oberflächen  hindurchgehen.  Die 
eine  von  diesen  Oberflachen  ist  ein  Ellipsoid,  weil  alle  drei 
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Nenner  in  der  erdten  Gleichung  positiv  sind.  Die  zweite 
Oberfläche  ist  ein  erstes  Hyperboloid,  weil  in  der  zweiten 
Gleichung  der  dritte  Nenner  allein  negativ  ist.  Die  dritte 
Oberfläche  ist  ein  Hyperboloid  der  zweiten  Art,  weil  die 
beiden  letzten  Nenner  in  der  dritten  Gleichung  negativ  sind, 
während  der  erste  positiv  ist. 

Jede  von  den  drei  Arten  confocaler  Oberflächen  erfüllt 
den  ganzen  unendlichen  Baum,  weil  für  beliebige  Werthe 
der  Coordinaten  /öIq,  /5j,  ß2  immer  Wurzeln  der  kubischen 
Gleichung  (8)  gefunden  werden,  welche  zwischen  den  in  (12) 
angegebenen  Grenzen  liegen. 

Lässt  man  X  abnehmen  von  oo  bis  — «j^  ^^  ^^^^^  ^^.s 
für  A  =  cx>  unendlich  grosse  EUipsoid  immer  kleiner,  bis  es 
endlich  in  die  Fläche  der  Ellipse  fällt,  welche  durch  die 
Gleichung  ausgedrückt  ist: 

(40) -^^  +  -^^  =  1. 

Diese  Fläche  bildet  die  Grenze  zwischen  den  Ellipsoiden 
und  den  Hyperboloiden  der  ersten  Art.  Das  Hyperboloid  der 
ersten  Art  in  dieser  Grenze  fallt  zusammen  mit  dem  Theile 
der  /5„j8j Ebene,  welcher  von  der  genannten  Ellipse  aus- 
geschlossen ist.  Nimmt  X  weiter  ab  von  —  cTj  bis  —  a^ ,  so 
bildet  in  der  letzten  Grenze  die  Fläche  der  in  der  ^^/Jj  Ebene 
liegenden  Hyperbel: 

(41) -^ ^«'  -  =  1 

die  Grenzen  der  Hyperboloide  der  ersten  Art  und  der  Hyper- 
boloide der  zweiten  Art.  Die  andere  Grenze  der  Hyper- 
boloide der  zweiten  Art  bildet  die  /Sj/Sj-^^^^^' 

Zwei  confocale  Oberflächen  derselben  Art  können  sich 
nicht  in  reellen  Punkten  schneiden,  weil  für  einen  reellen 
Schnittpunkt  ßoßißi  die  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung 
(8)  dann  nicht  zwischen  den  in  (12)  angegebenen  Grenzen 
liegen  würden. 

Die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  in  dem  Punkte  /Jq/J,  ß.^ 
an  die  drei  durch  ihn  gehenden  confocalen  Oberflächen  (7) 
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gelegten  Tangentenebenen  mit  den  Goordinatenebenen  bilden^ 
verhalten  sich  bekanntlich  wie: 


ßo         .         ß\ 


. ßo .  ßi 

ßo  .  ßt 


ft 


«,  +  i,  > 
ßt 


^0  +  h'   oii  +  h  '   o[i+  h 

Die  aus  diesen  9  Ausdrücken  zusammengesetzte;!  Glei- 
chungen (26)  beweisen,  dass  die  genannten  Tangentenebenen 
auf  einander  senkrecht  stehen.  Diese  Bemerkungen  fassen 
wir  in  einem  Satze  zusammen,  wie  folgt: 

Confocale  Oberflächen  derselben  Art  schneiden 
sich  nicht.  Confocale  Oberflächen  verschiedener 
Art  schneiden  sich  immer  in  reellen  Punkten  senk- 
recht. In  jedem  Punkte  des  Raumes  schneiden  sich 
drei  mit  einer  gegebenen  Oberfläche  zweiter  Ord- 
nung confocale  Oberflächen. 

Wenn  man,  um  die  geometrische  Bedeutung  der  Glei- 
chung (24)  festzustellen,  von  «inem,  durch  seine  Goordinaten 
ßoßiß^  gegebenen  Punkte  im  Baume  an  die  Oberfläche  (8) 
einen  Tangentenkegel  legt,  so  wird  die  Gleichung  desselben 
nach  Vorschrift  von  (20)  der  vierzehnten  Vorlesung: 

Die  Summe  der  Glieder  zweiter  Ordnung  in  dieser  Glei- 
chung ist  gerade  der  Ausdruck,  der  in  (24)  durch  die  Sub- 
stitutionen (4)  transformirt  worden  ist.  Durch  diese  Trans- 
formation ist  zugleich  das  Problem  der  Hauptaxen  des 
Tangentenkegels  gelöset.  Die  Auflosung  des  Problemes  ist 
in  Betreff  der  neun  Snbstitutionscoefficienten  unabhängig  von 
dem  besonderen  Werthe  von  X  in  (42)  und  kann  nach  dem 
Vorhergehenden  deshalb  in  Worten  so  wiedergegeben  werden : 

Die  Tangentenkegel,  welche  von  einem  beliebig 
gegebenen   Punkte   als   Spitze   an  confocale  Ober- 
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flächen  zweiter  Ordnung  gelegt  werden,  haben  die- 
selben Richtungen  ihrer  Hauptaxen.  Die  durch  den 
gegebenen  Punkt  gelegten  Tangentenebenen  an  die 
drei,  durch  ihn  gehenden,  confocalen  Oberflächen 
schneiden  sich  in  den,  allen  jenen  Tangentenkegeln 
gemeinschaftlichen   Hauptaicen. 

Ein  Punkt  im  Baume  bestimmt  die  drei  durch  ihn  ge- 
legten, mit  einer  gegebenen  Oberfläche  zweiter  Ordnung 
confocalen  Oberflächen.'  umgekehrt  ist  der  Punkt  bestimmt 
durch  die  drei  confocalen  Oberflächen,  welche  durch  ihn 
gehen.  Diese  drei  Oberflächen  bestimmen  zwar,  indem  sie 
sich  schneiden,  8  verschiedene  Punkte.  Allein  unter  an- 
gemessener  Beschränkung,  zum  Beispiel,  dass  der  Punkt  nur 
positive  rechtwinklige  Coordinaten  habe,  wird  derselbe  durch 
die  drei  durch  ihn  gehenden  confocalen  Oberflächen  unzwei- 
deutig bestimmt  sein.  Wir  werden  in  dem  Folgenden  diese 
Beschränkung  festhalten.  In  dieser  Voraussetzung  bestimmen 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  /Sq,  /)],  ß^  eines  beliebig  ge- 
wählten Punktes  p  im  Räume  auch  die  drei  Werthe  von  A 
gleich  ^o;  ^u  ^2;  ^^Ic^^  ^^^n  drei,  durch  den  Punkt  gelegten, 
confocalen  Oberflächen  (7)  entsprechen;  und  umgekehrt  sind 
durch  letztere  die  rechtwinkligen  Coordinaten  ß^,  ß^,  ß2  des 
Punktes  p  unzweideutig  bestimmt. 

Diese  drei  Wurzeln  Aq,  A^,  Aj  der  kubischen  Gleichung 
(8)  führen  den  Namen  der  elliptischen  Coordinaten  des 
Punktes  im  Räume,  dessen  rechtwinklige  Coordinaten  sind 
i^o?  ßi)  ßi'  ^^  geometrisches  Bild  sind  die  drei,  durch  ihn 
gehenden,  confocalen  Oberflächen.  Durch  letztere  wird  in 
ihrer  unendlich  nahen  Aufeinanderfolge  der  unendliche  Raum 
zertheilt  in  rechtwinklige  Parallelepipeden ,  wie  dasselbe  in 
ähnlicher  Weise  in  dem  rechtwinkligen  Coordinatensysteme 
durch  die,  den  Coordinatenebenen  parallelen  Ebenen  in  ihrer 
Aufeinanderfolge  geschieht.  Die  Summe  aller  dieser  Parallel- 
epipeden, welche  innerhalb  einer  gegebenen  Oberfläche  liegen, 
bestimmt  den  körperlichen  Inhalt  der  Oberfläche. 

Die  Curven,  in  welchen  sich  zwei  confocale  Oberflächen 
zweiter  Ordnung  schneiden,  nennt  man  Erümmungscurven. 
Durch  jeden  Punkt  des  Raumes  gehen  also  drei  in  dem  Punkte 
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auf  einander  senkrecht  stehende  Krümmangscurven.  Die  eine 
schneidet  sämmtliche  confocale  Ellipsoide,  die  zweite  sammt- 
liehe  confocale  Hyperboloide  der  ersten  und  die  dritte  sämmt- 
liche confocale  Hyperboloide  der  zweiten  Art  senkrecht. 
Erümmungscurven,  welche  auf  einer  und  derselben  confocalen 
Oberfläche  zweiter  Ordnung  liegen/  heissen  Krümmungs- 
curven   dieser  Oberfläche. 

Die  Krümmungscurven  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung 
kann  man  nach  dem  Vorhergehenden  eintheilen  in  zwei  Arfen. 
Die  Krümmungscurven  der  einen  sowie  die  Krümmungscurven 
der  anderen  Art  schneiden  sich  nicht.  Dagegen  schneiden  die 
Krümmungscurven  der  einen  Art  die  Krümmungscurven  der 
anderen  Art  senkrecht. 

Die  Krümmungscurven  einer  gegebenen  Oberfläche  zweiter 
OrdnuDg  zertheilen  demnach  in  ihrer  unendlich  nahen  Aufein- 
anderfolge die  Fläche  in  unendlich  kleine  Rechtecke.  Die  Summe 
dieser  Rechtecke  giebt  den  Flächeninhalt  der  Oberfläche. 

Der  analytische  Ausdruck  der  Krümmungscurven  in  ellipti- 
schen Coordinaten  sind  zwei  von  den  Gleichungen: 

in  welchen  die  Werthe  der  Constanten  Cq,  (.\,  Cj  beliebig 
zu  wählen  sind  aus  den  in  (12)  angegebenen  Grenzen.  In 
rechtwinkligen  Coordinaten  sind  es  zwei  von  den  in  (7)  an- 
gegebenen Gleichungen. 

Zur  Transformation  eines ,  in  rechtwinkligen  Coordinaten 
gegebeneu  Ausdruckes  in  elliptische  Coordinaten  dienen  die 
drei  ersten  Gleichungen  (10).  Zu  den  Differentialen  der  recht- 
winkligen Coordinaten;  ausgedrückt  durch  die  elliptischen 
Coordinaten ;  gelangt  man  auf  folgendem  Wege. 

Differentiirt  man  die  Gleichungen  (7\  indem  man  sowohl 
die  rechtwinkligen,  als  die  elliptischen  Coordinaten  als  variabel 
betrachtet ,  die  Grössen  Kq,  a^,  ctj  aber  als  constant,  so  erhält 
man  mit  Berücksichtigung  von  (6): 

(43) §i\  =  a'dß,  +  Vdß,  +  cdß,, 


"^^adß.  +  h-dß.  +  c'dß. 
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Der  Vergleich  dieses  Systemes  Gleichungen  mit  den  Sub- 
stitutionen (4)  erweist  folgenden  Satz: 

Es  ist  erlaubt,  sowohl  in  den  Substitutionen  (4), 
als  in  allen  den  Gleichungen,  welche  diese  Sub- 
stitutionen zu  identischen  Gleichungen  machen, 
folgende  gleichzeitige  Veränderungen  zu  machen: 


;;     ^y 


..     .      y.      ^;     X,      Y,     z, 

4IR  /7ä  ^ä   .       ^^  ^^i  ^^t 

„  apo,    ap^y    ap2j    ^,     ^Bi'     2^* 

Von  den,  durch  diese  Veränderungen  aus  den  entwickelten 
Formeln  hervorgehenden  DifiPerentialformeln  heben  wir  nur  drei 
hervor.   Erstens  die  aus  (39)  hervorgehende  Differentialformel : 


(45)  .  .  . 


ß« 


ßi 


ßi 


«0  +  ^0 '     «j  +  ^ '     fff  +  ^0 

dßo  dßi  dß^ 


«0  +  ^ '      «t  +  ^0  '      ff|  +  ^0 

1 


WO  -0  = 


4Bo«B,^,(a,-Ao)(A«-Xi) 


Auf  die  Bedeutung  dieses  Differentialausdruckes  werden 
wir  in  einer  späteren  Vorlesung,  die  über  die  Krümmungs- 
curven  der  Oberflächen  im  Allgemeinen  handeln  wird,  wieder 
zurückkommen. 

Wir  führen  zweitens  die  aus  (33)  hervorgehende  Diffe- 
rential-Formel an: 


(46) 


ofo  +  io  «I  +  ^  «f  +  ^ 


dß,' 


1     dBo 


iAn'— 


1     dB^ 


/ZI  2_     ^     ^:?i  ^2  2 

2B„»  dXo  ""®         25.»  dXo      ^         2B,»  dXo      ^ 

+  BJB^  dh  ^^o^^i  +  BjB^  dK  ^^o^^2  y 

von  welcher  wir  in  der  folgenden  Vorlesimg  Gebrauch  machen 
werden. 
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Drittens  machen  wir  auf  die  aus  Gleichung  (I)  hervor- 
gehende DifFerential-Formel  aufmerksam: 

(47)  .  .  dßö'  -f  dß,^  +  dß,''  =  J I  ^i^  +  ^  +  -^V|  ^ 

welche  das  Quadrat  des  Differeutiales  ds  des  Bogens  irgend 
einer  Curve  darstellt,  auf  der  einen  Seite  ausgedrückt  durch 
rechtwinklige,  auf  der  anderen  Seite  durch  elliptische  Coordi- 
naten. 

Setzen  wir,  um  diesen  Differential -Ausdruck  übersicht- 
licher zu  machen: 

A^  =  («ü  +  ^ü)  («1  +  '^o)  («2  +  ^o); 

(48)  ...    —^1^  =  ^"o  +  ^i)  («i  +  ^i)  («2  +  ^i). 

A'^  =  («0  +  ^2)  («1  +  ^2)  («2  +  ^2); 

so  erhalten  wir: 

Hieraus  ergeben  sich  die  Differentiale  (2  Aq  ,  dui,  da^  der 
Längen  der  Erümmungscurven,  welche  auf  den  confocalen 
Ellipsoiden,  den  confocalen  Hyperboloiden  der  ersten,  den 
confocalen  Hyperboloiden  der  zweiten  Art  senkrecht  stehen: 

(50) da.^i     ^^^'' 


da  =  l     ^-P^^'— 

und  aus  dem  letzteren  der  ganze  Umfang  U  der  Krüm- 
mungscurve,  in  welcher  sich  das  £llipsoid  Xq  =  Cq  und 
das  Hyperboloid  A,  =  C^  schneiden,  durch  Integration  und 
Multiplication  mit  4: 

—  «1 

(51) r/  =  2  C^-^h^:-^)yK^l  dk^, 
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wobei  zu  bemerken  ist,  dass  Dur  der  eine  Zweig  der  ErQm- 
mungscurve  in  Betracht  gezogen  worden  ist. 

Wenn  Aj  den  Werth  —  «j  erhält,  so  fallt  das  diesem 
Werthe  entsprechende  Hyperboloid  in  die  ^^^^  Ebene  des 
Coordinatens^stems,  und  die  in  Bede  stehende  Eriimmungs- 
curve  geht  über  in  den  Kegelschnitt,  in  welchem  das  EUipsoid 
von  der  /3q/3j  Ebene  geschnitten  wird.  Deshalb  geht  auch  der 
angegebene  Ausdruck  U  in  diesem  Falle  über  in  den  Aus- 
druck (35)  der  vorhergehenden  Vorlesung,  wenn  man  überdies 
A^j  ==  A  setzt. 

Wenn  man  die  Bogenelemente  cifa,  und  da^  multiplicirt, 
so  erhält  man  das  Flächenelement  dF  des  Ellipsoids  Aq  =  6^: 

(52)  .  .   dF  =  \^^'^-  ^*^  ''^(^^■- ^-Ji^^^iZiiL)  cU,  dL, , 

woraus  durch  doppelte  Integration  und  Multiplication  mit  8 
der  ganze  Flächeninhalt  F  des  Ellipsoides  ^q  =  (\ 
hervorgeht : 

—  Ol  — a-t  _ 

(53)  .  .  F  =  2  /     /  {^x-ht)y{h-h)V[K-hl  ^^^  ^jj^^ 

—  ao  —  «1 

Um  diese  Formel  zu  prüfen,  setzen  wir  Aq  =  — «j?  ^^ 
welchem  Falle  F  den  doppelten  Flächeninhalt  der  Ellipse  (4Ö) 
geben  muss,  deren  einfacher  Flächeninhalt  I  aus  (38)  der 
vorhergehenden  Vorlesung  erhalten  wird ,  wenn  man  A  =  —  cfj 
setzt.  Man  sieht  aber  in  der  That,  dass,  für  A  =  Aqs= — a^, 
wenn  man  die  gleichen  Factoren  des  Zählers  und  Nenners 
in  F  unterdrückt,  wird: 

21  =  F. 

Man  erhält  endlich  das  Körperelement  dE^  wenn  man 
die  Bogenelemente  da^y  da^y  da^  multiplicirt:   - 

(54)  .  .  d JE  =  I .  ^^0  -  ^^^'^^  ~  y  ^^'  ~  ^-«-^  dX^  dk,  dA, , 

woraus  durch  dreifache  Integration  und  Multiplication  mit  8 
der  kubische  Inhalt  E  des  Ellipsoides  ^^  =  0^  her- 
vorgeht: 
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(55)    E=>T   T    Aj?  -  ^■)  ^'l~^^  ^^'  ~  ^'^  dXo  dkt  dli . 

*^  Wq     ^^  C»^    ■*■  (»2 

Direct  findet  man  den  kubischen  Inhalt  E  des  Ellipsoides 
in  folgender  Weise.  Man  beschreibe  um  den  Mittelpunkt  des 
Ellipsoides  mit  der  grossten  Axe  als  Badius  eine  Kugel : 


«0 


Po'         ,         Pi«         ,         P.'       ^  1 
+  Ao    *    «0  +  ^0  ""     «0  +  io 


Der  Vergleich  dieser  Gleichung  mit  der  ersten  Gleichung 
(7)  des  Ellipsoides  lehrt;  dass  jede  auf  der  grossten  Axe  des 
Ellipsoides  senkrecht  stehende  Ebene  das  Ellipsoid  in  einer 
Ellipse  und  die  Kugel  in  einem  Kreise  schneidet;  deren 
Flächeninhalte  sich  verhalten  wie: 


In  demselben  Verhältnisse  stehen  auch  die  körperlichen 
Inhalte  des  Ellipsoides  £  und  der  Kugel  £*.    Man  hat  daher: 

Setzt  man  nun  für  K  den  bekannten  Werth  für  den  Inhalt       ^ 
der  Kugel;  so  hat  man: 

(56)  .  .E  =  i.  /KT^ /(«i  +  ^o)  V{^2  +  ^'^: 

Man   hat   daher    mit  Rücksicht   auf   (55)   die    merkwürdige 
Int^pral-Formel: 

(67)  i^(M^/KTO?/(M='ü«=y  Y  r^-^^*^^  . 


— Oo  -a,  — üf. 


Ein  specieller  Fall  der  elliptischen  BaumcoordinateU;  mit 
deren  Hülfe  wir  die  vorangegangenen  Integralformeln  fanden; 
sind  die  elliptischen  Kugelcoordinaten.  Man  wird  auf 
sie  geführt  durch  die  Annahme;  dass  die  Grössen  Uq,  cr^,  et, 
sich  sämmtlich  der  Grenze  JNull  nähern. 

Diese  Bedingung  drücken  wir  dadurch  aus,  dass  wir  setzen : 

(58) «0  '^  ^^^^    ^t  "^  *^';    ^2  '^  ***" 
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und  annehmen^  dass  der  Factor  s  sich  der  Grenze  Null  nähere, 
während  die  Grossen  a®,  a,  a"  irgend  welche  gegebene  end- 
liche Werthe  behalten.  Da  nun  die  elliptischen  Goordinaten 
^0  7  ^u  ^2  zwischen  den  in  (12)  angegebenen  Grenzen  liegen^ 
so  werden  wir  setzen: 

(  0*7  )        •        •        •        •        •  Aq     S^     A       «  A|      SSS      S  n    m  Aa      ^^     S  n      m 

um  mit  endlichen  Werthen  von  A®,  A',  A"  zu  operiren. 

Die  Grössen  A®,  A',  A"  sind  nun  diejenigen^  welche  wir 
elliptische  Kugelcoordinaten  nennen. 

Die  Relationen  zwischen  den  rechtwinkligen  Coordinaten 
und  den  elliptischen  Kugelcoordinaten  erhalten  wir  durch 
Einsetzen  der  Werthe  (58)  und  (59)  in  die  drei  ersten  Glei- 
chungen (7);  nämlich: 

ßo'      +       ^l'       +       ß^'      =^', 

(60) JSt-^^^v  +  J^-^' 

Was  die  Grenzen  der  elliptischen  Kugelcoordinaten  an- 
betrifft, so  entnehmen  wir  aus  (12),  dass  von  diesen  Coordi- 
naten liegt: 


(61) 


die  grosste    A^  zwischen  oo  und  0; 
die  mittlere  A'  zwischen  —  a"  und  —  a  , 
die  kleinste  A"  zwischen  -r-a    und  — a9, 
vorausgesetzt;  dass:   a®  >  «'>  a\ 


Hiemach  stellt  die  erste  Gleichung  (60)  ein  System  con- 
centrischer  Kugeln  dar,  die  zweite  und  dritte  Gleichung  ein 
System  confocaler  Kegel,  deren  Spitzen  in  dem  gemeinsamen 
Mittelpunkte  der  Kugeln  liegen.  Im  Uebrigen  wiederholt 
sich  an  diesen  drei  Arten  Oberflächen  das,  was  wir  von  den 
drei  Arten  confocaler  Oberflächen  ausgesagt  haben. 

Die  Curven,  in  welchen  die  genannten  Kegel  die  Kugel, 
deren  Radius  j/X^  =  1  ist,  schneiden,  nennen  wir  sphäri- 
sche Kegelschnitte.    Es  sind  dieses  die  Schnittcurven  von 


320  Zweinndzwanzigste  VorleBung. 

beliebigen  Kegeln  zweiter  Ordnung  mit  einer  Kugel,  deren  Ra- 
dius =  1  und  deren  Mittelpunkt  in  der  Spitze  der  Kegel  liegt. 
Das  Bogenelement  da^  des  durch  A"  =  1  und  X  =  C 
bestimmten  sphärischen  Kegelschnittes  wird  demnach;  wenn 
wir,  um  abzukürzen ,  setzen: 

m-\        -  ^'*  =  K  +  ^')  («'  +  A')  («"+  ^') , 

*•     '  '  '  '        A"*=  («0  -j-  A")(a'  +  r)  («' ■+  A"), 
aus  (ÖO)  erhalten  gleich: 

(63) daj  =  ^-^-^--^^dr, 

woraus  man  durch  Integration  und  Multiplication  mit  4  den 
ganzen  Umfang  U'  der  sphärischen  Ellipse  erhält; 
welche  durch  die  Gleichungen  A®  =  1  und  A'=  C  gegeben  ist: 


(64) ^'^^j 


a 

TV' 7^ 


A 


Diese  Gleichung  geht;  wenn  man  A'==  — a"  setzt,  über  in: 


—  a' 


(65) 2ä  =  2  r^ ^-"       ., 

weil  in  diesem  Falle  die  sphärische  Ellipse  ein  grösster  Kugel- 
kreis wird.  Die  Richtigkeit  dieser  Integral-Formel  lässt  sich 
leicht  direct  nachweisen. 

Das  Flächenelement  dF  auf  der  Kugeloberfläche  erhält 
man  aus  (52)  gleich: 


0 


(66) d2^  =  ifc-!Prfrdr, 


AA' 


und  daraus  den  Flächeninhalt  F  der  sphärischen 
Ellipse;  welche  durch  A®  =  1  und  A'^asC"  gegeben  ist, 
durch  Jntegration  und  Multiplication  mit  4;  nämlich: 


—  a       2' 


(67) ^  ^  f    P'^/'^^'^^ 


—  o«  —  a' 
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• 

Dieser  Flächeninhalt  wird  gleich  der  halben  Kugeloberfläche, 
wenn  A'=  —  «'.  Man  hat  daher  die  merkwürdige  Integral- 
Formel  : 


(68)  ......  2ä  =  /'    P-^P  d>:dX 


—  o»  -  o' 


Das  Eorperelement  dK  erhält  man  aus  (54): 
(69) dK=  '^^°5J'-7— ^  dV^dl'dr, 


und  durch  Integration   und  Multiplication  mit  8  den  körper- 
lichen Inhalt  K  der  Eugel  mit  dem  Radius  ^A": 


—  a    -  a 


(70) K  =  ^l^  j     i-^Jr^dk'dr, 


-  i^  -  a 


woraus  ebenfalls  die  Integral-Formel  (68)  hervorgeht,  wenn 
man  für  den  körperlichen  Inhalt  der  Kugel  seinen  bekannten 
Werth  setzt. 

Schliesslich  wollen  wir  noch  eines  Principes  Erwähnung 
thun;  welches  dazu  dient,  gewisse  Doppelintegrale  auf  ein- 
fache Integrale  zurückzuführen.  Dieses  Princip  leiten  wir 
aus  dem  bekannten  Satze  der  sphärischen  Trigonometrie  her, 
dass  jeder  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks,  zu  der  ihm 
entsprechenden  Seite  des  Polardreiecks  addirt,  tc  giebt.  Aus 
diesem  Satze  folgt  immittelbar,  dass  der  Flächeninhalt 
eines  sphärischen  Dreiecks,  zu  demXJmfange  seines 
Polardreiecks  addirt,  27C  giebt. 

In  dieser  Fassung  lässt  sich  der  angegebene  Satz  leicht 
auf  sphärische  Polygone  ausdehnen,  so  wie  auf  ii^end  welche 
geschlossene  Curven  auf  der  Oberfläche  einer  Kugel,  deren 
Radius  =  1  ist.  Wenn  man  nämlich  unter  Polarcurve  einer 
gegebenen  Curve  auf  der  Kugeloberfläche  diejenige  versteht, 
welche  von  dem  grössten  Kreise  berührt  wird,  dessen  Pol  die 
gegebene  Curve  beschreibt,  so  hat  man  als  Erweiterung  des 
angegebenen  Satzes  folgenden: 

HxSBE,  analyt.  üeometrie  d.  Räumet.    3.  Aufl.  21 
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Die  Summe  des  Flächeninhaltes  einer  sphäri- 
schen geschlossenen  Curve  und  des  Umfanges  ihrer 
Polarcurve  ist  gleich  2ä. 

.Da  sich  nun  der  Flächeninhalt  einer  sphärischen  Curve 
als  ein  Doppelintegral  darstellt,  der  Umfang  der  Polarcurve 
aber  als  ein  einfaches  Integral,  so  sieht  man,  wie,  auf  diesen 
Satz  gestützt,  gewisse  Doppelintegrale  auf  einfache  Integrale 
zurückgeführt  werden  können. 

Als  ein  einfaches  Beispiel  solcher  Zurückführungen  bietet 
sich  die  sphärische  Ellipse  dar,  welche  von  dem  Kegel. be- 
grenzt wird: 


deren  Polarellipse  nach  (15)  der  vierzehnten  Vorlesung  von 
dem  Kegel: 

(«"  +  A')  ß,-'  +  («'  +  A')  /J,»  +  («"  +  X')  ^,»  =  0 

begrenzt  wird. 


Dreiundzwanzigste  Vorlesung. 
Kürzeste  Linien  auf  dem  EUipsoid. 


Die  Yariations-Bechnung  lehrt  die  Differentialgleichungen 
der  kürzesten  Linien  auf  Oberflächen  entwickeln  und  er- 
mittelt aus  denselben  durch  geometrische  Interpretation  Eigen- 
schaften dieser  Lijiien.  Unter  diesen  findet  sich  die  charakte- 
ristische Eigenschaft  der  kürzesten  Linien  auf  einer  Ober- 
fläche, dass  die  Schmiegungsebene  der  kürzesten 
Linie  in  jedem  ihrer  Punkte  durch  die,  in  diesem 
Punkte  errichtete  Normale  der  Oberfläche  hin- 
durchgeht. Denn,  wenn  eine  Curve  auf  der  Oberfläche 
diese  Eigenschaft  hat,  so  ist  sje  eine  kürzeste  Linie  auf  der- 
selben. Wir  nehmen  diese  charakteristische  Eigenschaft  der 
kürzesten  Linie  als  Definition  derselben  an,  um  daraus  ihre 
Differentialgleichung  herzuleiten. 
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Es   seien  /3„^   ß^,  ß^   die    Coordinaten   eines    beliebigen 
Punktes^  einer  durch  ihre  Gleichung  gegebenen  Oberfläche: 

(1) M  =  0. 

Es  seien  femer  /Jq  +  ^^o^  ßf^-^ß]}  ßi-^^ßi  ^^^  Coordi- 
naten eines  beliebigen ^  aber  dem  Punkte  p  unendlich  nahen 
Punktes  q  der  Oberfläche.  Da  diese  Coordinaten  auch  der 
Gleichung  (1)  genügen  müssen^  so  hat  man: 

u  +  u^dß^  +  u^dß^  +  Wjd/Sj  +  . . .  =  0 , 

wenn  man^  um  abzukürzen^  setzt: 


du  du  du 

dßo-**0'  dß\-""  dß] 


/t»x  au  au  au  

W  •  •  •  •     AR  —  **o>        rift.  —  ^'i  y        Äfit   —  ^h- 


Wenn  man  die  Gleichung  (1)  von  der  darauf  folgenden 
abzieht  und  die  höheren  Potenzen  der  unendlich  kleinen 
Grössen  dß^^  dßyj  dß2  gegen  die  niederen  vernachlässigt;  so 
erhält  man  die  Gleichung  einer  durch  den  Punkt  i)  gehenden 
Ebene : 

(3) w.„rf/Jo  +  w,rf/5,  +  u^dß.^  =  0, 

bezogen  auf  ein,  dem  zum  Grunde  gelegten  Coordinatensysteme 
paralleles  Coordinatensystem^  dessen  Anfangspunkt  in  dem 
Punkte  j9  liegt;  indem  die  unendlich  kleinen  Grössen  dßQ^  dß^y 
dß^  die  Coordinaten  des  Punktes  q  in  diesem  Sinne  vorstellen. 
Es  beweiset  dieses ;  dass  der^  dem  Punkte  jp  unendlich 
nahe  Punkt  q  bei  seiner  Bewegung  auf  der  Oberfläche  einen 
Theil  der  Ebene  (3)  beschreibt,  der  Tangentenebene  der 
Oberfläche  in  dem  Punkte jp.  Die  Normale  der  Ober- 
fläche, das  ist  die  Normale  der  Tangentenebene  in  dem 
Berührungspunkte;  bildet  demnach  mit  den  Coordinatenaxen 
Winkel,  deren  Cosinus  sich  verhalten  wie: 

Schmiegungsebene    einer    Curve    im    Räume   in 

einem  gegebenen  Punkte  p  der  Curve  wird  diejenige  Ebene 

genannt;  welche  durch  den  gegebenen  Punkt  und  durch  zwei 

andere  Punkte  der  Curve  geht;  die  dem  gegebenen  unendlich 

nahe  liegen. 

21* 
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Um  die  Gleichung  der  Sehmiegnngsebene  in  symmetrischer 
Form  zu  erhalten;  werden  wir  annehmen,  dass  die  Coordinaten: 

ßo^     ßn     ß'i 

eines  beliebigen  Punktes  p  auf  der  gegebenen  Curve  als 
Functionen  der  einen  unabhängigen  Variabeln  t  gegeben  seien. 
Aus  denselben  erhält  man  die  Coordinaten  des ;  dem  Punkte  p 
unendlich  nahen  Punktes  q  der  Curve ,  indem  man  für  t  setzt 
t  +  dt: 

ßo  +  ß.'dt,    ß,  +  ß;dt,    ß,  +  ß.;dt, 

wo  ß^,  /?/,  ß2  die  DifiFerentialquotienten  der  Coordinaten  nach 
der  unabhängigen  Variabein  t  bedeuten.  Setzt  man  in  diesen 
Ausdrücken  für  t  wieder  t  4-  dt,  so  erhält  man  die  Coordi- 
naten eines  dritten ,  unendlich  nahen  Punktes  r  der  Curve: 

ß,+2ß,'dt+ß,'w,  ß,+2ß;dt+ßCdt\  ß,+2ß.:dt+ßidt^. 

Diese  Coordinaten  beziehen  sich  auf  das  ursprüngliche 
Coordinatensystem.  Verlegt  man  jedoch  den  Anfangspunkt 
in  den  Punkt  j),  so  werden  die  Coordinaten  des  ersten  Punktes 
sämmtlich  0,  und  die  Coordinaten  der  beiden  anderen  Punkte 
q  und  r  werden: 

ßodt,  ß{dt,  ßidty 

2ßodt  +  ß,''dt\    2ß{dt  +  ß;'dt''y    2ß^dt-\'ß^'dtK 

Sind  nun: 

X,    Y,    Z 

die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  s,  rücksichtlich  des 
letzteren  Coordinatensystemes,  so  erhält  man  die  Bedingung, 
dass  die  vier  Punkte 2>,  q,r,  s  m  einer  und  derselben  Ebene 
liegen,  wenn  man  die  aus  den  angegebenen  9  Coordinaten 
gebildete  Determinante  gleich  0  setzt.  Es  ist  dieses  die 
Gleichung  der  Schmiegungsebene,  welcher  man  nach  Satz 
(29)  und  (30)  der  siebenten  -Vorlesung  und  mit  Weglassung 
des  Factors  dfi  folgende  Gestalt  geben  kann: 


(4) 


Ai'.  ß\')  ßi 

0  ff  n   f  /%   n 

Po  >  Pi  }  Pu 

X,  T,  Z 


=  0 
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Nimmt  man  nun  an^  dass  die  Curve  auf  der  Oberfläche 
(1)  n  =^0  liege,  so  erhält  man  aus  der  letzten  Gleichung  die 
BedingungsgleichuDg,  welche  für  jeden  Punkt  p  der  Curve 
erfüllt  werden  muss,  wenn  die  Normale  der  Oberfläche  in  der 
Schmiegungsebene  der  Curve  liegen  soll: 


ß,:, 

|8.'. 

ß.' 

ß.". 

ß,", 

ß." 

«0» 

«,, 

»I  ! 

(5) ß,",  ßr.  ßz    =0 


Es  ist  dieses  die  Differentialgleichung  der  oben  definirten 
kürzesten  Linie  der  Oberfläche,  welche  in  der  Zusammen- 
stellung mit  der  Gleichuug  w  =  0  der  Oberfläche  die  kürzeste 
Linie  derselben  analytisch  ausdrückt.  Vollständig  entwickelt 
hat  sie  die  Form: 

(6)  (u,^a"-«,^,")/3;+(«,^o"-  ««/52")^,'+("o/5,"-  «,^«";/j;=  0. 

Da  die  kürzeste  Linie  ganz  auf  der  Oberfläche  u  =  Q 
liegt,  so  muss  diese  letzte  Gleichung,  wenn  man  die  Werthe 
der  Coordinaten  jSg,  ^, ,  ß^,  ausgedrückt  als  Functionen  der 
unabhängigen  Yariabeln  t,  einsetzt,  unabhängig  von  den 
besonderen  Werthen  von  t  erfüllt  werden.  Die  Gleichung 
u  =  0  muss  dadurch,  eine  identische  Gleichung  in  t  werden. 
Durch  einmalige  und  zweimalige  Difi^rentiation  erhält  man 
daher  wieder  identische  Gleichungen: 

(7)  .    t*o/5o'+Wi/5,'+i*2^2'  =  0, 

(8) .  </?;+  u;ß;+  <^2'+ «^0/*«"+  ^i ß\'+  ^iß^  =  ^ 7 

welche  man  dazu  benutzen  kann,  die  Differentialgleichung  (6) 
der  kürzesten  Linie  der  Oberfläche  umzuformen  und  zur 
Integration  geschickt  zu  machen. 

Bestimmen  wir  zu  diesem  Zwecke  die  Verhältnisse  von 
Am  ßi}  ß2  ^^®^  vielmehr  diese,  mit  einem  unbestimmten 
Factor  (i  multiplicirten  Grössen  selbst  aus  den  Gleichungen 
(6)  und  (7),  so  erhalten  wir  für  die  erste  dieser  Grössen: 

^ßo  =  «2(^2/^0"  -  ^oßn  —  Wi(tio/5,"—  1*1 /Jo") 
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und  mit  Rücksicht  auf  (8): 

Wir  haben  daher: 

f*/5.'  =  ^."(«»'  +  «i'  +  V)  +  «,(««'/'o'  +  «.'^.'+  «2^'), 

Der  Factor  ^  in  diesen  Gleichungen  lässt  sich  auf  doppelte 
Weise  symmetrisch  ausdrücken.  Denn  multiplicirt  man  diese 
Gleichungen  respective  mit  ß^^  ß^\  ß^  ^^^  addirt^  so  erhält 
man  den  gesuchten  Factor  in  der  einen  Ausdrucksweise: 

Multiplicirt  man   dagegen   dieselben  Gleichungen   respective 
mit  Uq^  Uly  u^  und  addirt^  so  erhält  man: 

«  =  -_o_X_J  _r^^^/  voMi    __1^,-J — \r3-L  J_  (u  u^.  +M,  tf,  +u^u^ ) . 
f^  U^ß^+Uxßi+IHßt  I     \    0    0    1       J     1^     2     2/ 

Zieht  man  den  ersten  angegebenen  Werth  von  ft  von 
dem  letzten  ab  und  dividirt  durch  Wq^  +  Wj^  +  Wj^,  so  erhält 
man  folgende  Form  der  Differentialgleichung  der  kürzesten 
Linie  auf  der  gegebenen  Oberfläche  w  =  0: 

/qx  <ßo+^(ßr+'^ßt     I  i^<+ti,u/+«,<       ß^ßo'+ß^ßC+ßtßt'  _  o 

^^  ^rft)^t*i'pi'+%'p.:  "^  v+v+v.«        ß^'+ß{'+w  ~  ' 

Auf  diese  Form  der  Differentialgleichung  (5)  der  kürzesten 
Linie  auf  der  Oberfläche  u  =  0  kommt  man  unmittelbar,  wenn 
man  jene  in  Determinanten-Form  gegebene  Gleichung  (5) 
multiplicirt  mit  der  Determinante: 


«0» 

«1» 

«j 

ßo> 

ßn 

/»•; 

<, 

«i', 

< 

welche,  gleich  0  gesetzt,  [wie  wir  in  einer  späteren  Vorlesung 
über  die  Erümmungscurven  der  Oberflächen  nachweisen  wer- 
den] die  Krümmungscurven  der  Oberfläche  u  =  0  ausdrückt, 
und  ^enn  man  hierauf  dividirt  durch  das  Product: 


Kürzeste  Linien  auf  dem  Ellipsoid.  327 

ißo'  +  ß^^  +  ß,')  {<'  +  «.*  +  «j')  («oA'+  <ßi'+  »,%')  *)• 

Von  den  drei  Brüchen,  aus  welchen  die  Gleichung  (9) 
zusammengesetzt  ist,  sind  die  beiden  letzten  die  vollständigen 
Differentialquotienten  der  Ausdrücke: 

i  log  (m«^  +  «,*  +  V) , 
iIog(|8,'H^,'*+/J2'*). 

Aber  auch  der  erste  Bruch  wird  ein  vollständiger  DiflFe- 
rentialquotient  des  Ausdruckes: 

wenn  man  voraussetzt,  dass: 

(10)'.     «oA"  +  M,'/J,"+  U,'ß,"  =  <A'  +  « l"ßi  +  «2%'  • 

Unter  dieser  Voraussetzung  hat  man  das  erste  Integral 
der  Differentialgleichung  (9)  mit  der  willkürlichen  Constante  c: 

/ ,  n       (u.« + «,'  +  V) (Kß«  +  '*:ß.'+  <ßt)  ir  —  n 
^"-'  •    — ßJ* + ß.-» + ßV* +  C-0. 

*)  Die  unmittelbare  Ableitung  der  Gleichung  (9)  aus  der  Gleichung 
(5)  ist  einer  Mittheilung  des  Dr.  Geh  ring  entnommen.  Derselbe  suchte 
den  Factor  auf,  mit  dem  die  Gleichung  (6)  zu  multipliciren  sei,  um 
sie  auf  die  Form  (9)  zurückzuführen.  Die  angegebene,  geometrische 
Bedeutung  des  gleich  0  gesetzten  Factors  ergab  sich  dann  von  selbst. 
Man  kann  demnach  kurz  sagen: 

„unter  der  Voraussetzung  von  Oberflächen  zweiter  Ordnung  ist 
,,die  Differentialgleichung  der  Erümmungscurve  der  integrirende 
„Factor  der  Differentialgleichung  der  kürzesten  Linie. 

Es  ist  dieser  Gehring^sche  Satz  nichts  anderes,  als  eine  Con- 
centration  der  algebraischen  Operationen ,  welche  wir  ausgeführt  haben, 
um  die  Differentialgleichung  (5)  in  die  Form  (9)  zu  bringen  und  sie 
dadurch  für  die,  in  (11)  vollführte  Integration  geschickt  zu  macheji. 

Man  wird  kaum  Bedenken  haben,  die  Gleichung  (11)  als  ein  erstes 
Integral  der  Differentialgleichung  (6)  der  kürzesten  Linie  auf  der  Ober- 
fläche u  -"  0  der  zweiten  Ordnung  zu  erklären.  Und  doch  kann  man 
daran  zweifeln. 

Da  nämlich  die  Gleichung  (9)  das  Froduct  ist  zweier  Differential- 
gleichungen, der  Erümmungscurve  und  der  kürzesten  Linie,  so  drückt 
dieselbe  Eigenschaften  aus,  sowohl  der  einen,  als  der  anderen  Curve. 
Ihr  Integral  (11)  könnte  eben  so  gut  der  einen,  wie  der  anderen  Curve 
angehören. 
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Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  die  Bedingungsgleichung 
(10)  erfüllt  wird,  wenn  die  gegebene  Oberfläche  u  =  0  von 
der  zweiten  Ordnung  ist.  Nehmen  wir  daher  an,  die  gegebene 
Oberfläche  sei  das  Ellipsoid: 

so    erhalten   wir    aus   (11)  die    erste   Integralgleichung   der 
kürzesten  Linie  auf  demselben: 

f      ßol , §,'__     ,        ßt*     \  (  dß,*     ■     dp,'     ,     dp,'  \ 

i(«o + io ' "''  («. + lo)*  '^  \«t + h)*i  \«o+ i«  "^ «, + i,  f  «f, + 1«  r 

oder  mit  Berücksichtigung  der  ersten  Formel  (25)  der  vorher- 
gehenden Vorlesung  und  nach  Multiplication  mit  Bq"^: 

(»•^)t'i^;,+„3i.+iÄi„)+''^ow.'+<^^,^+«=o. 

Dass  dieses  Integral  (11)  der  Krümm ang^carve  nicht  angehören 
kann,  möchte  man  vielleicht  daraus  schliessen,  dass  das  Integral  der 
Differentialgleichung  (11),  der  Krümmungscurve  angehörig,  dann  zwei 
willkürliche  Constanten  enthielte.  Aber  dieser  Schluss  scheint  unsicher, 
weil  man  der  wirklichen  Integralgleichung  der  Krümmungscurve  mit 
ihrer  willkürlichen  Constante  immer  noch  eine  zweite  willkürliche 
Constante  etwa  dadurch  beigeben  kann,  da(>s  man  die  Gleichung  der 
Oberfläche  mit  einer  willkürlichen  Constante  multiplicirt  und  zur 
Integralgleichung  addirt.  Wenn  man  an  Stelle  der  ebengenannten» 
willkürlichen  Constante  eine  willkürliche- Function  der  Variabeln  nehmen 
wollte ,  so  würde  die  Zahl  der  willkürlichen  Constanten  in  der  Integral- 
gleichung sogar  unbegrenzt  sein. 

Es  schwindet  aber  jedes  Bedenken,  wenn  man  durch  Einführung 
der  elliptischen  Coordinaten  die  Differentialgleichung  (11)  transformirt 
in  (15)  und  die  Differentialgleichung  der  Krümmungscurve  auf  Grund 
TOn  (45)  der  zweiundzwanzigsten  Vorlesung,  da  Xq  eine  Constante  ist, 
in  die  Gleichung  dlidXf*^0  umwandelt,  wovon  ausf[ihrlicher  in  der 
spSLtercn  Vorlesung  über  die  Krümm ungscurven  die  Rede  sein  wird. 

In  dieser  Form  sieht  man  es  zu  deutlich,  dass  die,  in  (15)  trans- 
formirte  Gleichung  (11)  und  die  transformirte  Gleichung  der  Krüm- 
mungscurven  dX^dlf^^O  von  einander  verschieden  sind.  Es  gehört 
darum  das  Integral  (11)  nicht  der  Krümmungscurve  zu,  sondern  der 
kürzesten  Linie  auf  der  Oberfläche  zweiter  Ordnung. 

[Die  unmittelbare  Ableitung  der  Gleichung  (9)  aus  der  Gleichung  (5) 
hat  auch  schon  Joachimsthal  in  Crelle^s  Journal  für  Mathematik, 
26.  Band,  p.  161,  gegeben.    G.] 


Kürzeste  Linien  auf  dem  Ellipsoid.  329 

Diese  Differentialgleichung  muss  mit  Zuziehung  der  Glei- 
chung (12)  des  gegebenen  Ellipsoides  nochmals  integrirt  wer- 
den^ wenn  man  die  Oberfläche  erhalten  will^  welche  das 
gegebene  Ellipsoid  in  der  kürzesten  Linie  auf  demselben 
schneidet.  Doch  bevor  wir  diese  letzte  Integration  unter- 
nehmen, wollen  wir  eine  geometrische  Interpretation  der 
vorliegenden  Differentialgleichung  (13)  vorangehen  lassen. 

Die  Differentialgleichung  (13)  von  der  ersten  Ordnung, 
aber  vom  zweiten  Grade,  weil  in  ihr  die  Differentiale  der 
Variabein  in  der  zweiten  Potenz  vorkommen,  stellt  bei  unver- 
änderlichem Werthe  der  Constante  c  nicht  ein.e,  sondern  zwei 
verschiedene  kürzeste  Linien  dar,  welche  von  dem,  durch  die 
Coordinaten  /Sq,  /), ,  /Sj  bestimmten  Punkte  p  des  Ellipsoides 
(12)  ausgehen.  Sie  stellt,  wenn  man  die  Differentiale  dß^, 
dßyy  dß^  als  variable,  rechtwinklige  Coordinaten  betrachtet, 
einen  Kegel  zweiter  Ordnung  dar  mit  der  Spitze  j).  Die  Schnitt- 
linien der  Tangentenebene  des  Ellipsoides  (12)  in  dem  Punkte 
2)  und  des  Kegels  sind  die  Tangenten  der  beiden  von  dem 
Punkte  p  ausgehenden,  kürzesten  Linien  auf  dem  Ellipsoid. 

Um  auf  die  Natur  dieser  beiden  Tangenten  näher  einzu- 
gehen, transformiren  wir  die  Gleichung  des  genannten  Kegels, 
welche  sich,  wenn  wir  für  rf/Jp,  dß^,  dß.^  respective  setzen 
Xy  y,  Zy  also  darstellt: 

durch  die  Substitutionen  (4)  der  vorhergehenden  Vorlesung 
auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensjstem ,  von  welchem  zwei 
Axen  in  dem  Punkte  p  Tangenten  sind  der,  von  diesem  Ptinkte 
ausgehenden  Krümmungscurven  des  Ellipsoides. 

Diese  Transformation  der  beiden  Theile  der  Kegelgleichung, 
aus  welchen  sie  besteht,  findet  man  bereits  durchgeführt  in 
(33)  und  (1)  der  vorhergehenden  Vorlesung.  Setzt  man  in  der 
so  transformirten  Gleichung  des  Kegels  X  =  0,  um  die  Glei- 
chung der  Schnittlinien  des  Kegels  und  der  Tangentenebene 
des  Ellipsoides  in  dem  Punkte jp  zu  erhalten,  so  ergiebt  sich: 

-iM^'-kw.^'  +  '^'^'^^''+^'^-'' 

als  Gleichung  der  beiden  Tangenten  der  kürzesten  Linien  in 
dem  Punkte  p  auf  dem  Ellipsoid. 
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Aus  der  Form  dieser  Gleichung^  in  welcher  nur  die 
Quadrate  der  Variabein  yorkommen;  ist  ersichtlich,  dass  die 
neuen  Coordinatenaxen  die  von  den  beiden  Tangenten  ge- 
bildeten Winkel  halbiren.     Deshalb  hat  man  den  Satz: 

Die  in  einem  gegebenen  Punkte  des  Ellipsoides 
sich  senkrecht  schneidenden,  beiden  Erümmungs- 
curyen  des  Ellipsoides  halbiren  die  Winkel,  welche 
die  durch  denselben  Punkt  gehenden,  beiden  kür- 
zesten Linien  bilden,  die  demselben  Werthe  der 
Gonstante  c  der  ersten  Integration  entsprechen. 

Es  bleibt  noch  übrig,  die  beiden  von  dem  Punkte  p 
ausgehenden,  kürzesten  Linien  des  Ellipsoides  geometrisch 
zu  definiren,  welche  demselben  Werthe  der  Gonstante  c  der 
ersten  Integration  entsprechen.  Zu  diesem  Zwecke,  und  um 
zugleich  die  letzte  Integration  der  Differentialgleichung  (13) 
der  kürzesten  Linie  vorzubereiten,  transformiren  wir  dieselbe 
in  elliptische  Goordinaten  durch  die  Formeln  (46)  und  (47) 
der  vorhergehenden  Vorlesung,  welche  in  dem  vorliegenden 
Falle,  wo  Xq  eine  gegebene  Grösse,  also  c^Aq  <=  0  ist,  die 
einfache  Gestalt«  annehmen : 

«0+^0  "^  «1  +  ^0  "•    ft+^0        4^,«  ■  lo  —  h  "^  4-ß«*  *  io-^t' 

wenn  wir  berücksichtiiren,  dass:  ~^r-^  =  -, — V  und  q,  *  ■=  ^ — —  • 

Durch  diese  Transformation  geht  die  Differentialgleichung 
(13),  wenn  wir  femer  berücksichtigen,  dass  nach  (48)  und 
(10)  der  vorhergehenden  Vorlesung  ist: 

^o^  =  Bo'(Ao-A,)(A,-A,), 

A'  =  -Ö2'  (^1  -  ^2)  (^0  -  ^2). 

und  der  Kürze  wegen  die  neue  Gonstante  y  einführen  durch 
die  Gleichung: 

(14) A,  +  c^o'  =  y, 
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über  in: 


/ 1  r \  *o  —  *f    "  ^1     ^11  —  *t  ^* »    ___  A 

^    ^ ^1  —  y   ^i'       y  -  ^1   ^t*  "^     ' 

Zerlegt  man  diese  Differentialgleichung  in  ihre  beiden 
linearen  Factoren,  so  erhält  man  die,  derselben  Constante  c 
(wofür  man  auch  die  Constante  y  nehmen  kann)  der  ersten 
Integration  entsprechenden  Differentialgleichungen  der^  von 
demselben  Punkte  des  Ellipsoides  ausgehenden,  kürzesten 
Linien  auf  demselben: 


(16)         y(^~^^^)'^'    yiv-'ii)'^^ 

y(Xo-li)dXi    .    Väo-^)dXt  ^Q 

y{i7^~Y)  ^«     y(Y~^^f)  ^» 

Da  in  diesen  Gleichungen  die  Variabein  nur  gesondert 
vorkommen,  so  kann  man  die  Gleichungen  integriren  und 
erhält  dadurch  die  von  Jacobi  gefundenen  Gleichungen  der 
Oberflächen  selbst,  welche  das  gegebene  Ellipsoid  (12)  in  den 
besprochenen,  kürzesten  Linien  schneiden: 


(17) 


Diese  beiden  kürzesten  Linien  auf  dem  Ellipsoid  werden 
sich  nun  in  einem  Punkte  p  des  Ellipsoides  schneiden.  Der 
Schnittpunkt  p  kann  auf  dem  EUipsoid  beliebig  gewählt 
werden,  weil  in  jedem  Punkte  p  gewisse  Werthe  der  willkür- 
lichen üonstanten  c^  und  c^  entsprechen,  wie  umgekehrt. 

Nehmen  wir  nun  an ,  dass  der  willkürlichen  Constante  y 
der  ersten  Integration  ein  bestimmter  Werth  zuertheilt  sei,  so 
schneidet  jede  der  beiden  angegebenen,  kürzesten  Linien  (17), 
welche  von  einem  durch  die  Constanten  c^  und  c^  bestimmten 
Punkte  j)  des  Ellipsoides  ausgehen,  die  durch  die  Gleichung: 


(18) k 


\ 
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gegebene  ErümmungscuiVe  >    und    zwar    die    erste  in  einem 
Punkte  gj,  die  andere  in  einem  Punkte  gj« 

Es  wird  sich  sogleich  zeigen,  dass  diese  Punkte  nicht 
wirkliche  Schnittpunkte,  sondern  Berührungspunkte  der  ge- 
nannten Gurren  sind. 

Die  elliptischen  Coordinaten  des  ersten  Schnittpunktes 
gj  sind  Aq,  k^  =  y,  A^,  von  welchen  die  letztere  Goordinate 
X2  i^  der  ersten  Gleichung  (17)  dadurch  bestimmt  ist^  dass 
nach  vollführter  Integration  X^  den  Werth  y  annimmt.  Der 
dem  Punkte  q^  unendlich  nahe  Punkt  der  kürzesten  Linie 
hat  die  Goordinaten  Aq,  y  +  rfA,,  Aj  +  <^^2  ^^^  zwischen 
äA|  und  {2^2  besteht  die  erste  Gleichung  (16).  Diese  Gleichung 
giebt  für  A,  =  y  den  entsprechenden  Werth  von  rfAj  =  0  für 
die  kürzeste  Linie,  und  die  Gleichung  (18)  dk^  =0  für  die 
Erüm'mungscurve.  Deshalb  berührt  die  kürzeste  Linie  in 
dem  Punkte  q^  die  Krümmungscurve  (18). 

Ebenso  berührt  die  zweite  kürzeste  Linie  (17)  dieselbe 
Krümmungscurve  (18)  in  dem  Punkte  g^?  ^^  welchem  sie  die 
genannte  Curve  trifft. 

Hiernach  stellt  die  Differentialgleichung  (13)  zwei  kür- 
zeste Linien  auf  dem  Ellipsoid  dar,  welche  eine  und  dieselbe 
Krümmungscurve  des  EUipsoides  berühren,  und  der  oben  an- 
gegebene  Satz  lässt  sich  rein  geometrisch  also  wiedergeben: 

Die  in  einem  gegebenen  Punkte  des  EUipsoides 
sich  senkrecht  schneidenden  Krümmungscurven 
desselben  halbiren  in  diesem  Punkte  die«  von  den 
beiden  durch  ihn  gehenden,  kürzesten  Linien, 
welche  irgend  eine  Krümmungscurve  des  EUipsoi- 
des  berühren,  gebildeten  Winkel. 

Wir  thun  UQch  des  Falles  Erwähnung,  wo  die  ultraellipti- 
schen Differentiale  in  den  Differentialgleichungen  (16)  der 
kürzesten  Linien  auf  dem  Ellipsoid  auf  elliptische  Differentiale 
zurückkommen.  Es  ist  dieses  der  Fall ,  wenn  die  willkürliche 
Gonstante  c  der  Integration  den  Werth  0  und  deshalb  nach 
(14)  die  Gonstante  y  den  Werth  Aq  hat.  Hierdurch  reduciren 
sich  die  Differentialgleichungen  (16)  auf: 
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A,    y    '  A,  —''> 

und  die  Differentialgleichung  (13)  der  kürzesten  Linie ;  woraus 
diese  Gleichungen  durch  Uebertragung  in  elliptische  Coordi- 
naten  hervorgegangen  sind^  auf: 


«ü  +  ^0      '      «1  +  ^0  «J  +  ^0 

Es    ist    dieses    offenbar    die  Differentialgleichung    einer 
speciellen  Art  der  kürzesten  Linien  auf  dem  EUipsoid : 


«0  +  ^0  ''l  4"  ^0  "f»  +  ^0 

Wir  behaupten,  dass  sie  die  Differentialgleichung  sei  der 
geraden  Linien  auf  dem  Ellipsöid.  Wir  werden  diese  Be- 
hauptung dadurch  rechtfertigen ;  dass  wir  nachweisen,  wie  die 
Gleichung  jeder  geraden  Linie  auf  dem  EUipsoid  der  letzten 
Differentialgleichung  genügt. 

Zu  diesem  Zwecke  drücken  wir  die  Coordinaten  ßQ,  ßi,  ß^ 
eines  beliebigen  Punktes  auf  einer  geraden  Linie,  nach  der 
Vorschrift  von  (7)  der  sechsten  Vorlesung  durch  eine  unab- 
hängige Variable  r  aus,  wie  folgt: 

ß\=Pi+ax'f, 
ß-=P2  +  Qir' 

Soll  nun  diese,  durch  die  6  Constanten  jp,„  jpj,  p.^,  qQ,  g„  q^ 
bestimmte,  gerade  Linie  auf  dem  EUipsoid  liegen,  so  muss, 
wenn  man  die  Werthe  der  Coordinaten  von  /J^,  ß^y  ß^  in  die 
Gleichung  des  Ellipsoides  einsetzt,  diese  Gleichung  unab- 
hängig von  dem  Werthe  von  r  erfüllt  werden.  Hieraus  gehen 
folgende  drei  Bedingungen  hervor: 

_.-?/_  +  _J'i*_.  +  __??!_  —1=0 

«0  +  ^0      '       ffj  +  ^0  »2  +  ^0  ' 

p^^qo     I     P\qx     I    p%^i 


«ü  +  ^ü      ""    «1  +  ^0  «2  +  ^0  ' 

g.' 1  gl'  1      _     g«'_  ^  0 

«Q  +  ^ü  «I  +  ^ü  «I  +  ^0 
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Wenn  diese  Bedingungsgleichungen  erfüllt  werden,  so 
liegt  die  gerade  Linie  auf  dem  Ellipsoid.  Da  dieselben  aber 
nicht  alle  6  Constanten  bestimmen  ^  so  hat  man  unendlich 
viele  gerade  Linien  auf  dem  Ellipsoid.  FQr  jede  derselben 
hat  man  die  Differentiale  der  Coordinaten: 

äßo  =  Qo^^7     ^^ßi'^Qtdr,     dß.,  =  q.,dr, 

welche  auf  Grund  der  zuletzt  angegebenen  Gleichung,  in  die 
Differentialgleichung  der  kürzesten  Linie  gesetzt ,  dieser  Glei- 
chung genügen. 

Das  Ellipsoid  enthält  nur  imaginäre  gerade  Linien  auf 
seiner  Oberfläche ,  was  die  dritte  der  angegebenen  Bedingungs- 
gleichungen beweiset.  Denn  man  kann  keine  reellen  Werthe 
von  Qq,  g,,  $2  fluden^  welche  dieser  Gleichung  genügen. 
Ebenso  kann  man  keine  reellen  Werthe  von  d/J^,  dß^,  dß^ 
angeben ;  welche  der  Differentialgleichung  der  geraden  Linie 
auf  dem  Ellipsoid  genügen.  Offen  zu  Tage  tritt  das  Imagi- 
näre in  den  beiden  ersten,  durch  elliptische  Differentiale  aus- 
gedrückten Gleichungen  der  geraden  Linien  auf  dem  Ellipsoid. 

Obgleich  diese  Gleichungen  keine  eigentliche,  geometrische 
Interpretation  gestatten,  so  haben  wir  doch  hier  auf  sie  auf- 
merksam machen  wollen,  weil  die  gleiche  Untersuchung  der 
kürzesten  Linien  auf  dem  Hyperboloid  mit  einer  Mantelfläche 
auf  ähnliche,  aber  reelle  Differentialgleichungen  der  geraden 
Linien  auf  dieser  Oberfläche  zurückführt. 

Um  die  Länge  s  der  kürzesten  Linien  auf  dem  Ellipsoid 
auszudrücken,  gehen  wir  zurück  auf  die  Formel  (49)  der  vor- 
hergehenden Vorlesung,  welche,  wenn  man  den  Werth  von  P 
aus  (48)  einsetzt  und  bemerkt,  dass  in  dem  vorliegenden  Falle 
c2A(,  =  0  ist,  die  Gestalt  erhält: 

ds-^  =  '-'^'  {{X,  -  A,)  ^jf  +  (i,  -  X,)  ^J*}  . 

Setzt  man  in  dieselbe  den  Werth  von  dk^  ö<us  einer  der 
Gleichungen  (16)  ein,  so  erhält  man  durch  Ausziehen  der 
Quadratwurzel: 

ds  =  (A, -A,)^(43fj^ 
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Benutzt  man  aber  die  Gleichungen  (16),  um  die  Variabein 
zu  sondern,  so  erhält  man  ds^  fQr  die  eine  kürzeste  Linie 
und  ^^2  für  die  andere  kürzeste  Linie  in  der  von  Jaeobi 
angegebenen  Form: 

(19)  __    _  „         

äs,  =  Viy  -  4)  1/(1,  -A,)  .^j-|  -  /(A,  -  y)  /(A„  -l,)^^[- 

Die  Länge  s,  der  ersten  kürzesten  Linie  wollen  wir 
rechnen  von  dem  Berührungspunkte  derselben  mit  der  Krüra- 
mungscurve  (18),  welcher  die  elliptischen  Coordinaten  habe 
A,  =  7/  und  A.^  =  A./,  bis  zu  dem  Schnittpunkte  p  mit  der 
zweiten  kürzesten  Linie,  welcher  die  elliptischen  Coordinaten 
habe  A,  und  Aj.  Die  Länge  Sj  ^^^  zweiten  kürzesten  Linie 
rechnen  wir  von  dem  zuletzt  genannten  Schnittpunkte  p  bis 
zum  Berührungspunkte  mit  der  Krümmungscurve  (18),  welcher 
die  elliptischen  Coordinaten  A,  =  y  und  Aj  =  A^"  habe.  Als- 
dann erhalten  wir  durch  Integration  von  (19): 

^ ^ 

^,  =fV{r  -  A,)  K^(A,  -  a7)  ^j^  +J  y  (a;^-7)  /(  V^^  g , 

m'\._        __  '  \^ ' 

s,  =  A/(y-^2)m  - A,)g  -  /V(A,-y)^fA,- A,)g, 
und  durch  Addition  dieser  beiden  Gleichungen: 

(21)  —  s,  +  s,=jy(j^\)yix~-^x^l^ 


+2jm-y)Kao-^r)LV 


Diese  Summe  wollen  wir  in  Verbindung  bringen  mit  der 
Länge  des  von  den  beiden  Tangirungspunkten  begrenzten 
Bogens  der  Krümmungscurve  (18).  Das  Differentiale  dieses 
Bogens  s  erhalten  wir  aus  der  letzten  Gleichung  (50)  der 
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vorhergehenden  Vorlesung,  wenn  wir  setzen  s  für  a2  und  y 
für  A],  nämlich: 

ds = viT^)  v(j;^~Q  1^ , 

woraus  durch  Integration  zwischen  den  angegebenen  Grenzen 
hervorgeht: 

X  " 

(22) s  =  /  V(r=^  ^(^;;^X)  .rj-' • 

Ziehen  wir  diese  Gleichung  von  (21)  ab,  so  erhalten  wir: 

i, 

(23)  .  .  s,  +  s,  -  s  =  2  J  r (X,  -  y)  ^(A,  -  A.)  :JA| . 

y 

Dieser  Ausdruck  von  «i  +  Sj  —  s  ist  unabhängig  von  der 
elliptischen  Coordinate  Aj  des  Punktes  |},  in  welchem  sich  die 
betrachteten  kürzesten  Linien  auf  dem  EUipsoid  schneiden. 
Er  bleibt  ungeändert  für  alle  Werthe  dieser  Coordinate^  wenn 
nur  die  andere  elliptische  Coordinate  einen  bestimmten,  un- 
veränderlichen Werth  Cj  hat.  Es  beschreibt  daher  der  Punkt 
p  die  Krümmungscurve: 

A|  ==  (7, , 

wenn  der  Ausdruck  Sj  +  Sj  —  s  ungeändert  bleibt. 

Dem  hierdurch  bewiesenen  Satze  von  M.  Roberts  kann 
man,  wenn  man  die  Eigenschaft  der  auf  Oberflächen  ge- 
spannten Fäden  voraussetzt,  dass  sie  sich  in  den  kürzesten 
Linien  der  Oberflächen  krümmen,  folgenden  Ausdruck  geben: 

Wenn  man  um  eine  Krümmungscurve  eines  ge- 
gebenen Ellipsoides  einen  geschlossenen  Faden 
schlingt  und  diesen  Faden  durch  einen  Stift  auf 
dem  Ellipsoide  spannt,  so  beschreibt  der  Stift  bei 
seiner  Bewegung  eine  zweite  Krümmungscurve  des 
Ellipsoides  von  derselben  Art. 

Wir  wollen  noch  bemerken,  dass,  im  Falle  die  Krüm- 
mungscurve A,  =  Ti,  auf  welcher  der  sich  bewegende  Punkt  p 
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liegt,  der  Krümmuugscurve  A,  =  7  unendlich  nahe  ist,  das 
zweite  Integral  im  Ausdrucke (21)  wegen  des  Factors  Vi^i—y) 
unter  dem  Integralzeichen  gegen  das  erste  unendlich  klein 
wird,  und  dass  im  Grenzfalle,  wenn  beide  Erümmungscurven 
zusammenfallen,  die  Ausdrücke  (21)  und  (22)  einander  gleich 
werden. 


Vierundzwanzigste  Vorlesung. 
Focalcurven  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung. 


Wenn  die  Gleichung  irgend  einer  Oberfläche  zweiter  Ord- 
nung mit  einem  Mittelpunkte  in  rechtwinkligen  Punktcoordi- 
naten  gegeben  ist  in  der  Form: 

(1) ^  +  Z!  +  ^  -^  P2  =  0, 

so  ist  nach  der  in  der  zweiundzwanzigsten  Vorlesung  auf- 
gestellten Definition  das  System  der  mit  ihr  confocalen  Ober- 
flächen zweiter  Ordnung  gegeben: 

T«  V*  Z* 

(2) -4n  +—^1  +  "4n  -  P^  =  0, 

in  welchem  die  gegebene  Oberfläche  selbst  mit  inbegriffen  ist. 
Durch  üebertragung  dieser  beiden  Gleichungen  nach  der 
in  der  zehnten  Vorlesung  angegebenen  Vorschrift  in  Ebenen- 
coordinaten,  nehmen  dieselben  die  Gestalt  an: 

(3)  aoC''-t-«i^'  +  «2Tr'--B'  =  0, 

(4)  («,  [72+  a,  F2  +  a^W^  —  R^)  +  X(U^ -^V^ -\-W^)  =  0. 

Unter  den,  durch  die  letzte  Gleichung  mit  dem  willkür- 
lichen Factor  A  dai^estellten,  confocalen  Oberflächen  giebt  es 
auch  Grenzflächen,  für  welche  der  Factor  k  und  die  Coordi- 
naten  ü,  F,  W,  R  der  Ebenen,  in  welchen  sie  liegen,  nach 

Hksse,  analyt.  Oeometrie  d.  Baumes.    3L  Aufl.  ^^ 
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den  Ausemandersetzungen  der  fünfzehnten  Vorlesung  durch 
folgende  Gleichungen  zu  bestimmen  sind: 

(«, +  A)r  =  o,  ij  =  o. 

Diesen  4  Gleichungen  kann  durch  folgende  4  Wertbe  von 
X  genOgt  werden: 

A  ==  oo,    A  =  —  Oq,    A  •=  —  «,,    A  =  —  «2 
und  dem  entsprechen  folgende  4  GrenzMchen: 

Ü-*  +  F*  +  TT*  =  0 
/5x  («1  -  «o) V  +  («j  -  «o)W^  -  H^  =  0 , 

^^  <«.-«,)  D"'  +  («2  -  "iW'  -  iZ*  =  0, 

(«0  -  «j)  U^  +  (a,  -  «j) F^  -  iJ^  =  0. 

Die  erste  derselben  liegt  in  der  Ebene  ^  welche  in  das  Un- 
endliche fallt  und  entgeht  daher  der  geometrischen  Anschauung. 

Die  drei  anderen  Grenzflachen  werden  begrenzt  durch  die 
in  Punktcoordinaten  ausgedrückten  Kegelschnitte: 


Ol  CCq  Uf  Uq 

(6) -^—  +  -  — -—  P'  =  0, 

^    ^  Uq  —  ff|      '       Oft  —  tt] 

— ^ H  — P2  =  0, 

«0  —  Cf,      '      «1  ~  Ofj  ' 

von  welchen  jeder  in  einer  der  drei,  die  Hauptaxen  der  con- 
focalen  Oberflächen  verbindenden  Ebenen  liegt. 

Denn  betrachtet  man  zum  Beispiel  die  in  l  veränderliche 
Oberfläche  (2)  in  dem  Zustande,  in  welchem  sie  sich  der 
vierten  Grenzfläche  nähert;  indem  man  setzt  X  =  —  «j  ~f"  ^> 
und  versteht  unter  e  eine  verschwindend  kleine  Grosse ,  so 
hat  man  die  Gleichung  der  Oberfläche  in  Punktcoordinaten: 

«0  —  «t  +  *  «1  ~-  «1  +  *  * 

Aus  dieser  Gleichung  ist  zu  ersehen  ^  dass  nur  ver- 
schwindend kleine  Werthe  von  Z  derselben  genügen  können. 
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und  dass  im  Grenzfalle  die  dritte  Gleichung  (6)  den  in  der 
XZ- Ebene  gelegenen  Kegelschnitt  ausdrückt,  welcher  die 
Grenzfläche  begrenzt. 

Schliesst  man  die  im  unendlichen  gelegene  Grenzfläche 
aus,  so  bleiben  noch  drei  endliche  Grenzflächen  übrig,  welche 
von  den  drei  Kegelschnitten  (6)  begrenzt  werden. 

Wenn  man  annimmt,  dass: 

CO  -' «0  >  «1  >  «2; 

so  wird  der  erste  Kegelschnitt  imaginär,  der  zweite  eine 
Hyperbel,  der  letzte  eine  Ellipse. 

Man  nennt  diese  drei,  die  Grenzflächen  der  confocalen 
Oberflächen  zweiter  Ordnung  begrenzenden  Kegelschnitte  die 
Focalcurven  der  confocalen  Oberflächen  zweiter  Ordnung. 
Die  Focalellipse  liegt  in  der  Ebene  der  grössten  und 
mittleren  Axe  der  confocalen  EUipsoide,  die  Focalhyperbel 
liegt  in  der  Ebene  der  grössten  und  kleinsten  Axe,  die 
imaginäre  Focalellipse  liegt  in  der  Ebene  der  beiden 
kleinsten  Axen  der  confocalen  EUipsoide.  Die  Ebenen,  in 
welchen  die  reellen  Focalcurven  liegen,  stehen  auf  einander 
senkrecht,  und  die  eine  Focalcurve  geht  immer  durch  die 
Brennpunkte  der  anderen. 

Der  Begriff  der  confocalen  Oberflächen  zweiter  Ordnung, 
der  bisher  nur  Oberflächen  mit  einem  Mittelpunkte  umfasste, 
lässt  sich  so  erweitem,  dass  auch  die  Oberflächen  zweiter 
Ordnung  ohne  Mittelpunkt  hineingezogen  werden.  Diese  Er- 
weiterung des  Begriffes  der  confocalen  Oberflächen  zweiter 
Ordnung  werden  wir  ableiten  von  der  in  Ebenencoordinaten 
gegebenen    Gleichung    (4)    der    confocalen    Oberflächen,    in 

welcher  wir  för  X  setzen  —  und  mit  (i  multipliciren,  wodurch 

wir  erhalten: 

(8)     ^{a^ü^  +  a^r^  +  a,,W^^R^)'\'X{ü''  +  V^  +  W^)  =  0. 

Der  erste  Theil  dieser  Gleichung  mit  den  4  willkürlichen 
Constanten  ft,  a^^,  a^,  a^i 

gleich  0  gesetzt,  stellt  irgend  eine  Oberfläche  zweiter  Ord- 
nung mit  einem  Mittelpunkte  dar.     Derselbe  gehe  durch  die 

22* 
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Substitutionen  (23)  der  achtzehnten  Vorlesung,  durch  welche 
allein  die  Richtungen  der  rechtwinkligen  Goordinatenaxen 
beliebig  geändert  werden,  über  in  die  Function  der  zweiten 
Ordnung: 

J(Uy    V,    Wy     R) 

mit  den  drei  neu  hinzukommenden,  willkürlichen  Constanten, 
welche  in  jenen  Substitutionen  die  Richtungen  der  neuen, 
rechtwinkligen  Coordinatenaxen  bestimmen.  Durch  Verlegung 
des  Goordinatenanfangspunktes  in  einen  Punkt,  dessen  recht- 
winklige Goordinaten  rücksichtlich  des  letzteren  Goordinaten- 
systemes  die  willkürlichen  Gonstanten  — a,  — 6,  — c  seien, 
geht  auf  Grund  von  (8)  der  dreizehnten  Vorlesung  die  ge- 
nannte Function  über  in  die  Function: 

J(u,  V,  w^r  -{-  au  -{-  hv  -{-  cw), 

welche  wir  mit  ihren  10  willkürlichen  Cotastanten  der  Knrze 
wegen  bezeichnen  wollen  mit: 

F(u,  V,  w,  r), 
so  dass  man  auf  Grund  der  doppelten  Transformation  hat: 

(9)  .    (lia^U^  ^a^V^  +  a^W^  —  R^)  =  F{u,  v,  w,  r). 

Was  den  zweiten  Theil  der  Gleichung  (8)  anbetriflPt,  so 
weiss  man,  dass  derselbe  durch  die  doppelte  Transformation 
übergeht  in: 

(10)  .'  .  .  k{U^  +  F2  +  TF2)  =  k(u^  +  v^  +  w^). 

Es  nimmt  daher  die  Gleichung  (8)  der  confocalen  Ober- 
flächen, auf  irgend  ein  rechtwinkliges  Goordinatensystem  be- 
zogen, die  Gestalt  an: 

(11)  .  .  .  F(u,  V,  tu,  r)  +  A(w2  +  v«  +  w^)  =  0, 

indem  die  Gleichung  F{u,  v,Wyr)  =  0  irgend  eine  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  mit  einem  Mittelpunkte  ausdrückt. 

Wir  erweitern  nun  den  Begriff  der  confocalen  Oberflächen 
zweiter  Ordnung,  wenn  wir  die  Beschränkung,  dass  die  Ober- 
fläche  F(UyVjW,r)  =  0  einen  Mittelpunkt  habe,  aufheben, 
und  als  erweiterte  Definition  der  confocalen  Oberflächen 
zweiter  Ordnung  folgenden  Satz  aufstellen: 
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Wenn  F(u,  v,  w^r)  =  0  der  analytische  Aus- 
druck irgend  einer  gegebenen  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  in  Ebenencoordinaten  ist^  so  drückt  die 
Gleichung: 

F{u,  V,  w,  r)  +  A(t*^  +  t;2  +  ^2)  =  0 

alle    mit    der    gegebenen    Oberfläche    confocalen 
Oberflächen  zweiter  Ordnung  aus. 

Von  dieser  Regel  machen  die  Oberflächen  zweiter  Ord- 
nung ohne  Mittelpunkt  keine  Ausnahme.  Vielmehr  sieht 
man;  wenn  die  zum  Grunde  gelegte  Oberfläche  zweiter  Ord- 
nung F{u,  V,  w,  r)  =  0  keinen  Mittelpunkt  hat,  das  ist  naclj 
(15)  der  dreizehnten  Vorlesung,  wenn  das  mit  r^  multiplicirte 
Glied  in  der  Gleichung  derselben  fehlt,  dass  auch  die  mit 
ihr  confocalen  Oberflächen  zweiter  Ordnung  keinen  Mittel- 
punkt haben. 

Der  angegebene  Satz  bietet  zugleich  ein  Mittel,  das 
Problem  der  Hauptaxen  einer  in  Ebenencoordinaten  gege- 
benen Oberfläche  zweiter  Ordnung  jF(ti,  t?,  «?,  r)  =  0  aus 
einem  ganz  neuen  Gesichtspunkte  zu  behandeln.  Denn  be- 
stimmt man  den  Werth  von  A  in  der  Gleichung  (11)  so,  dass 
die  durch  jene  Gleichung  dargestellte  Oberfläche  eine  Grenz- 
fläche wird,  so  weiss  man,  dass  die  Ebene  dieser  Grenzfläche 
durch  zwei  Hauptaxen  der  Oberfläche  geht.  Da  man  nun 
drei  endliche  Werthe  von  A  bestimmen  kann,  welche  die 
Oberfläche  (11)  zu  einer  Grenzfläche  machen,  so  hat  man 
auch  die  drei  Ebenen  dieser  Grenzflächen,  welche  sich  paar- 
weise in  den  Hauptaxen  der  gegebenen  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  schneiden ,  und  dadurch  die  Bichtungen  der  Haupt- 
axen der  gegebenen  Oberfläche  selbst. 

Um  mit  wenig  Worten  die  Durchführung  dieser  Idee 
anzudeuten,  wollen  wir  annehmen,  dass: 

(12)  .     F(u,  V,  w,  r)  =  CqqU^  -|-  2eQ^uv  +  ^n^^  +  ••• 

Alsdann  wird  nach  (3)  der  fünfzehnten  Vorlesung  die  Ober- 
fläche (11)  jedesmal  eine  Grenzfläche,  wenn  man  die  Werthe 
von  u,  V,  w,  l  bestimmt,  welche  folgenden  Gleichungen  zu 
gleicher  Zeit  genügen: 
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(13) 


il'X«)  +  Am  =  0, 
iF'(v)  +  Av  -=  0, 

i,r(r)  =  0, 


woraus  man  durch  Elimiuatiou  der  Ebeuencoordinaten  die  in 
X  kubische  Gleichung  erhält: 


(14)  .  .  . 


^»0  "T  ^  >       ^1 


Ol  9 


'02  » 


'03 


e 


10  ; 


c,,+A,     e 


12  9 


i3       __ 


'20  f 


e. 


30  ' 


'21  9 


'31  > 


^22    I     ^  ;       ^: 


23 


'32  ; 


C. 


33 


0, 


deren  Wurzeln  eben  jene  Werthe  von  A  sind,  welche  die  Ober- 
fläche (11)  zu  einer  Grenzfläche  machen.  Sind  diese  bekannt, 
so  ergeben  sich  die  Verhältnisse  der  Coordinaten  der  Ebenen, 
in  welchen  die  drei  Grenzflächen  liegen,  durch  die  Auflösung 
der  in  Rücksicht  auf  sie  linearen  Gleichungen  (13). 

Ist  die  gegebene  Oberfläche  F(uy  v,  w,  r)  ^=  0  selbst 
eine  Grenzfläche,  also  irgend  ein  Kegelschnitt,  so  führt  die 
kubische  Gleichung  (14),  weil  ein  Werth  A  =  0  der  Gleichung 
genügt,  auf  eine  quadratische  Gleichung  zurück,  und  die, 
den  beiden  Wurzeln  A  der  quadratischen  Gleichung  ent- 
sprechenden Ebenen  schneiden  die  Ebene  des  Kegelschnittes 
in  den  Hauptaxen. 

Die  zum  Grunde  gelegte  Oberfläche  zweiter  Ordnung  (3) 
ist  eine  Rotationsoberfläche  ^  wenn  zwei  von  den  drei  Grossen 
^01  ^1}  ^2  einander  gleich  sind,  und  die,  der  dritten  von 
diesen  Grössen  entsprechende  Hauptaxe  ist  die  Rotationsaxe 
der  Oberfläche.  Die  mit  der  gegebenen  Rotationsoberfläche 
confocalen  Oberflächen  (4)  sind  wieder  Rotationsoberflächen 
mit  derselben  Rotationsaxe. 

Was  die  FocaJcurven  der  Rotationsoberfläche  anbetrifl't, 
so  ersieht  man  aus  (6),  dass  eine  derselben  immer  ein  reeller 
oder  imaginärer  Kreis  ist,  und  dass  die  beiden  anderen  ge- 
rade Linien  werden,  die  in  die  Rotationsaxe  fallen.  Die 
eine  von  diesen  geraden  Linien  wird  begrenzt  von  den  Brenn- 
punkten des  Kegelschnittes,  durch  dessen  Rotation  die  Ober- 
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fläche  entstanden  ist^  die  andere  erstreckt  sich  von  den 
Brennpunkten  auf  beiden  Seiten  der  Rotationsaxe  bis  in  das 
Unendliche. 

Um  einen  ganz  bestimmten  Fall  der  Rotationsoberfläche 
(3)  zur  Discussion  vor  Augen  zu  haben ,  wollen  wir  annehmen^ 
dass  (X,  =  a,^  sei.  In  dieser  Voraussetzung  wird  die  Glei- 
chung (9): 

(15)  ft«, [ü-'+F^+TT^] -ft[BM«o-«i)ü'']=-P'K«,«',»-)- 

Der  Factor  JB^  —  («„  —  a,)  W^  des  zweiten  Gliedes  in 
dieser  Gleichung  ist  das  Product  zweier  linearen  Factoren 
A  und  ^,.  Setzt  man  ferner  fia^  =  v^  so  hat  man  für 
die  Rotationsoberfläche  jP(m,  v,  w,  r)  =  0  die  Form  der 
Function  F{UjV,w,r): 

(16)  .    viV  +  r^  +  W)-  iiAA^  =F{u,v,w,r), 

in  welcher  A  =  0  und  ^,  =  0  die  Gleichungen  der  Brenn- 
punkte bedeuten  des  Kegelschnittes,  durch  dessen  Rotation 
um  die,  die  Brennpunkte  yerbindende  Gerade  die  Rotations- 
oberfläche erzeugt  ist. 

Der  linke  Theil  dieser  Gleichung  geht  über  in  seinen 
rechten  Theil  durch  die  doppelten,  oben  angegebenen  Sub- 
stitutionen, durch  welche  man  die  identische  Gleichung  erhält: 

(17)  .  .   v(ii^  +  v'^  +  w^)  —  ^AA^  =  jF(m,  Vy  w,  r), 

indem  A  und  A^  lineare  Ausdrücke  bedeuten,  von  der  Form: 

A  =-au  +  ßv  +yw  +r, 

welche,  gleich  0  gesetzt,  die  Brennpunkte  der  Rotations- 
Oberfläche  F{u,  v,w,  r)  =  0  darstellen. 

Wenn  daher  eine  durch  ihre  Gleichung  FiUyVyW^r)  =0  in 
Ebenencoordinaten  gegebene  Oberfläche  zweiter  Ordnung  eine 
Rotationsoberfläche  sein  soll,  so  muss  die  Function  F{UyVfWjr) 
sich  auf  die  in  (17)  angegebene  Form  zurückführen  lassen. 

Die  Bedingungen  für  eine  Rotationsoberfläche  zweiter 
Ordnung  F{u^  v,w,r)  =0  erhält  man  demnach,  wenn  man 
die  Coefficienten  der  Potenzen  und  Producte  der  Variabein 
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auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  (17)  einander  gleich  setzt, 
woraus  10  Gleichungen  entstehen  zwischen  den  8  Unbekannten 
ft,  V,  a,  ß,  y,  «,,  j3j,  y,,  und  aus  diesen  10  Gleichungen 
die  8  Unbekannten  eliminirt.  Als  Resultat  der  Elimination 
erhält  man  dann  zwei  Bedingungsgleichungen  zwischen  den 
Coefficienten  in  der  gegebenen  Gleichung  der  Oberfläche.  Es 
stimmmt  dieses  überein  mit  den,  am  Ende  der  neunzehnten  Vor- 
lesung  über  Rotationsoberflächen  zweiter  Ordnung  gemachten 
Bemerkungen,  auf  Grund  welcher  sich  auch  zwei  Bedingungs- 
gleichungen (39)  für  die  Rotationsoberfläche  ergaben. 

Es  bedarf  nicht  der  Aufstellung  dieser  beiden  Bedingungs- 
gleichungen;  die  angegebene  Form: 

(19)  .....    i/(m2  +  t;2  +  w?2)  -  ^ÄÄ^  =  0 

der  Gleichungen  der  Rotationsoberfläche  zweiter  Ordnung 
reicht  schon  hin,  Eigenschaften  dieser  Art  Oberflächen  zu 
entdecken. 

Denn  stellt  man  die  Gleichung  (19),  in  welcher  r  =  1 
gesetzt  werde,  also  dar: 

('20')  —  =  -^  .  ^i 

^       ^ f*  y{U*  +  «•  +  «7«)  '  K(U«  +  V*+  W»)  ' 

so  sieht  man,  dass  jeder  der  beiden  Factoren  des  rechten 
Theiles  der  Gleichung,  nach  (8)  der  fünften  Vorlesung,  seine 
geometrische  Bedeutung  hat.  Dieselben  drücken  nämlich  die 
Längen  der  Lothe  aus ,  welche  von  den  Brennpunkten  ^  =  0 
und  ^1=0  auf  eine  Tangentenebene  der  Rotationsoberfläche 

gefällt  sind.     Da  nun  der  linke  Theil  —  in  der  Gleichung 

eine  constante  Grösse  ist,  so  hat  man  den  Satz: 

Das  Product  der,  von  den  beiden  in  der  Rota- 
tionsaxe  liegenden  Brennpunkten  einer  Rotations- 
oberfläche zweiter  Ordnung  auf  die  Tangenten- 
ebene der  Oberfläche  gefällten  Lothe  ist  eine  con- 
stante Grösse. 

Bei  der  Zurückführung  der  Gleichung  der  Rotations- 
oberfläche zweiter  Ordnung  auf  die  Form  (19)  kann  es  sich 
ereignen,   dass  beide  lineare  Factoren  A  und  A^  imaginär 
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werden.  In  diesem  Falle  ist  die  Oberfläche  erzeugt  durch 
Umdrehung  des  Kegelschnittes  um  die  Axe,  in  welcher  die 
imaginären  Brennpunkte  liegen.  Ferner  kann  in  einem  der 
Factoren  A  oder  -4,.  dasjenige  Glied  fehlen,  welches  den 
Factor  r  hat.  In  diesem  Falle  fehlt  auch  in  der  Entwickelung 
der  Gleichung  (19)  das  mit  r^  multiplicirte  Glied,  und  die 
Rotationsoberfläche  ist  dann,  nach  (15)  der  dreizehnten  Vor- 
lesung, eine  Oberfläche  ohne  Mittelpunkt. 

Schliessen  wir  nun  die  Rotationsoberflächen  zweiter  Ord- 
nung mit  imaginären  Brennpunkten  aus,  und  verlegen  den, 
durch  die  Gleichung  ^^  =  0  gegebenen  Brennpunkt  der 
Oberfläche  in  den  Coordinatenanfangspunkt,  so  haben  wir 
a^^=ß^  =  y^^=  O5  wodurch  die  Gleichung  (19)  der  Rotations- 
oberfläche die  Gestalt  erhält  : 

(21)  .  u^^v^  +  w^—  -^  (au  +  bv  +  cw  +  l)  =  0. 

Die  Gleichung  kann  man  ohne  Schwierigkeit  auf  die 
Form  bringen: 

(22)  .    (u  -  Ay  +  (v  —  Bf  +  {w  —  Cy  —  E^  =  0, 

In  dieser  Form  unterscheidet  sich  dieselbe  von  der  Glei- 
chung der  Kugel  mit  dem  Radius  R  und  den  Coordinaten 
A,  B,  C  des  Mittelpunktes: 

(23) .   {x  —  Ay  +  (y  —  By  +  {z  —  cy  —  R'  =  o 

nur  dadurch,  dass  die  variabeln  Ebenencoordinaten  mit  den 
variabeln  Punktcoordinaten  vertauscht  sind. 

Dieser  Umstand  kann  dazu  benutzt  werden,  um  geome- 
trische Sätze  über  Kugeln  auf  Rotatit)n8oberflächen  zu  über- 
tragen, welche  einen  Brennpunkt  gemein  haben,  und  um- 
gekehrt aus  Sätzen  über  Rotationsoberflächen,  welche  einen 
Brennpunkt  gemein  haben,  entsprechende  Sätze  über  Kugeln 
herzuleiten.  Einfache  Beispiele  sollen  dieses  Uebertragungs- 
princip  erläutern. 

Wir  bezeichnen  zu  diesem  Zwecke  mit  K/^  und  Kr  die 
Ausdrücke: 

Kr  =  (X  -  Arf  +  (y  -  BrY  +  (z  -  Crf  -  JB,^ 
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Der    aus    diesen    Ausdrücken    zusammengesetzte    Ausdruck: 

-^ —  kann  auf  eine  gleiche  Form  K^   gebracht  werden, 

so  dass  man  identisch  hat: 

Kfi  —  A  Kv  =  ( 1  —  A)  -ST^  • 

Da  nun  die  Gleichungen  jfiT^  =  0,  ÄV  =  0,  K^  =  0 
Kugeln  vorstellen,  so  beweiset  die  angegebene,  identische 
Gleichung  den  Satz: 

Alle  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  welche 
durch  die  Schnittcurven  zweier  Kugeln  gehen, 
sind  wieder  Kugeln. 

Betrachtet  man  dagegen  die  Punktcoordinaten  als  Ebenen- 
coordinaten,  so  stellen  die  Gleichungen  iT^  =  0,  Ky  =  0, 
K^  =  0  Rotationsoberflächen  zweiter  Ordnung  mit  demselben 
Brennpunkte  dar,  und  man  erkennt  in  der  angegebenen  iden- 
tischen Gleichung  den  Beweis  des  Satzes: 

Alle  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  welche  von 
den,  zweien  Rotationsoberflächen  zweiter  Ordnung 
mit  demselben  Brennpunkte  gemeinschaftlichen 
Tangentenebenen  berührt  werden,  sind  wieder  Ro- 
tationsoberflächen mit  demselben   Brennpunkte. 

Hat  man  ferner  die  Gleichungen  von  4  Kugeln  in  Punkt- 
coordinaten: 

so  stellen  folgende  sechs  Gleichungen: 

Kq  —  Ä|  =»  0,    A|  —  K^  =  0,     1^2  —  -^3  "'^  ^} 
^0  —  -^2  =^  0,    Kl  —  K^===  0, 

^0-7^3  =  0, 

als  lineare  Gleichungen  die  Ebenen  dar,  in  welchen  sich  je 
zwei  Kugeln  schneiden.  Da  aber  aus  den  drei,  in  der  ersten 
Horizontalreihe  aufgeführten  Gleichungen  die  drei  übrigen 
folgen,  so  hat  man  nach  (14)  der  zweiten  Vorlesung  den  Satz: 
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Die  sechs  Ebenen^  in  welchen  sich  vier  Kugeln 
paarweise  schneiden^  gehen  durch  einen  und  den- 
selben Punkt. 

Betrachtet  man  dagegen  in  den  zehn  aufgestellten  Glei- 
chungen die  Punktcoordinaten  als  Ebenencoordinaten^  so 
stellen  die  vier  ersten  Gleichungen  vier  Rotationsoberflächen 
zweiter  Ordnung  mit  einem  und  demselben  Brennpunkte  dar. 
Jede  der  sechs  darauf  folgenden  Gleichungen  liefert  den  Be- 
weis, dass  zwei  Rotationsoberflächen  zweiter  Ord- 
nung mit  demselben  Brennpunkte  von  einem  und 
demselben  Kegel  zweiter  Ordnung  ringsum  berührt 
werden,  dessen  Spitze  nicht  in  dem  Brennpunkte  liegt. 
Denn  der  gemeinsame  Brennpunkt  ist  immer  die  Spitze  eines, 
beiden  Rotationsoberflächen  gemeinsamen,  imaginären  Tan- 
gentenkegels. Jene  sechs  Gleichungen  sind  die  analytischen 
Ausdrücke  für  die  Spitzen  der  sechs  Kegel  zweiter  Ordnung, 
von  welchen  jeder  zwei  der  genannten  Rotationsoberflächen 
ringsum  berührt.  Da  nun  aus  drei  von  diesen  sechs  Glei- 
chungen die  drei  anderen  folgen,  so  hat  man  nach  (14)  der 
fünften  Vorlesung,  mit  Ausschluss  des  Brennpunktes  als  ge- 
meinsamer Spitze  imaginärer  Tangentenkegel,  den  Satz: 

Die  Spitzen  der  sechs  Kegel  zweiter  Ordnung, 
welche  je  zwei  von  vier  Rotationsoberflächen  zwei- 
ter Ordnung  mit  demselben  Brennpunkte  ringsum 
berühren,  liegen  auf  einer   und  derseben  Ebene. 

Wenn  die  Brennpunkte  Ä  =  0  und  A^=0  der  Rotations- 
oberfläche (19)  zusammenfallen,  wenn  also  A  =  A^,  so  wird 
die  Rotationsoberfläche  eine  Kugel: 

indem  A  =  0  die  Gleichung  des  Mittelpunktes  und  ~  nach 

der  geometrischen  Interpretation  der  Gleichung  (20)  das 
Quadrat  des  Radius  q  derselben  ausdrückt-  Es  stellt  sich 
demnach  die  Gleichung  irgend  einer  Kugel  in  Ebenencoordi- 
naten  also  dar: 
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(24) u'  4_  |;2  _|.  ^^2  _  1^  ^2  _  0^ 

wenn  q  der  Radius  der  Kugel  und  ^  =  0  die  Gleichung  des 
Mittelpunktes  derselben  in  der  Normalform  ist. 

Zu  derselben  Kugelgleichung  in  Ebenencoordinaten  ge- 
langt man  auch  auf  folgendem  directen  Wege.  Man  weiss, 
dass  die  Gleichung  der  Kugel  in  Ebenencoordinaten  ^  wenn  q 
der  Radius  derselben  und  der  Mittelpunkt  in  dem  Coordinaten- 
anfangspunkte  liegt ^  ist: 

U'^  +  F2  ^w^  —  \R'  =  0, 

in  welcher  Gleichung  R  =  0  den  Mittelpunkt  der  Kugel  aus- 
drückt. Durch  Verlegung  des  Coordinatenanfangspunktes^ 
vermittelst  der  Formeln  (8)  der  dreizehnten  Vorlesung,  geht 
diese  Kugelgleichung  über  in  die  Form  (24),  in  welcher 
B  ^=A  =  0  die  Gleichung  des  Mittelpunktes  der  Kugel  ist. 

Die  angegebene  Form  der  Kugelgleichung  (24)  werden 
wir  benutzen  zur  Erörterung  der  Frage,  ob  unter  den  Tan- 
gentenkegeln einer  gegebenen  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  auch  Rotationskegel  gefunden  werden. 

Es  sei:  -F  =  0  die  Gleichung  einer  gegebenen  Ober- 
fliiche  zweiter  Ordnung  in  Ebenencoordinaten  und  (Z>  «=  0  die 
Gleichung  einer  noch  unbestimmten  Kugel,  indem  wir  der 
Function  <2>  die  Bedeutung  unterlegen: 

(24*) O  ^  u^  +  v"^  +  w^  —  \a^. 

Wenn  nun  die  gegebene  Oberfläche  einen  Tangentenkegel 
hat,  der  zugleich  Rotationskegel  ist,  so  kann  man  eine  Kugel 
<2>=:0  in  den  Rotationskegel  hineinlegen,  die  von  dem  Kegel 
ringsum  berührt  wird;  und  umgekehrt,  wenn  man  eine  Kugel 
<Z>  s=s  0  bestimmen  kann,  welche  von  einem  Tangentenkegel 
der  gegebenen  Oberfläche  ringsum  berührt  wird,  so  muss  der 
Tangentenkegel  ein  Rotationskegel  sein.  Die  Bedingung,  dass 
Letzteres  zuixeffe,  drückt  nach  der  elften  Vorlesung  die  iden- 
tische Gleichung  aus: 

(25) F+kO^iiBC, 
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in  welcher  B  und  C  lineare  Ausdrücke  der  Ebenencoordinaten 
bedeuten.     Setzen  wir,  um  abzukürzen: 

(26) X^i,BC+  '-,A\ 

SO  kann  die  identische  Gleichung  (25)  auch  in  die  Form  ge- 
bracht werden: 

(27) -F  +  A(ii^  +  t?2  +  u;2)  ^  X, 

welche  Form  leichter  zur  Bestimmung  der  Grossen  k,  A,  B 
und  C  führt. 

Zunächst  muss  A  eine  Wurzel  der  Gleichung  (14)  sein, 
da  X  =  0  eine  Grenzfläche  darstellt,  die  ihrer  ganzen  Aus- 
dehnung nach  in  die  Ebene  der  drei  Punkte  ^  =  0,  ^  =  0, 
C  =  0  fällt.  Bedeuten  nämlich  Wq,  v^,  Wq,  r^  die  Coordinaten 
irgend  einer  Ebene  (0),  und  sind  -4^,  Bq,  Cq  die  Ausdrücke, 
welche  aus  A,B,  C  durch  Vertauschung  der  variabeln  Ebenen- 
coordinaten Uy  V,  w,  r  mit  Mq,  Vq,  Wq,  r,^  hervorgehen,  so 
folgt  aus  (26): 

(28)  X'(Mo).«+X'K).t'+...+X'(r,).r-:KBoC+£Co)+^pUA  • 

Wofern  insbesoiidere  die  Coordinaten  der  Ebene  (0)  den  Re- 
lationen genü'gen: 

aI  =  0,    J3o  =  0,    Co  =  0, 

verschwindet  der  linke  Theil  der  Identitilt  (28)  für  alle  Werthe 
von  u,  Vy  w,  r,  und  hat  man  also: 

.X'(«,)  =  0,     X'(r,)==0,     Z'(«;.)-0,     X'(r,)  =  0. 

Nach  den  Entwickelungen  der  fünfzehnten  Vorlesung 
sagt  aber  dieses  System  Gleichungen  gerade  aus,  dass  X  =  0 
eine  Grenzfläche  darstellt,  welche  in  der,  durch  die  Punkte 
Ay  B,  ü  gelegten  Ebene  sich  befindet. 

Die  beiden  Punkte  B  und  C  müssen  ferner  die  Be- 
rührungspunkte der  Tangenten  sein,  welche  vom  Punkte  A 
an  die  Grenzfläche  X  =«  0  gelegt  werden.  Denn  eine  be- 
liebige Ebene  (0) ,  welche  durch  die  Verbindungslinie  von  A 
und  B  oder  von  A  und  C  geht,  ist  nach  (26)  Tangentenebene 
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der  Grenzfläche  und  hat  nach  (28)  B  oder  C  zum  Berührungs- 
punkte. 

Die  Frage,  ob  gerade  Tangentenkegel  der  Fläche  F  =0 
existiren,  ist  daher  bejahend  zu  entscheiden,  wenn  sich  auf 
einer  ihrer  drei  Focalcurven  X  =  0  zwei  Punkte  JB  =  0  und 
C=0  auffinden  lassen,  so  dass  eine  Identität  der  Gestalt 
(26)  besteht.  Solcher  zwei  Punkte  giebt  es  aber  unendlich 
viele,  indem  für  jede  Grenzfläche  X  =  0  der  Ausdruck  X 
die  Form  (26)  annehmen  kann ,  sobald  £  =  0  und  C  =  0 
zwei,  auf  ihr  willkürlich  gewählte  Punkte  darstellen.     Wir 

nennen,  um  diess  zu  beweisen,  ^2,  ^2?  w^2>  ^2  ^^^  ^3^  ^3;  ^3»  ^3 
die-  Tangenten  ebenen  einer  gegebenen  Grenzfläche  X  =»  G 
in  irgend  zweien  ihrer  Punkte  B  und  C.  Sind  überdiess 
Wj',  v, ,  w^y  rj  die  homogenen  Coordinaten  einer  beliebigen, 
durch  die  Verbindungslinie  von  B  und  (7  gelegten  Ebene, 
und  setzen  wir  der  Kürze  wegön: 

uX\Um)  +     vX\Vm)  +     wX\Wrn)  +     rX'ifm)  =  2  Xo,„ 
U^X\%n)  +  VnX\v„)  +  WnX\Wm)  +  ^»^'(rj  =  2  X««, , 

80  gilt  für  die  Variabein  w,  v,  w,  r  die  Identität: 
(29)    X  •  Xii  .  Xjs  =  2  Xii  X28  •  X02  Xos  -|-  X2S  .  Xoi  ) . 

Dieselbe  nimmt,  durch  Xu  X|s  dividirt,  sofort  die  Form  (2G) 
an,  wenn  man  sich  erinnert,  dass  Xq2  =  0  und  X^^  ==  0  die 
analytischen  Darstellungen  der  Punkte  B  und  G  sind,  und 

2  •        1 

dass  Y    sowie  .^  constante  Factoren  bedeuten. 


'^)  Führt  man  im  Anschlüsse  an   die  Terminologie  des  Textes  das 
Zeichen  X^  ein  für  den  gegebenen  Ausdruck: 

X  ^  doo**'  +  ^d^v^v  +  . . .  +  d^r^ , 

so  ergtiebt  sich,  indem  man  das  Multiplicationstheorem  der  Determi- 
nanten zweimal  hinter  einander  anwendet: 

Diese  Gleichung  ist  unter  den  gemachten  Voraussetzungen: 
2;±dood„<iadj3=»0,    Xa  =  0,     X,3«0,    X„«0,    X^^^Q 
nur  eine  andere  Form  von  (29). 
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Die  identische  Gleichung  (25);  welche  der  Ausgangspunkt 
unserer  Betrachtungen  war,  lässt  sich  also  auf  unendlich  yiele 
Arten  herstellen.  Die  Punkte  B  =  0  und  C=0,  von  deren 
jedem  sich  um  die  Fläche  2^  «=  0  und  die  Kugel  0  ««  0  ein 
Rotationskegel  legen  lässt;  können  irgend  zwei  Punkte  auf 
einer  der  drei  Focalcuryen  sein,  während  die  Rotationsaxen 
dieser  Tangentenkegel;  die  Verbindungslinien  des  Mittel- 
punktes A  der  Kugel  <2>  =  0  mit  den  Punkten  B  und  C^  die 
Focalcurve  in  B  und  C  berühren.  Wir  fassen  diess  als 
Satz  f olgendermassen : 

Die  Focalcurven  einer  gegebenen  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  sind  der  geometrische  Ort  der 
Spitzen  der  Tangentenkegel  für  die  gegebene  Ober- 
flächC;  welche  zugleich  Rotationskegel  sind.  Jede 
Tangente  einer  Focalcurve  ist  Rotationsaxe  des 
Kegels;  der  sich  von  ihrem  Berührungspunkte  um 
die  gegebene  Fläche  legen  lässt. 

Da  sich  jeder  Kegelschnitt  als  Grenzfläche  zweiter  Ord- 
nung betrachten  lässt;  so  folgt  aus  dem  angegebenen  Theoreme 
unmittelbar: 

DiC;  einem  gegebenen  Kegelschnitte  zugehöri- 
gen Focalcurven  sind  der  geometrische  Ort  der 
Spitzen  der  Rotatiohskegel;  welche  durch  den  ge- 
gebenen Kegelschnitt  gelegt  werden  können. 

Um  weitere  Sätze  über  Focalcurven  abzuleiten,  gehen 
wir  mit  Einführung  eines  beliebig  angenommenen  Factors  A, 
von  der  Gleichung  aus: 

(30)  .  .  .  .  F+  A,(w^  +  t;2  +  w;2)  -  -\a^  =  0, 

oder;  was  mit  Rücksicht  auf  (25)  dasselbe,  von  der  Gleichung: 

(30)  .  .  .  ^BC  —  (A  —  A,)  (m2  +  v^  +  ti;2)  =  0. 

Das  geometrische  Bild  von  (30)  ist  eine  Hache,  welche 
die  aus  der  confocalen  Schaar  (11)  willkührlich  ausgewählte 
Fläche  J?'  -j-  A,  (m^  -|-  t;2  +  w^)  =  0  längs  einer  ebenen  Curve 
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berührt.  Denn  jede,  durch  den  Punkt -4  gehende  Tangenten- 
ebene {Uq,  VQfWf^f  Tq)  von  JF'  4"  ^i  (w^  +  ^^  +  ^'^)  =  ^  ^ß" 
rührt  auch  die  Fläche  (30),  und  zwar  in  einem  Punkte,  der 
wegen  A(^  =  0  durch  die  Gleichung  repräsentirt  wird : 

F\uQ).u+F\vQ).v+F\wQ).w+F\rQ),r+2k^  {uqU+VqV-\-WqW) = 0, 

und  der  daher  mit  dem  Berührungspunkte  von 

F+  X^  (?^2  +  v^  +  w'^)  =  0 


•» 


zusammenfällt.  Dieselbe  Fläche  (30)  ist  nach  (30*)  gleich- 
zeitig eine  Rotationsoberfläche  zweiter  Ordnung,  deren,  auf 
der  Rotationsaxe  liegende  Brennpunkte  mit  den  Punkten  B 
und  C  identisch  sind.     Man  hat  also: 

Je  zwei  Punkte  auf  einer  Focalcurve  von  ge- 
gebenen confocalen  Oberflächen  zweiter  Ord- 
nung sind  die  Brennpunkte  einer  Rotationsober- 
fläche zweiten  Grades,  welche  eine  beliebig  fixirte 
Fläche  der  confocalen  Schaar  längs  einer  ebenen 
Curvj3  berührt. 

Lässt  man,  um  zu  specialisiren,  die  Fläche 

F+X^(u^  +  v'^  +  w'^)  =  0 

mit  einem  der  beiden  übrigen  Focalkegelschnitte  zusammen- 
fallen, so  geht  die  Rotationsoberfläche  durch  denselben  hin- 
durch. Mit  Beziehung  auf  den  Umstand,  dass  die  Ent- 
fernungen der  beiden  Brennpunkte  von  einem  veranderlichen 
Punkte  der  Rotationsoberfläche  eine  constante  Summe  oder 
eine  constante  Differenz  besitzen,  kann  man  daher  das  Theorem 
aussprechen : 

Irgend  zwei  Punkte  der  einen  reellen  Focal-' 
curve  haben  die  Eigenschaft  der  Brennpunkte  in 
Rücksicht  auf  die  andere  reelle  Focalcurve,  so  dass 
die  Summe  oder  die  Differenz  der  von  ihnen  nach 
einem  veränderlichen  Punkte  der  anderen  reellen 
Focalcurve  geführten  Strahlen  eine  constante 
Grösse  ist. 


'-^5 
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Dieser  Satz  lässt  sich  auch  umkehren,  wie  folgt: 

Wenn  zwei  Punkte  im  Räume  die  genannte 
Eigenschaft  der  Brennpunkte  hahen  in  Rücksicht 
auf  einen  beliebig  gegebenen  Kegelschnitt^  so  lie- 
gen diese  beiden  Punkte  auf  der  dem  Eegelschiiitte 
entsprechenden  zweiten  Focalcurve. 

Die  Grieichungen  der  beiden  Punkte  und  des  gegebenen 
Kegelschnittes  seien  bezüglich: 

B  =  0,     C  =  0    und    F=0. 

Alsdann  können  nach  der  Voraussetzung  des  Theorems  die 
beiden  Punkte  S  und  C  als  die  Brennpunkte  einer  Rotations- 
oberfliiche  zweiter  Ordnung  angesehen  werden,  welche  durch 
den  Kegelschnitt  J?'  =  0  geht.  Ist  die  Gleichung  dieser  Ro- 
tati onsoberfläche 

xBC  —  (m^  +  v^  +  w^)  =  0, 

so  muss,  wie  auf  pag.  178  gezeigt  ist,  die  Function  F 
bei  passender  Bestimmung  der  Factoren  X,  v  und  des  linearen 
Ausdruckes  Ä  sich  in  die  Form  bringen  lassen: 

Diese  Identität  beweist  aber  nach  den,  zur  Gleichung 
(25)  gegebenen  Ausführungen  den  fraglichen  Satz. 


Füüfundzwanzigste  Vorlesung. 
Die  Axen  des  Körpers. 

Es  liege  ein  unveränderlicher  Körper  vor  von  irgend 
welcher  Masse  und  bezogen  auf  ein  beliebig  angenommenes, 
rechtwinkliges  Coordinatensystem.  In  diesem  Coordinaten- 
systeme  seien  x,  y,  0  die  Coordinaten  des  Elementes  dm 
•der  Masse  des  Körpers  und  daher  dm  ^^  Qdxdydz,  wenn  q 
die   Dichtigkeit  des  Elementes  ausdrückt.     Alsdann   sind  es 

HiEssx,  analyt.  Geometrie  d.  Ratunea.  3.  Aufl.  23 
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folgende  zehn  Integrale,  welche  die  analytische  Mechanik  bei 
der  Bewegung  des  Körpers  in  Rechnung  bringen  muss: 

Jx^äm,     fy'dnty     fz^dw, 

(1) J'yzdnij    Jsxdm,    Jxydm, 

Jxdm,      Jydm,      Jzdm,      /t?w. 

Wir  werden  diese,  auf  den  ganzen  Körper  sich  erstreiken- 
den  Integrale  kürzer  bezeichnen  mit: 


a 


00  7 


(l\\j       «22; 


Ol  y 


a, 


(*     ) 0^12  ;       ^20  j       öt 

^03  ;      ^13>       ^23  >       '^SS  • 

Für   ein    beliebiges  andere,  rechtwinkliges  Coordinaten- 
systena,  für  welches  die  Transfonnationsformeln  gelten  sollen: 

x  =  aX  +  aY+a'Z-{-a, 

(2) y  =  bX  +  VY-^b"Z-j-ß, 

z  =  cX  +  c  Y  +  c'Z  4"  y? 

hat  man,  wenn  dM^=  gdXdYdZ,  die  entsprechenden  Inte- 
grale : 

fXhlM,       fr^lM,       JZ'dM, 

(3)  .  .  .  /  YZdM,     fZXdM,      fXYdM, 

•    JXdM,        jYdM,         fZdM,    fdM, 

die  wir  kurz  bezeichnen  wollen  mit: 


(3*) 


"^00  7 


^ii;     ^j 


-4,2,     A 


20  7 


22  7 
^017 


^33- 


-^037       ^13  7       -^23  7 

Will  man  die  Integrale  (1),  welche  von  der  Form  sind 
ff(Xy  «/,  z)dxdydz,  durch  die  Substitution  (2)  transformiren 
auf  die  neuen  Yariabeln  X,  Yj  Z ^  so  hat  man  die  bekannt« 
Transformationsformel  in  Anwendung  zu  bringen: 

f  f{Xy  y,  z)dxdydz  :=^ff(x,  y,  z)JdXdYdZ, 

dx      dy      dz 
dX^    äX'    dX  , 

dx       dy^      dz_  '  

dY'    dY^    dY     "~ 

dl  , 


^  = 


dx 

;    y7 


äy 

'd'Z' 


a 


a 


a 


,"l 
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Da  in  dem  vorliegenden  Falle  der  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  z/ =  1  ist,  so^ sieht  man,  wenn  maii  in  (l)  die  Sub- 
stitutionen (2)  macht  und  entwickelt,  dass  die  zehn  Integrale 
(1)  sich  durch  die  zehn  Integrale  (3)  linear  ausdrücken 
lassen.  Umgekehrt  kann  man  auch  die  zehn  Integrale  (3) 
linear  durch  die  zehn  Integrale  (1)  ausdrücken. 

Das  letztere  wirklich  durchzuführen,  verlangt  zehn  lineare 
Gleichungen  mit  eben  soviel  Unbekannten  aufzulösen.  Aber 
man  braucht  nur  die  genannten  Gleichungen  wirklich  aufzu- 
stellen, um  zu  erkennen,  dass  in  dem  vorliegenden  Falle  eine 
gewisse  Ermässigung  dadurch  herbeigeführt  'ist,  dass  die 
Integrale  (1)  gleicher  Ordnung  sich  durch  die  Integrale  (3) 
derselben  Ordnung  linear  ausdrücken  lassen.  Immerhin  bleiben 
sechs  Gleichungen  mit  ebenso  viel  Unbekannten  aufzulösen, 
und  überdies  drei  Gleichungen  mit  drei  Unbekannten. 

Unter  diesen  Umständen  werden  wir  es  vorziehen,  die 
Gleichungen  selbst  lieber  gar  nicht  aufzustellen,  vielmehr  ihr 
Bildungsgesetz  zu  studiren,  und  aus  diesem  Gesetze  die  geo- 
metrischen Eigenschaften  des  Körpers  zu  entwickeln,  von 
welchen  die  analytische  Mechanik  bei  der  Untersuchung  der 
Bewegung  des  Körpers  ausgeht. 

Es  bringt  Vortheil,  den  gegebenen  Körper  mit  einer  ganz 
bestimmten  Oberfläche  zweiter  Ordnung  in  Verbindung  zu 
bringen,  aus  welcher  sich  geometrische  Eigenschaften  des 
Körpers  abnehmen  lassen.  Diese  Oberfläche  deflniren  wir 
durch  ihre  Gleichung  in  homogenen  Ebenencoordinaten  «,  ?', 
w,  r,  bezogen  auf  das  ursprüngliche,  rechtwinklige  Coordi- 
natensystem,  in  welchem  das  Element  dm  der  Masse  die 
Coordinaten  x,  y,  £?  hat: 

u-J  x^dm  +  v^fy'^dm  +  w-  fz'hlm  +  r^  f  dm 
(4)    +  2vwjyzdm  -|-  2wujzxdm '■\-2uvfxydm 

+  2ur  f  xdm  +  2vrfydm  +  2  wrfisdm=  0. 

Wir  nennen  diese  Oberfläche  zweiter  Ordnung  das  ima- 
ginäre Bild  des  Körpers. 

Da  für  die,  in  der  Gleichung  (4)  durch  die  Zeichen  au- 
gedeuteten   Integrationen    die    variabeln    Ebenencoordinaten 

23* 
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nur  die  Geltung  von  Constanten  haben ;  so  stellt  sich  die 
Gleichung  des  imaginären  Bildes  kürzer  so  dar: 

(5) /  lux  +  ^y  +  ^^«2^  +  '^y  ^^w*  =  ö , 

und  wir  können  sagen: 

(6)  .  .  .  .  Wenn  man  in  der  homogenen  Gleichung 
eines  Punktes  in  der  Normalform  den  linken  Theil 
der  Gleichung  quadrirt,  mit  dem  Elemente  der 
Masse  des  Körpers  in  dem  Punkte  multiplicirt^  und 
über  den  ganzen  Körper  integrirt^  so  erhält  man 
die  Gleichung  des   imaginären  Bildes  des  Körpers. 

Die  Coefficienten  der  Variabein  in  der  entwickelten  Glei- 
chung (4)  des  imaginären  Bildes  hängen  offenbar  ab  von  der 
Lage  des  Coordinatensystemes  zu  dem  Körper,  und  es  scheint, 
dass  auch  das  imaginäre  Bild  nicht  allein  von  dem  Körper, 
sondern  auch  von  der  Lage  des  Coordinatensystemes  abhängig 
sei.  Das  Letztere  trifft  nicht  zu.  Vielmehr  werden  wir  den 
Satz  beweisen: 

(7) Jeder  Körper  hat   ein   imaginäres  Bild, 

welches  nur  von  der  Beschaffenheit  des  Körpers 
abhängt. 

Der  Beweis,  dass  das  imaginäre  Bild  des  Körpers  unab- 
hängig ist  von  der  Lage  des  Körpers  zu  dem  rechtwinkligen 
Coordinatensysteme,  worauf  der  Körper  bezogen  ist,  soll  in 
zwei  Theile  zerfallen.  Wir  werden  nachweisen,  dass  das 
imaginäre  Bild  sich  nicht  ändert  erstens,  wenn  das  recht- 
winklige Coordinatensystem  um  den  Coordinatenanfangspunkt 
gedreht  wird,  und  zweitens,  wenn  der  Coordinatenanfangspunkt 
beliebig  verlegt  wird,  die  Richtung  der  Coordinatenaxen  aber 
ungeändert  bleibt. 

Zu  dem  genannten  Zwecke  führen  wir  aus  der  achtzehn- 
ten Vorlesung  die  Transformationsformeln  (11)  und  (23)  für 
rechtwinklige  Coordinatensysteme  mit  demselben  Anfangs- 
punkte, sowohl  für  Punktcoordinaten  als  für  homogene  Ebenen- 
coordinaten  wieder  vor: 
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x  =  aX+aY+a'Z,  u  =  aU+aV+  aW, 

(8)     y  =  bX  +  VY  +  b"Z,  v*=bU+  V  V+  VW, 

z^cX+cY  +  c'Z,     ^^^  '  w  =  cU+cV+c'W, 

r  =  B. 

Machen  wir  nun  in  der  Gleichung  (5)  des  imaginären 
Bildes  die  Substitutionen  (8)^  so  drücken  wir  damit  in  der 
genannten  Gleichung  nur  die  Integrale  (1)  durch  die  Inte- 
grale (3)  aus.  Das  ursprüngliche  Coordinatensystem^  worauf 
das  imaginäre  Bild  (5)  bezogen  ist^  bleibt  davon  unberührt. 
Machen  wir  aber  gleichzeitig  'die  Substitutionen  (8)  und  (9), 
so  transformiren  wir  überdies  noch  die  Gleichung  (5)  des 
imaginären  Bildes  auf  das  zweite  rechtwinklige  Coordinaten- 
System  mit  demselben  Anfangspunkte.  Da  nun  nach  (25)  in 
der  achtzehnten  Vorlesung  ist: 

(10)  ..  .ux-\'vy  +  wz  +  r=  ÜX+  VY+  WZ+R, 

so  geht  die  Gleichung  (5)  des  imaginären  Bildes,  jetzt  be- 
zogen auf  das  zweite  rechtwinklige  Coordinatensystem ,  da- 
durch über  in: 

(11)  .  .  .  f{üX+  rY+  WZ-\-R}^(UI=0. 

Dieses  ist  aber  gerade  die,  nach  der  Regel  (6)  gebildete 
Gleichung  des  imaginären  Bildes  für  das  zweite  Coordinaten- 
system.  Die  Regel  giebt  also  für  die  beiden  Coordinaten- 
systeme  nicht  verschiedene,  imaginäre  Bilder  desselben  Körpers. 

Die  Verlegung  des  Coordinatenanfangspunktes  in  einen 
Punkt,  dessen  Coordinaten  sind  a;  =  a,  y  = /3,  ;8^  =  y,  mit 
Beibehaltung  der  Richtung  der  Coordinatenaxen,  wird  nach 
(7)  und  (8)  der  dreizehnten  Vorlesung  analytisch  vollführt 
durch  die  Substitutionen  für  Punktcoordinaten  und  Ebenen- 
üoordinaten : 

a;  =  X  +  a,  II  =1  Uy 

(12).  .  .    !/=Y+ß,  v=r, 

s  =  Z+y,      '^'^^  '  w=  W, 

r  =  ll-aU-ßV-yW. 

Durch  die  Substitutionen  (12)  werden  in  der  Gleichung 
(5)  des  imaginären  Bildes  wieder  nur  die  Integrale  (1)  ersetzt 
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durch  die  Integrale  (3).  Beide  Substitutionen  (12)  und  (13), 
gleichzeitig,  transforirtiren  überdies  die  Gleichung  (5)  des 
imaginären  Bildes  auf  das  zweite  Coordinatensystem.  Da  aber 
auch  die  genannten  Substitutionen  die  Gleichung  (10)  zu 
einer  identischen  machen,  so  wird  (11)  die  Gleichung  des 
imaginären  Bildes  (5),  jetzt  aber  bezogen  auf  das  zweite 
Coordinatensystem.  Hieraus  sieht  man,  wie  die  beiden  Glei- 
chungen (5)  und  (11)  wieder  dieselbe  Oberfläche  zweiter  Ord- 
nung analytisch  ausdrücken,  nur  auf  verschiedene  Coordinaten- 
systeme  bezogen. 

Den  Transformationsformeln  (2)  von  Punktcoordinaten 
für  irgend  zwei  rechtwinklige  Coordinatensysteme  entsprechen 
folgende  Transformationsformeln  für  homogene  Ebenencoor- 
dinaten : 

u  =  aU+aV+a'W, 

v^hU+  b'V+b"W, 

w=  cU  +  cV  -j-c'W, 

(14)  ...    ^.  ^  n  __  a{aU+a:V+aW), 

-  y{cU  +  dV  +  c'W), 

welche  mit  jenen  die  Gleichung  (10)  zu  einer  identischen 
machen.  Sie  transformiren  also  den  linken  Theil  der  Glei- 
chung (5)  in  den  linken  Theil  der  Gleichung  (11).  Das  will 
sagen,  dass  die  Substitutionen  (14)  folgende  Gleichung  zu 
einer  identischen  machen: 

Diese,  durch  die  Substitutionen  (14)  identische  Gleichung 
löst  sich  nun  in  die  zehn  linearen  Gleichungen  auf,  von 
welchen  am  Anfang  unserer  Untersuchung  die  Rede  war. 

Es  ist  eine,  in  der  dreizehnten  Vorlesung  bewiesene 
Regel,  dass  man  die  Gleichung  des  Mittelpunktes  einer  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  erhält,  wenn  man  die,  in  homogenen 
Ebenencoordinaten  gegebene  Gleichung  der  Oberfläche  nach 
der  letzten  Coordinate  partiell  diflferentiirt.  Hiernach  wird 
die  Gleichung  des  Mittelpunktes  des  Imaginären  Bildes  (5) 
folgende : 
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(16)  ....       /  { *t^  +  ^y  +  '^'^  +  *■ } '  <'''*  =  0, 

woraus  sich  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  ergeben : 

fxdm  fy^  f  2  dm 

fdVn   '  fdm    '  fdrn  ' 

Da  dieses  bekanntlich  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes 
des  Körpers  sind,  so  hat  man  den  Satz : 

(17)  ....  Der  Mittelpunkt  des  imaginären  Bildes 
eines  Körpers  fällt  mit  dem  Schwerpunkte  des  Kör- 
pers zusammen. 

Unter  Axen  eines  Körpers  versteht  man  die  Axen 
eines  rechtwinkligen  Coordinatensystemes  X,  Y,  Z,  in  Rück- 
sicht auf  welches  folgende  drei  Integrale  verschwinden: 

(18)  A,^=^jYZdM,  Ä,,=fZXdM,  Ä,,=fXYdM. 
Auf  Grund  dieser  Definition  stellen  wir  uns  nun  die  Aufgabe: 

(19)  ....  Die  Axen  eines  Körpers  zu  bestimmen; 
welche  von  dem  Anfangspunkte  des  Coordinaten- 
systemes ausgehen,  auf  welches  der  Körper  be- 
zogen ist. 

Dieses  Problem  verlangt  die  Bestimmung  von  Transfor- 
mationsformeln  (9)  für  rechtwinklige  Coordinatensysteme  mit 
demselben  Anfangspunkte  der  Art,  dass  in  der  Gleichung  (15) 
auf  der  rechten  Seite  die  drei  Glieder  verschwinden,  welche 
die  Coefficienten  (18)  haben.  Die  Axen  des  zweiten  Coordi- 
natensystemes werden  dann  die  gesuchten  Axen  des  Körpers  sein. 

Wenn  wir  demnach  mit  (p  (u,  v,  w)  die  Summe  der  sechs 
iu  w,  V,  w  homogenen  Glieder  auf  der  linken  Seite  der  Glei- 
chung (15)  bezeichnen,  so  lässt  sich  das  Problem  so  auf- 
fassen: Die  Substitutionen  (9)  zu  bestimmen,  welche 
folgende  Gleichungen  zu  identischen  Gleichungen 
machen: 

Wir  weisen  auf  die  neunzehnte  Vorlesung  hin,  in  welcher 
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das  Problem  ausführlich  behandelt  worden  ist.  Es  führte 
zurück  auf  die  Gleichungen: 

(«00  —  ^)«  +  «Ol  *  +  «02^  =  0, 

(21) a^^a  +  (a,j  —  A)6  +  «12^  =  ö; 

«20«  "f"  «21^  "f"  («22  —  A)  c  ==  0, 

aus  welchen  durch  Elimination  von  a,  h,  c  die  kubische 
Gleichung  ^  =  0  hervorging,  deren  Wurzeln  eben  jene  Coef- 
ficienten  A,  A,.  Aj  in  (20)  sind. 

Die,  durch  die  Gleichungen  (21)  bestimmten  Verhält- 
nisse von  aih  \  c  werden  dann  die  Verhältnisse  der  Cosinus 
der  Winkel  sein,  welche  eine  der  drei,  vom  Coordinaten- 
anfangspunkt  ausgehenden  Axen  des  Körpers  mit  den  Goordi- 
natenaxen  bildet. 

Da  der  Anfangspunkt  des  Coordinatensystemes,  auf  wel- 
ches der  Körper  bezogen  ist,  beliebig  gewählt  werden  kann, 
so  haben  wir  nach  dem  Vorhergehenden  den  Satz: 

(22)  .  .  .  Von  einem  jeden  Punkte  des  Raumes  gehen 
drei  bestimmte,  auf  einander  senkrecht  stehende 
Axen  eines  gegebenen  Körpers  aus. 

Die  Lage  dieser  Axensysteme  eines  und  desselben  Körpers 
für  die  verschiedenen  Ausgangspunkte  zu  erforschen,  soll 
unsere  Aufgabe  sein. 

Man  nennt  Hauptaxen  eines  Körpers  die  drei,  auf 
einander  senkrecht  stehenden  Axen  eines  Körpers,  welche 
von  dem  Schwerpunkte  des  Körpers  ausgehen. 

Nachdem  wir  im  Vorhergehenden  gezeigt  haben,  wie  die 
Axen  eines  Körpers  zu  bestimmen  sind,  welche  von  dem  An- 
fangspunkte des  Coordinatensystemes  ausgehen,  auf  welches 
der  Körper  bezogen  ist,  so  wollen  wir,  die  Kenntniss  dieser 
Axen  voraussetzend,  jetzt  annehmen,  dass  die  Axen  des 
Coordinatensystemes  zugleich  die  Axen  des  Körpers  seien. 

In  dieser  Voraussetzung  sind  ajj  =  «20  =  ö^oj  =  0,  und 
die  Gleichung  des  imaginären  Bildes  des  Körpers  stellt  sich 
in  der  einfacheren  Gestalt  darr 

aoott'^  +  «11«^*  +  022^''  +  «33  ^'^ 
+  2aQ^ui)  -f-  2a^^vr  +  2a2zWr  =  0. 
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Da  nach  (17)  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  des 
Körpers  sind: 

(23) a=''f,    /3  =  ;",    y  =  ;'% 

"j3  ^n  "as 

und  a^jj  =  m  =  der  Masse  des  Körpers,  so  hat  mau  die 
Gleichung  des  imaginären  Bildes: 

+  2m{ati  +  /'t'  +  yw)r  =  0. 

Wir  haben  dieses  vorausgeschickt,  um  die  Auflösung  der 
folgenden  Aufgabe  vorzubereiten: 

(25)  .  .  .  Die  Hauptaxen  eines  Körpers  zu  bestim- 
men, wenn  derselbe  bezogen  ist  auf  ein  rechtwink- 
liges Coordinatensystem,  dessen  Axen  die  Axen  des 
Körpers  sind,  welche  von  dem  Anfangspunkte  des 
Coordinatensystemes  ausgehen. 

Diese  Aufgabe  lässt  sich  zurückführen  auf  die  vorher- 
gehende (19)  dadurch,  dass  man  die  Gleichung  (24)  des 
imaginären  Bildes  des  Körpers,  bezogen  auf  irgend  ein  Axen- 
system  des  Körpers,  transformirt  durch  die  Substitutionen 
(13)  auf  ein,  dem  vorausgesetzten  Systeme  paralleles  Coor- 
dinatensystem, dessen  Anfangspunkt  aber  der  Schwerpunkt 
des  Körpers  ist,  mit  den  Coordinaten  «,  /?,  y,  deren  Werthe 
in  (23)  angegeben  sind. 

Durch  diese  Substitutionen  geht  die  Gleichung  (24)  des 
imaginären  Bildes  über  in  die  Form: 

(26)  ^^U''+  ^n  V'  +  ^'22^'  +  ^33^'^ 

^    ^**'    +2Ay,UV  +  2A,,WU+2A,^UV=0. 

Die  mit  der  ersten  Potenz  der  Variable  li  multiplicirten 
Glieder  in  dieser  Gleichung  müssen  darum  fehlen,  weil  der 
Anfangspunkt  des  neuen  Coordinatensystemes,  der  Schwer- 
punkt des  Körpers  nach  (17)  mit  dem  Mittelpunkte  der  Ober- 
fläche (26)  zusammenfällt. 

Da  die  Substitutionen  (13)  die  Gleichung  (24)  transfor- 
miren  in  (26),  so  hat  man: 
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-^11  =  ^n  —  ^ß'}    -^20  =  ~  niya,    A.,^.^  =  m. 
^22  =  «22  —  '^y\     Ai  =  —  'inaß, 

Setzt  man  diese  Werthe  der  Grössen  A  in  die  Gleichung 
(26)  und  verändert  die  grossen  Buchstaben  U,  V,  W,  R  in 
die  kleinen,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

/27) ^oi^  +  «11^'  +  «22^^^  +  ^^r^ 

—  m{aii  +  ßv  +  ywy  =  0 

des  imaginären  Bildes  (24),  jetzt  aber  bezogen  auf  ein  paral- 
leles Coordinatensystem ,  dessen  Anfangspunkt  der  Schwer- 
punkt des  Körpers  ist. 

Da  hierdurch  der  Körper  selbst  angesehen  werden  kann 
als  bezogen  auf  das  letztere  Coordinatensystera,  dessen  An- 
fangspunkt der  Schwerpunkt  des  Körpers  ist,  so  handelt  es  sich 
jetzt  nur  um  die,  von  dem  Anfangspunkte  des  Coordinaten- 
systemes  ausgehenden  Axen  des  Körpers ,  welche  in  der  Auf- 
gabe (19)  bestimmt  wurden. 

Die  mit  (p(ti,  v,  tv)  bezeichnete  Function  dort,  wird  hier 
der  linke  Theil  der  Gleichung  (27),  mit  Ausschluss  des  Glie- 
des wr^,  sein. 

Die,  die  Aufgabe  lösenden  Gleichungen  (21)  werden  in 
dem  vorliegenden  Falle  folgende: 

(r/oo  —  A)a  =  ma{aa  '\-  ßh  -\-  yc), 
(28)  ....     (a,i  -^  k)l  =  mß  {aa  +  ßh  +  yc),  ^ 

{a^i  —  A)c  =  my{aa  +  /36  +  Y^)\ 

und  das  Resultat  der  Elimination  von  a,,6,  c,  die  kubische 
Gleichung  z/ =  0,  ergiebt  sich,   wenn  man  die  Gleichungen 

multiplicirt  mit       "-?,  -, ,  — --^    und    hierauf   sämnit- 

liehe  Gleichungen  addirt: 

(29)....   ±=-jl  +-r   j^ji^ 

Unsere  Aufgabe  (25)  führt  also  auf  diese  kubische  Glei- 
chung (29)  zurück.  Nach  Feststellung  ihrer  Wurzeln  ergeben 
sich  dann  die  Verhältnisse  a,  b,  c  der  Cosinus  der  Winkel, 
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welche  die  Haui)taxeii  des  Körpers  mit  den  Coordinatenaxen 
bilden,  durch  Auflösung  der  linearen  Gleichungen  (28). 

(Jehen  wir  nun  auf  die  geometrische  Deutung  der  kubi- 
schen Gleichung  (29),  von  welcher  die  Lösung  unserer  Auf- 
gabe abhüngig  gemacht  wurde,  näher  ein.  Es  bedeuten  in 
dieser  Gleichung  a,  ß,  y  die  Goordinaten  des  Schwerpunktes 
des  Körpers  in  demjenigen  Coordinatensysteme ,  in  welchem 
die  Gleichung  (24)  der  analytische  Ausdruck  ist  für  das  ima- 
ginäre Bild  des  Körpers.  Lassen  wir  aber  a,  /3,  y  die  Goor- 
dinaten eines  variablen  Punktes  bedeuten,  so  ist  die  Gleichung 
(29)  der  analytische  Ausdruck'  für  alle  Oberflächen  zweiter 
Ordnung,  welche  mit  der  folgenden  confocal  sind: 

(3U) A  =  ^  +  £L  +  ri. 

Durch  den  Schwerpunkt  des  Körpers  lassen  sich  nun  drei 
mit  dieser  Oberfläche  confocale  Oberflächen  legen,  welche 
sich,  wie  bekannt,  senkrecht  schneiden.  Dieses  sind  gerade 
die  drei  confocalen  Oberfläehen,  welche  den  drei  Wurzeln  der 
kubischen  Gleichung  (29)  entsprechen,  und  ihre  Normalen  in 
dem  Schwerpunkte  des  Körpers  stellen  sich  dann  dar  als  die 
gesuchten  Hauptaxen  des  Körpers.  ^ 

Diese  Bemerkungen  machen  es  wahrscheinlich,  dass 
zwischen  den  verschiedenen  Axensystemen  eines  und  desselben 
Körpers  und  den  confocalen  Oberflächen  eine  nahe  Beziehung 
obwalte.  Letztere  wird  sich  von  selbst  ergeben  mit  der  Lösung 
der  folgenden  Aufgabe: 

(31) Die  Axen  eines  Körpers  zu  bestimmen, 

welche  von  einem  gegebenen  Punkte  des  Raumes 
ausgehen,  wenn  der  Körper  bezogen  ist  auf  das- 
jenige Coordinatensystem,  dessen  Axen  die  Haupt- 
axen des  Körpers  sind. 

Unter  der,  in  der  Aufgabe  hervorgehobenen  Bedingung 
stellt  sich  die  Gleichung  des  imaginären  Bildes  des  Körpers 
dar  in  der  Form: 

(32)  ....     a,„)M^  +  ^u^'  +  «22^*  +  ^'^'**  =  ^ 
oder  in  Punktcoordinaten  ausgedrückt: 
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OD) = f-  -       H • 

Es  ist  dieses  die  Gleichung  eines  imaginären  Ellipsoides^ 
weil  sämmtliche  Coeffieienten  in  der  Gleichung  (32)  ihrer 
Natur  nach  positive  Grössen  sind. 

Da  hiernach  alle  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  welche 
imaginäre  Bilder  von  Körpern  darstellen,  nur  imaginäre  El- 
lipsoide  sind,  so  rechtfertiget. sich  hier  die  am  Anfange  der 
Vorlesling  gewählte  Bezeichnung  des  imaginären  Bildes 
eines  Körpers. 

Sind  nun  a,  ß,  y  die  CoorSinaten  eines  gegebenen  Punk- 
tes, von  w.elchem  die  gesuchten  Axen  des  Körpers  ausgehen 
sollen,  so  führen  wir  die  vorliegende  Aufgabe  wieder  auf  die 
Aufgabe  (19)  zurück,  wenn  wir  ein,  dem  gegebenen  paralleles 
Coofdinatensystem  zum  Grunde  legen,  dessen  Anfangspunkt 
der  in  der  Aufgabe  gegebene  Punkt  ist. 

Dieses  geschieht  durch  die  Substitutionen  (13),  durch 
welche  die  Gleichung  (32)  des  imaginären  Bildes  des  Körpers 
übergeht  in: 

+  m{r — 0iu  —  ßv  —  ywy  =  0, 

wenn  man  zugleich  für  die  grossen  Buchstaben  IT,  F,  W,  R 
die  kleinen  setzt. 

Wir  bemerken  hier,  dass  die,  für  die  Lösung  der  Auf- 
gabe massgebende  Function  q){Uy  v,  w)  sich  von  der  ihr  ent- 
sprechenden der  vorhergehenden  Aufgabe  (25)  nur  durch  das 
Vorzeichen  von  m  unterscheidet.  Darum  können  wir  auch 
die,  unsere  Aufgabe  lösenden  Gleichungen  aus  den  Glei- 
chungen (28)  und  (29)  unmittelbar  abschreiben  wie  folgt: 

(^00  —  ^)^  =  —  ma{aa  +  ^6  +  y^)> 

(35)...    (a,, —  A)6  =  —  m/3(aa -1-/36 -fyc), 

(«22  —  A)  c  =  —  my(aa  +  /36  +  yc). 


(36)  ...    -   -  ^—"-      -I-    -  P    ,  + 

^      '^  m        eil«  —  A    '    a,,  —  Z    '    a«i  —  i 


Die  vorliegende  Aufgabe  führt  also  wieder  auf  eine  ku- 
bische Gleichung  (36)  zurück,  nach  deren  Auflösung  sich  die 
Verhaltnisse  a:h:c  der  Cosinus  der  Winkel  aus  (35)  ergeben, 
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welche  das  von  dem  gegebenen  Funkte  ausgehende  Axensystem 
des  Körpers  mit  den  Hauptaxen  desselben  bildet. 

Die  kubische  Gleichung  (36)  hat  nur  reelle  Wur- 
zeln. Wir  schliessen  dieses  aus  der  Uebereinstimmung  der 
Form  der  Gleichung  mit  der  ersten  Gleichung  (8)  in  der 
zweiundzwanzigsten  Vorlesung,  von  Welcher  dort  die  reellen 
Grenzen  der  Wurzeln  angegeben  sind. 

Verstehen  wir  unter  a,  ß,  y  yariable  Coordinaten  eines 
Punktes  in  dem  Coordinatensysteme^  dessen  Axen  die  Haupt- 
axen des  Körpers  sind,  so  ist  die  Gleichung  (36)  der  ana- 
lytische Ausdruck  für  alle,  mit  dem  imaginären  Bilde  (33)  des 
Körpers  confocalen  Oberflächen.  Den  drei  Wurzeln  der  kubi- 
schen Gleichung  entsprechen  dann  die  drei  confocalen  Ober- 
flächen^ welche  durch  den,  in  der  Aufgabe  gegebenen  Punkt 
gehen. 

Die  vorliegende  Aufgabe  (31)  führt  demnach,  rein  geo- 
metrisch gefasst;  darauf  zurück:  die  drei,  mit  dem  imagi- 
nären Bilde  des  Körpers  confocalen  Oberflächen 
zu  bestimmen,  welche  durch  den  gegebenen  Punkt 
gehen.  Die  Normalen  dieser  Oberflächen  in  dem  gegebenen 
Punkte  werden  die  gesuchten  Axen  des  Körpers  sein.  Denn 
die  Cosinus  der  Winkel,  welche  eine  von  diesen  Normalen 
mit  den  Coordinatenaxen  bildet,  verhalten  sich  wie: 


gerade  so,  wie  die  aus  (35)  zu  bestimmenden  Grössen  a,  ?>,  r. 
Diese  geometrischen  Betrachtungen   dienen   zur  einfach- 
sten algebraischen  Auflösung  der  folgenden  Aufgabe: 

(37) Die  Axen  eines  Körpers  zu  bestimmen, 

welche  von  einem  gegebenen  Punkte  des  Raumes 
ausgehen,  wenn  der  Körper  bezogen  ist  auf  irgend 
ein   rech  winkliges  Coordinatensystem. 

» 

Wir  brauchen  zur  Auflösung  der  Aufgabe  die  Gleichung 
des  imaginären  Bildes  in  dem  zum  Grunde  gelegten  (Koordi- 
natensysteme : 

(38) -F(w,  t?,  w;,  r)  =  0. 

Irgend  eine,  mit  dieser  Oberfläche  confocale,  wird  nach 
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(11)  der  vorhergehenden  Vorlesung  ausgedrückt  durch  die 
Gleichung : 

(39)  .  .  .   F(u,  V,  w,  r)  +  il  (w^  +  t;-'  +  n^"^)  =  0. 

Uebertragen  wir  dieselbe  in  Punktcoordinaten,  indem  wir 
nach  bekannter  Regel  setzen: 

^F\u)  +  ku  =  x,      iF'(w)  +  lw^  Zy 
{F'{v)  +  lv  =  y,       ^F\r)  =p, 

so  erhalten  wir  eine  Gleichung: 

(40) f{x,y,  z,  p)  =  0, 

welche,  in  Rücksicht  auf  k  vom  dritten  Grade,  alle  Ober- 
flächen darstellt,  welche  mit  dem  imaginären  Bilde  (38)  des 
Körpers  confocal  sind. 

Wenn  wir  nun  in  der  letzten  Gleichung  (40)  für  die 
variabeln  Coordinaten  die  Coordinaten  des,  in  der  Aufgabe 
gegebenen  Punktes  setzen,  so  erhalten  wir  die  kubische  Glei- 
chung, von  welcher  die  Auflösung  der  Aufgabe  abhängt. 
Den  drei  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung  entsprechen  die 
drei  confocalen  Oberflächen  (40),  welche  durch  den,  in  der 
Aufgabe  gegebenen  Punkt  gehen.  Ihre  Normalen  in  dem 
gegebenen  Punkte  sind  die  gesuchten  Axen  des  Körpers. 

Wenn  in  unserer  Aufgabe  (37)  der  gegebene  Punkt  der 
Schwerpunkt  des  Körpers  ist,  so  vereinfacht  sich  die  Auf- 
lösung der  Aufgabe  dahin,  dass  man  nur  die  drei  Werthe 
von  X  zu  bestimmen  braucht,  für  welche  die  Gleichung  (39) 
eine  Grenzfläche  wird.  Die  Ebenen  der  drei  Grenzflächen 
schneiden  sich  dann  in  den  Hauptaxen  des  Körpers. 

Ueberlegen  wir  zum  Schlüsse,  ob  es  denn  nothwendig 
oder  vortheilhaft  war,  am  Anfange  der  Vorlesung  das  ima- 
ginäre Bild  des  Körpers  einzuführen. 

Da  die  Bestimmung  der  Axensysteme  eines  und  desselben 
Körpers  auf  ein,  durch  den  Körper  bestimmtes  System  con- 
focaler  Oberflächen  hinauskommt,  so  kann  man  für  das  Bild 
des  Körpers  irgend  eine  von  den  confocalen  Oberflächen 
wählen.  Das  Bild  des  Körpers  braucht  darum  nicht  ein  ima- 
ginäres Ellipsoid  zu  sein. 
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Als  das  einfachste  reelle  Bild  erscheint  diejenige  Grenz- 
fläche unter  den  confocalen  Oberflächen;  welche  von  einer 
Ellipse  umschlossen  ist.  Dieses  Bild  des  Körpers  wollten  wir 
aber  darum  nicht  wählen,  weil  es  sich  nur  durch  eine  kubische 
Gleichung  definiren  lässt,  wenn  der  Körper  bezogen  ist  auf 
irgend  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem. 

Irgend  ein  anderes  reelles  EUipsoid  aus  der  Schaar  der 
confocalen  Oberflächen  leistet  zwar  für  unsere  Zwecke  ganz 
dasselbe,  aber  es  giebt  unter  den  confocalen  Oberflächen  keine 
einzige,  welche  sich  dem  Körper  analytisch  so  anschmiegt., 
als  das  im  Anfange  der  Vorlesung  definirte,  imaginäre  Bild 
des  Körpers. 
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Geometrische  Deutung  der  kubischen  Gleichung 
j  =  O9  von  welcher  die  Hauptaxen  einer  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  abhängen. 


Wenn  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  einen  Mittelpunkt 
hat,  so  lässt  sich  ihre,  in  PunktcoorJinaten  gegebene  Glei- 
chung durch  Verlegung  des  Coordinatenanfangspunktes  in 
den  Mittelpunkt  der  Oberfläche,  mit  Beibehaltung  der  Rich- 
tung der  rechtwinkligen  Coordinatenaxen,  wie  man  in  der 
dreizehnten  Vorlesung  gesehen  hat,  immer  auf  die  Form  zurück- 
führen: 

(1) 9P(^>2/;^)  —  1=0, 

in  welcher  Gleichung  <p{x,yf  0)  einen  Ausdruck  bedeutet  von 
der  Form: 

Durch  Drehung  des  rechtwinkligen  Coordinatensystemes 
um  den  Mittelpunkt  der  Oberfläche  führten  wir  in  der  neun- 
zehnten Vorlesung,  indem  die  Function  (p  (x,  y,  z)y  ausgedrückt 
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durch  die  neuen  rechtwinkligen  Coordinaten^  die  Gestalt  er- 
hielt : 

(3) q>{x,y,ß)  =  k,X'^  +  l,Y^  +  k,Z^, 

die  Gleichung  (1)  der  Oberfläche  auf  die  Hauptaxen  zurück: 

(4) l^X^  ^x^Y•^  +  X^Z^  —  1  =  0. 

Die  von  der  Oberfläche  auf  den  Hauptaxen  abgeschnitte- 
nen Stücke: 

1  1  1 

sind  die  Hauptaxen  der  Oberfläche  ihrer  Grösse  nach. 

Diese  Grossen  hängen  offenbar  ab  von  der,  in  der  neun- 
zehnten Vorlesung  unter  (11)  aufgeführten,  kubischen  Glei- 
chung ^  =  0,  welche  nach  Potenzen  von  A  entwickelt: 

(5) -  z/  =  A3  —  ^r  -f  jBA  —  C  =  0 

folgende  Werthe  der  Coefficienten  giebt: 

(6)      B  =  (a„  «2,  —  al^)  +  {a^^a^^  —  a^  J  +  (aooa,i  —  og ,), 

C=  ^00^11^22    I    ^^12^20^01 — 0^00^12  —  ^11  ^20  — ^22^0  1' 

Lässt  man  nun  die  sechs  Coefficienten  in  der  Function  (2) 
<p{x,yyis)  beliebig  variiren,  so  stellt  die  Gleichung  (1)  alle 
möglichen  Oberflächen  zweiter  Ordnung  mit  demselben  Mittel- 
punkt dar.  Lässt  man  aber  jene  sechs  Coefficienten  unter 
der  Beschränkung  variiren,  dass  die  Ausdrücke  (6)  Ä,  B,  C 
ungeändert  bleiben,  so  stellt  die  Gleichung  (1)  nur  solche 
Oberflächen  zweiter  Ordnung  dar,  welche  gleich  grosse  Haupt- 
axen haben,  oder,  mit  anderen  Worten,  die  Gleichung  (1)  ist 
unter  der  gemachten  Voraussetzung  der  analytische  Ausdruck 
für  eine  und  dieselbe  Oberfläche,  beliebig  gedreht  um  ihren 
Mittelpunkt. 

Von  der  Voraussetzung  ausgehend,  dass  A,  B,  C  unver- 
änderliche Grössen  seien,  wollen  wir  nun  die  geometrische 
Bedeutung  dieser  Grössen  feststellen. 

Bezeichnen  wir  mit  P,  Q,  JR  die  Längen  der  auf  den 
Coordinaten  x,  y,  0  von  der  Oberfläche  (1)  abgeschnittenen 
Stücke,  so  haben  wir: 
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i>2  =  ±        Q^  =  -,      E^  =  -' 

«oo'  ^  Oll'  fl« 

Es  ist  demnacli: 

-A  =  a^Q  4"  ^11  +  %2  =  p2  4"  ö«  "t"  jB« ' 

Da  aber  A  der  Voraussetzung  nach  eine  constante  Grösse 
ist;  so  drückt  diese  Gleichung  den  Satz  aus: 

Wenn  man  um  den  Mittelpunkt  einer  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  ein  System  von  drei,  in 
dem  Mittelpunkte  auf  einander  senkrecht  stehen- 
den geraden  Linien  dreht^  so  ist  die  Summe  der 
reciproken  Quadrate  der,  von  der  Oberfläche  auf 
den  geraden  Linien  abgeschnittenen  Stücke  eine 
constante  Grösse. 

Diese  constante  Grösse  lässt  sich  näher  bezeichnen.  Denn 
wenn  man  das  System  von  drei,  in  dem  Mittelpunkte  der 
Oberfläche  auf  einander  senkrecht  stehenden  Linien  in  die 
Lage  der  Hauptaxen  bringt,  so  werden  jene  auf  ihnen  abge- 
schnittenen Stücke  die  Hauptaxen  selber. 

Als  Corollar  zu  dem  angegebenen  Satze  bezeichnen  wir 
folgenden : 

Wenn  man  um  den  Mittelpunkt  eines  Kegel- 
schnittes einen  rechten  Winkel  dreht,  dessen  Spitze 
im  Mittelpunkte  liegt,  so  ist  die  Summe  der  reci- 
proken Quadrate  der,  von  dem  Kegelschnitte  auf 
den  Schenkeln  des  re'chten  Winkels  abgeschnitte- 
nen Stücke  eine  constante  Grösse. 

Dieser  Satz  geht  hervor  aus  dem  vorhergehenden,  wenn 
man  die  Richtung  der  einen  von  den  drei,  im  Mittelpunkte 
der  Oberfläche  auf  einander  senkrecht  stehenden  geraden  Li- 
nien ungeändert  lässt,  und  die  Drehung  macht  um  diese  un- 
geänderte  gerade  Linie. 

Wir  erhalten  die  Gleichung  des  Kegelschnittes,  in  wel- 
chem die  j/jsr  Ebene  die  Oberfläche  (1)  schneidet,  wenn  wir  in 
der  Gleichung  der  Oberfläche  a?  =  0  setzen: 

a,,y^  +  2ai2y;8f  -f  a-^^z'^  —1=0. 

HxME,  analyt.  Geometrie  d.  Baiuuea.    3.  Aufl.  24 
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Die  Hauptaxen  dieses  Eegelsclmittes  hängen  ab  von  der 
quadratischen  Gleichung: 


^21  ?        ^22  ^ 


=  0, 


in  welcher  das  von  A  freie  Glied  gerade  der  erste  Theil  des 
Ausdruckes  B  in  (6)  ist: 

«ii«22  — «i|- 

Dieses  Glied  ist  das  Product  der  beiden  Wurzeln  der 
quadratischen  Gleichung^  und  da  die  Wurzeln  die  reciproken 
Quadrate  der  Hauptaxen  des  Kegelschnittes  ausdrucken,  so 
stellt  der  letzte  Ausdruck  durch  n^  dividirt,  nach  (39)  der 
einundzwanzigsten  Vorlesung  ^  das  reciproke  Quadrat  des 
Flächeninhaltes  des  Kegelschnittes  dar,  wenn  derselbe  eine 
Ellipse  ist. 

Die  Bedeutung  der  beiden  anderen  Glieder,  aus  welchen 
der  Ausdruck  B  in  (6)  zusammengesetzt  ist,  ergiebt  sich  hier- 
nach von  selbst.  Dividiren  wir  nun  JB  durch  it^  und  be- 
merken, dass  bei  der  Drehung  der  Oberfläche  um  ihren 
Mittelpunkt  der  Quotient  ungeändert  bleibt,  so  haben  wir 
den  Satz: 

Wenn  man  um  den  Mittelpunkt  einer  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  drei,  in  diesem  Punkte  auf 
einander  senkrecht  stehende  Ebenen  dreht,  so 
schneiden  die  drei  Ebenen  die  Oberfläche  in  drei 
Kegelschnitten,  von  welchen  die  Summe  der  reci- 
proken Quadrate  der  Flächeninhalte  eine  constaute 
Grösse  ist. 

Wenn  einer  von  den  drei  Kegelschnitten  eine  Hyperbel 
oder  Parabel  wird,  so  hört  die  Gültigkeit  des  Satzes  selbst- 
verständlich auf.  Er  triffi  aber  wieder  zu,  wenn  man  die 
Drehung  in  der  Weise  bewerkstelliget,  dass  die  Hyperbel  oder 
Parabel  ungeändert  bleibt. 

Was  endlich  die  Bedeutung  des  Coefficienten  G  in  der 
kubischen  Gleichung  ^^^  =  0  anbetrifift,  so  weiss  man,  dass 
derselbe  gleich  ist  dem  Produkt  der  drei  Wurzeln  der  Glei- 
chung, also  gleich  dem  reciproken  Produkt  aus  den  Quadraten 
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der  Hauptaxen  der  Oberfläche.  Dividirt  man  daher  den 
Goefficienten  C  durch  (4^^)^,  so  erhält  man  nach  (56)  der 
zweiundzwanzigsten  Vorlesung  das  reciproke  Quadrat  des 
körperlichen  Inhaltes  der  Oberfläche,  vorausgesetzt^  dass  die 
Oberfläche  ein  Ellipsoid  ist. 


Die  -Mitt^lpunktgleichung  der  Oberfläche  zweiter  Ord- 
nung; durch  Ebenencoordinaten  ausgedrückt,  erhält  man, 
wenn  man  die,  der  Function  ^(x,y,^)  reciproke  Function 
0{u,VyW)  bildet,  und  hierauf  setzt: 

(7) O(u,v,w)  —  l  =  0. 

Wenn  wir  von  dieser,  durch  Ebenencoordinaten  ausge- 
drilckten  Gleichung  der  Oberfläche  zweiter  Ordnung  mit  einem 
Mittelpunkte  ausgehen,  so  können  wir  ebenfalls  die  kubische 
Gleichung  ^  =  0  angeben,  von  welcher  die  Hauptaxen  der 
Oberfläche  abhängen.  Die  geometrische  Deutung  der  Coeffl- 
cienten  in  dieser  kubischen  Gleichung  muss  auf  Sätze  führen, 
die  den  vorhergehenden  Sätzen  analog  sind. 

Wir  bemerken,  um  die  angegebene  Idee  zu  verwirklichen, 
dass,  während  die  Substitutionen  (14)  der  achtzehnten  Vor- 
lesung die  Function  9  (a;,  y ,  g)  transformiren  in  (3),  die  Sub- 
stitutionen (23)  derselben  Vorlesung  die  reciproke  Function 

(8)  0{u,  V,  w) = ^00^^+  ^11^^+  e^2W^'\-2e^^vw  +  Ze^«  wu  -(- 2eQ^uv, 

nach  den  Auseinandersetzungen  in  der  zwanzigsten  Vorlesung 
transformiren  in: 

(9) *(^'^^^)  =  i:  +  i7+  A,  • 

Es  ist  demnach: 

CO) f+-^+-r-'-» 

die  Gleichung  der  Oberfläche  (7),  bezogen  auf  das  Hauptaxen- 
system  dieser  Oberfläche;  und  die  kubische  Gleichung  ^  =  0, 
von  welcher  die  Transformation  abhängt,  ist: 

24* 
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(11^    ....     A  = 


1 


^10;    ^11  ;t   ;    ^12 


^20  7      ^21  '      ^22  X 


=  0. 


Wenn  wir  diese  Gleichung  entwickeln,  wie  folgt: 

(12) _^  =  2,._al-  +  6-f-c  =  0, 

SO  finden  wir  die  Werthe  der  Coefficienten  a,  &,  c: 

^  "^^  ^00  "l     ^11     I     ^22; 
(13)  D  =  (6,1^22  ^12)  +  (^22^00  ^20)     «     (^00  ^11  ^Ol)' 

^  =  ^00^11^22     I     ^^12^20^01  ^00^12  ^11^20  ^22^01" 

Wir  lassen  nun  die  sechs  Coefficienten  e  in  der  Glei- 
chung  (7)  der  Oberfläche  beliebig  variiren  und  erhalten  da- 
durch alle  möglichen  Oberflächen  zweiter  Ordnung  mit  dem- 
selben Mittelpunkte.  Beschränken  wir  aber  diese  Variationen^ 
indem  wir  festsetzen,  dass  die  drei  Coefficienten  a^  b,  c  in 
(13)  unverändert  bleiben,  so  stellt  die  Gleichung  (7)  eine  und 
dieselbe  Oberfläche  zweiter  Ordnung  dar  in  allen  möglichen 
Lagen  nach  der  Drehung  um  den  Mittelpunkt. 

Die  verschiedenen  Lagen  einer  und  derselben  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  wollen  wir  nun  in  das  Auge  fassen. 

Zu  diesem  Zwecke  legen  wir  drei  Tangentenebenen  an 
die  Oberfläche  (7)  den  Coordinaten'ebenen  parallel,  und  be- 
stimmen die  senkrechten  Abstände  p,  q,  r  derselben  von  dem 
Mittelpunkte  der  Oberfläche  aus  der  Gleichung  (7): 


P   —  ^00?     9.   —  ^r; 


r-  ==  e 


22' 


Hiemach  ist: 

«  =  <?oo  +  ^u  +  ^22  =  P^  +  Q'^  +  r'^, 

welche  Gleichung  ausdrückt,  dass  die  Summe  der  Qua- 
drate der  Entfernungen  des  Mittelpunktes  der  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  von  irgend  drei/  auf  ein- 
ander senkrecht  stehenden  Tangentenebenen  der- 
selben eine  constante  Grösse  ist. 
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Wir  können  diesen  Satz  auch  so  auffassen: 

Der  geometrische  Ort  des  Schnittpunktes  dreier, 
auf  einander  senkrecht  stehenden  Tangenten- 
ebenen einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  ist  eine 
Kugel;  deren  Mittelpunkt  in  dem  Mittelpunkte  der 
Oberfläche  liegt. 

Wenn  wir,  indem  wir  in  der  Gleichung  (7)  der  Ober- 
fläche t«  =  0  setzen,  die  Oberfläche  senkrecht  auf  die  y;?  Ebene 
projiciren,  so  erhalten  wir  die  Gleichung  der  Projection: 

e^iV^  +  2^12^^  -f-  Cj'iW?'^  —  1  =  0, 

welche  einen  Kegelschnitt  ausdrückt,  dessen  Hauptaxen  von 
der  quadratischen  Gleichung  abhängen: 


^it         i  y    ^n 


1 


=  0. 


Das  in  der  Entwickeluug  dieser  Gleichung  nach  Potenzen 
von  —  mit  der  Oten  Potenz  multiplicirte  Glied: 

^11^22  ^12' 

welches  den  ersten  Theil  des  Ausdruckes  h  in  (13)  bildet,  ist 
das  Quadrat  des  Productes  der  Hauptaxen  des  Kegelschnittes. 
Wir  erhalten  daher  das  Quadrat  des  Flächeninhaltes  der  Pro- 
jection, wenn  wir  jenen  Ausdruck  noch  mit  n^  multipliciren. 
Multipliciren  wir  nun  die  ganze  zweite  Gleichung  (13) 
mit  n^  und  bemerken,  dass  hnr  sich  bei  der  Drehung  der 
Oberfläche  um  den  Mittelpunkt  nicht  ändert,  so  ergiebt  sich 
aus  der  geometrischen  Deutung  der  einzelnen  Theile  jener 
Gleichung  der  Satz: 

Wenn  man  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung 
auf  irgend  drei,  auf  einander  senkrecht  stehende 
Ebenen  projicirt,  so  ist  die  Summe  der  Quadrate  der 
senkrechten  Projectionen  eine  constante  Grösse. 

Es  lässt  sich  dieser  Satz  als  eioe  Ausdehnung  des  Satzes 
(5)    der   ersten  Vorlesung  auffassen.     Denn,    verstehen   wir 
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unter  Flächeninhalt  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  die 
Quadratwurzel  aus  der  Summe  der  Quadrate  der  senkrechten 
Projection  der  Oberfläche  auf  bestimmte  drei,  auf  einander 
senkrecht  stehende  Ebenen  und  bezeichnen  dieselben  mit  d\ 
bezeichnen  wir  ferner  mit  -4,  J?,  C  die  senkrechten  Pro- 
jectionen  der  Oberfläche  auf  irgend  drei,  auf  einander  senk- 
recht stehende  Ebenen,  so  haben  wir  jene  in  (5)  der  ersten 
Vorlesung  aufgeführte  Gleichung,  die  dort  nur  Geltung  hatte, 
wenn  die  Oberfläche  zweiter  Ordnung  eine   Grenzfläche  war. 

Der  angegebene  Satz  gilt  ohne  Einschränkung  für  das 
EUipsoid.  Ist  bei  einer  anderen  Oberfläche  zweiter  Ordnung 
eine  der  senkrechten  Projectionen  der  Oberfläche  eine  Hyper- 
bel oder  Parabel,  so  verlangt  der  Satz  eine  leicht  anzugebende 
Modification. 

Was  endlich  den  Coefficienten  c  in  der  kubischen  Glei- 
chung (12)  anbelangt,  so  weiss  man,  dass  derselbe  das  Quadrat 
ist  des  Productes  der  Hauptaxen  der  Oberfläche.  Multiplicirt 
man  diesen  Coefiicienten  mit  {\^y,  so  erhält  man  nach  (56) 
der  zweiundzwanzigsten  Vorlesung  das  Quadrat  des  körper- 
lichen Inhaltes  der  Oberfläche,  vorausgesetzt,  dass  die  Ober- 
fläche ein  EUipsoid  ist. 
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für  die  Rotationsoberflächen 
zweiter  Ordnung. 


Bei  Gelegenheit  der  Hauptaxenbestimmung  einer  durch 
ihre  Gleichung  f{Xj  y,  ;ßf,  1)  =  0  gegebenen  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  in  der  neunzehnten  Vorlesung  haben  wir  die  Be- 
dingungen (39)  «Q  =  «j  =  «2  für  eine  Rotationsoberfläche 
zweiter  Ordnung  festgestellt,  welche,  mit  Hülfe  von  (27) 
durch  die  Coefflcienten  in  der  gegebenen  Gleichung  ausge- 
drückt, folgende  Gestalt  erhalten: 

««  «10  «Ol 
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Wir  werden  im  Folgenden,  indem  wir  die  Entstehung 
der  Rotationsoberflächen  zweiter  Ordnung  ins  Äuge  fassen, 
dieselben  Bedingungsgleichungen  auf  einem  anderen  Wege 
herleiten.  ^ 

Eine  Rotationsoberfläche  entsteht  im  Allgemeinen,  wenn 
eine  Curve  sich  um.  eine  feste  Axe  dreht.  Die  Curve  be- 
schreibt dann  die  ßotationsoberfläche ,  indem  jeder  Punkt 
derselben  einen  Kreis  durchläuft,  dessen  Ebene  senkrecht 
steht  auf  der  Rotationsaxe ,  und  dessen  Mittelpunkt  auf  der 
Rotationsaxe  liegt.  Daher  schneiden  alle  auf  der  Rotations- 
axe  senkrecht  stehenden  Ebenen  die  Rotationsoberfläche  in 
Kreisen,  deren  Mittelpunkte  in  der  Rotationsaxe  liegen.  Die 
Rotationsoberfläche  zweiter  Ordnung  wird  von  jeder  auf  der 
Rotationsaxe  senkrecht  stehenden  Ebene  nur  in  einem  Kreise 
geschnitten,  weil  eine  jede  gerade  Linie  in  der  Ebene  des 
Kreises  die  Oberfläche  nur  in  zwei  Punkten  schneidet. 

Dieses  vorausgeschickt,  sei  nun: 

(ly f(x,y,e,l)  =  0 

die  Gleichung  irgend  einer  Rotationsoberfläche  zweiter  Ord- 
nung, indem  wir  festsetzen,  dass:  ^ 

C2)  ^^^'  ^'  ^'  *^  ""  ^^^'  ^'  ^^  "*"  ^^^^^  *^  ^^^^^  "^  ^^^^^  "^  ^^^' 

Es  seien  ferner: 

,^.  AQ  =  ax  +  ßy-{-yz  —  6^  =  0, 

^^ A^  =  ax  +  ßy  +  y0  —  d^  =  0 

die  Gleichungen  von  zwei  beliebigen,  auf  der  Rotationsaxe 
der  Oberfläche  (1)  senkrecht  stehenden  Ebenen  in  der  Nor- 
malform, welche  die  Oberfläche  also  in  Kreisen  schneiden. 
Da  die  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte,  die  Rotations- 
axe, senkrecht  auf  den  Ebenen  steht,  in  welchen  die  Mittel- 
punkte liegen,  so  wird  man,  wenn  man  setzt: 

(4) . . .  K'=ix-Ay  +  (i,-  Bf  +  (;?  -  o*  -  m, 

immer  eine  Kugel  K=0  bestimmen  können,  auf  welcher 
beide  Kreise  liegen. 

Man  hat  daher  drei  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  die 
gegebene  Oberfläche  (1)  f{Xy  y,  ^^,  1)  «=  0,   die  Kugel  K  =  i) 
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und  das  Ebenenpaar  AqA^  =0,  von  welchen  jede  durch  die 
Schnittcurve  der  beiden  anderen  geht,  und  daher  nach  den 
Auseinandersetzungen  in  der  neunten  Vorlesung  die  identische 
Gleichung: 

(5) f{x,  y,  Zy  1)  —  AÄ'=  {lÄqA^. 

Diese  identische  Gleichung  ist  die  Bedingung  für  die  ßo- 
tationsoberfläche  (1).  Das  will  sagen,  dass  die  Oberfläche  (1) 
eine  Rotationsoberfläche  sei,  wenn  die  elf  Gonstanten  A,  A,  B, 
C,  B,  ^^  ccj  ß,  y,  Öq,  d^  sich  so  bestimmen  lassen,  dass  der 
Gleichung  (5)  identisch  genügt  wird. 

Da  zwischen  den  Constanten  a\  ß,  y  noch*  die  Gleichung 
besteht  a^  -\-  ß'^  -\-  y^  =  l,  so  vertreten  die  elf  Constanten 
nur  die  Stelle  von  zehn  Constanten,  welche  durch  eben  so 
viele  Gleichungen  bestimmt  werden.  Da  aber  die  identische 
Gleichung  (5)  durch  Gleichsetzen  der  Coefficienten  der  Po- 
tenzen und  Producte  gleicher  Variabein  sich  in  zehn  Be- 
dingungsgleichungen auflöst,  so  hat  es  den  Anschein,  als 
könne  diesen  zehn  Gleichungen  immer  genügt  werden,  welcher 
Art  auch  die  gegebene  Oberfläche  (1)  sei.  Allein,  wenn  man 
beachtet,  dass  in  die  sechs  Bedingungsgleichungen,  welche  sich 
durch  Gleichsetzen  der  correspondirenden  Glieder  der  zweiten 
Ordnung  in  der  identischen  Gleichung  (y)  ergeben,  nur  die 
fünf  Constanten  A,  /Lt,  a,  j3,  y  eingehen,  zwischen  welchen 
noch  die  Gleichung  «^  +  /3^  -j-  y'^  =  1  besteht,  so  sieht  man, 
dass  durch  Elimination  der  fünf  Constanten  aus  den  sieben 
Gleichungen  sich  zwei  Bedingungsgleichungen  ergeben  müssen. 

Setzen  wir  nämlich  die  correspondirenden  Glieder  der 
zweiten  Ordnung  in  der  identischen  Gleichung  (5)  einander 
gleich,  so  erhalten  wir: 

0^00  —  '^  =  ^«%     «i2  =  /*/5y, 
iß) ö^H  —  A  ==>/3^     ajo  =  ^ya, 

«22  —  A  =  f*yS      «Ol  =f*«/'? 

Gleichungen,  in  welche  nur  die  vier  Constanten  A,  a^ft,  ßVfJ^, 
yYli  eingehen.  Wir  brauchen  deshalb  die  Gleichung  ar -{-■  ß^ 
-f.  y2  =  1  nicht  weiter  zu  berücksichtigen.  Denn  die  Elimi- 
nation dieser  vier  Constanten  aus  den  sechs  Gleichungen  (6) 
giebt  ebenfalls  die  beiden  Bedingungsgleichungen.  Um  letztere 
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zu  erhalten ;  multipliciren  wir  je  zwei  von  den  drei  letzten 
Gleichungen  (6)  und  dividiren  sie  durch  die  übrig  bleibende. 
Dadurch  wird: 

(7)..     ^=^„i,      fm?..i_^^2,      f.0.«,,=^y2 

.  "Il  "tJ  '•Ol 

und  durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  iu  die  drei  ersten 
Gleichungen  (6)  erhalten  wir  die  oben  angegebenen  beiden 
Bedingungsgleichungen  für  die  Rotationsoberfiäche  (1): 

"12  "2J  t^Ol 

zugleich  mit  dem  Werthe  von  A. 

Handelt  es  sich  um  die  Kichtung  der  Kotationsaxe^  welche 
mit  den  Coordinatenaxen  Winkel  bildet,  deren  Cosinus  sind 
a,  /J,  y,  so  hat  man  auf  Grund  von  (7): 

«  .  Ä  .  y  =  t/^01^)«  .  7Ai«qio  .  iAt:»q«i 

a  1  ^  1 

a  :  p  :  y  =^         —   :  -  -   :         —  ^ 

O»  Ö^  ^01 

in  Uebereinstiinmung  mit  (36)  der  neunzehnten  Vorlesung. 

Wir  sehen  hier  zwei  Bedingungsgleichungen  für  eine 
Rotationsoberfläche  zweiter  Ordnung  auftreten,  während  die 
eine  Bedingung  der  Gleichheit  zweier  Wurzeln  der  kubischen 
Gleichung  ^  =  0,  von  welcher  die  Hauptaxen  der  Oberfläche 
abhängen,  für  sich  schon  hinreicht,  die  Oberfläche  zu  einer 
Rotationsoberfläche  zu  machen.  Die  Erklärung  dieses  Para- 
doxons wird  den  Gegenstand  der  folgenden  Untersuchung 
bilden. 

Auf  ein  ähnliches  Paradoxon  stösst  man  schon  beim 
Kreise  in  der  Ebene.  Man  weiss  nämlich,  dass  der  Kegel- 
schnitt: 

nur  unter  den  beiden  Bedingungen: 

ein  Kreis  ist,  während  schon  die  eine  Bedingungsgleichung: 

(«00  +  ^uY  -  4(aou«ii  —  %\)  =  ^ 
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der  Gleichheit  der  beiden  Wurzeln  der   quadratischen  Glei- 
chung : 

^00  ^9  ^01 

^10  ;       ^11  —  ^ 


=  0, 


von  welcher  die  Hauptaxen  des  Kegelschnittes  abhängen  ^  hin- 
reicht, um  den  Kegelschnitt  in  einen  Kreis  übergehen  zu 
lassen. 

Man  braucht  aber  nur  jene  Bedingungsgleichung  in  die 
Form  der  Summe  zweier  Quadrate  zu  bringen: 

um  zu  sehen,  dass  die  eine  Bedingungsgleichung  in  die  beiden 
angegebenen  Bedingungsgleichungen  zerfällt. 

Eine  ähnliche  Zerfällung  der  Bedingungsgleichung  für 
die  Gleichheit  zweier  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung  ^  ==^0 
in  die  Summe  von  Quadraten  lässt  sich  nach  der  Analogie 
erwarten,  und  Kummer  führte  sie,  wenn  gleich  auf  einem 
beschwerlichen  Wege,  zuerst  durch. 

Wir  beginnen  unsere.  Untersuchung  mit  der  Aufstellung 
der  Bedingungsgleichung  für  die  Gleichheit  zweier  Wurzeln 
der  kubischen  Gleichung  ^  =  0. 

Die  Bedingungsgleichung  für  die  G  leichheit  zweier  Wurzeln 
einer  gegebenen  Gleichung  erhält  man  bekanntlich  dadurch, 
dass  man  die  gegebene  Gleichung  nach  der,  in  ihr  vorkom- 
menden Unbekannten  partiell  diiferentiirt  und  aus  beiden 
Gleichungen  die  Unbekannte  eliminirt.  Ist  die  gegebene  Glei- 
chung eine  algebraische  vom  nten  Grade,  so  wird  die  diffe- 
rentiirte  Gleichung  vom  (w  —  l)ten  Grade.  Die  allgemeinen 
Methoden  der  Elimination  der  Unbekannten  aus  diesen  Glei- 
chungen geben  jedesmal  eine  resultirende  Gleichung,  welche 
einen  überflüssigen  Factor  enthält.  Dieser  überflüssige  Factor 
wird  vermieden,  wenn  man  für  die  genannten  Gleichungen 
zwei  ihnen  äquivalente  Gleichungen,  beide  vom  (w — l)ten 
Grade,  in  folgender  Weise  substituirt. 

Man  mache  die  gegebene  Gleichung  vom  nten  Grade 
dadurch  homogen,  dass  man  in  ihr  für  die  Unbekannte  A  setzt 

— ,  und  die  Gleichung  mit  «'•  multiplicirt.     Aus  dieser  Gfei- 

chung  geht  wieder  die  gegebene  Gleichung  hervor,  wenn  man 
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für  X  den  Werth  setzt  x  ==  1 ,  welchen  Werth  von  x  wir 
auch  in  dem  Folgenden  beibehalten  werden.  Wenn  nun  die 
gegebene^  homogen  gemachte  Gleichung  ist: 

so  hat  man  für  die  gleiche  Wurzel  A  überdies: 

^'(A)  =  0. 
Da  aber: 

so  sieht  maU;  dass  für  die  gleiche  Wurzel  auch  ist: 

^'  (x)  =  0. 

Man  hat  daher  für  die  gleiche  Wurzel  die  beiden  Glei- 
chungen vom  (n — l)ten  Grade: 

aus  welchen  die  Unbekannte  X  zu  eliminiren  ist^  während 
man  früher  die  Elimination  aus  einer  Gleichung  des  nten  und 
einer  zweiten  Gleichung  des  (w— l)ten  Grades  zu  vollführen 
hattC;  um  die  gesuchte  Bedingungsgleichung  zu  erhalten. 

Nach  der  Bezout-Sylvester'schen  Methode  kommt  die 
Elimination  der  Unbekannten  l  aus  den  beiden  letzten  Glei- 
chungen darauf  hinaus,  die  Elimination  der  (2n  —  2)  ersten 
Potenzen  von  X,  mit  Einschluss  der  Oten  Potenz,  aus  folgen- 
den (2w  —  2)  Gleichungen: 

^'(A)  =  0,     Xt\X)  =  0,  . .  .  A«-2^'(^)  =  0; 
^'(x)  =  0,     Xil;'{x)  =  0,  .  .  .  A»-«^'(^)  =  0, 

wie  aus  linearen,  homogenen  Gleichungen  zu  vollführen. 

Setzen  wir  nun,  um  die  angegebene  Begel  auf  den  Fall 
der  kubischen  Gleichung  ^  =  0  anzuwenden : 

^(x,  X)  =  —  J  =  X^  —  AX^  +  Bk  ^  C, 

so  haben  wir  unter  der  Voraussetzung,  dass  x  den  Werth  1 
habe: 

^'(A)  =  3  A^  —  2^  A'  +  BX\ 

-  ^'(x)  c=  AX^  —  2 JBA'  +  3 C?A% 
und  daher  die  Elimination  der  Potenzen  A®,  X\  X\  X^  aus  den. 
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(10).  ..   3Z2  = 


in  Bücksicht  auf  sie  linearen,  homogenen  Gleichungen  aus- 
zuführen : 

3X^-'2AP  +  BX'  =0, 

+  3A2  —2ÄV  +  Bk^  =0, 
+  ÄX^    -2BX^  +3CA0  =  0, 

Äl^  —  2Bl^  +  3Cl^  =0. 

Bezeichnen  wir  mit  3L^  die  Determinante: 

3,  —2A,  +    B,  0 

0,         3,  —2A,  +    B 

0,  +    Ä,  — 2J5,  +3C 

A,  +2B,  +3(7,  0 

so  haben  wir  als  Besultat  der  Elimination  die  gesuchte  Be- 
dingungsgleichung : 

(11) L2  =  o 

für  die  Gleichheit  zweier  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung 
z/  =  0. 

Om  die  aufgestellte  Bedingungsgleichung  (11)  weiter  zu 
transformiren ,  werden  wir  der  Determinante  (10)  3L^  nach 
und  nach  andere  Formen  geben. 

Wir  benutzen  zu  diesem  Zwecke  die  Relationen  zwischen 
den  Potenzsummen  5,,,  5,,  .  .  .  S4  der  Wurzeln  und  den  Coef- 
ficienten  der  kubischen  Gleichung  ^  =  0: 

Sq  =  3, 

«2  —  As^  +  Bsq  =  B, 

53  —  AS2  +  Bsi  —  Csq  =  0, 

54  —  J.S3  +  Bs^  —  Cs^  =  0*), 


*)  Die  angegebenen  Formeln  leitet  man  leicht  aus  der  in  X  iden- 
tischen Qleichung:  * 

in  folgender  Weise  ab: 

Die  angegebene  identische  Gleichung,  differentiirt  nach  X: 


Bedingangen  för  die  Rotation soberflächen  zweiter  Ordnung.     381 


•i 


$2  — '  ^JiSt 


aus  welchen  Gleichungen  unmittelbar  folgt: 

I  =  —  2B, 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  lässt  sich  die  Determiuante 
(10)  3L^  so  ausdrücken: 

U  .  5|  ■  5«  """.ASi  f  So  ~—'  jßjSn  ~f"  jDS* 

S*  f  Sn  "~~  <ASr  )  öj  "~~  .^OjS^    |~  iXJö  j  j  Sa  ~"~  -^^3  "t*  •*^^2  ~~~  ^^i   ' 

Diese  Determinante  ist  aber  wieder  nach. Satz  (30)  der 
siebenten  Vorlesung  gleich: 


3i^  = 


dividirt  man  durch  die  angegebene  Gleichung,  wodurch  man  erhält: 


+ 


J   dX       X  —  io    '    ^  —  A| 

Jeden  Bruch  des  rechten  Theiles  dieser  Gleichung  entwickelt  man  nach 
absteigenden  Potenzen  von  X,  wodurch  man  erhält: 


1  dd 
A  dl 


X 


und  durch  Summation: 

1  dA 


oder: 


d  dx-"  X  r'»+  X  +z»  + 


dA  ., 


Setzt  man  in  diese,  in  X  identische  Gleichung  für  d  und  ^y  ihreWerthe: 

0  A 


dx 


—  X»   +w4x«  — J5x  +  a, 

—  8X*  +  2-4X  — B, 


80  erhält  man  durch  Gleichsetzen  der  Coefficienten  gleicher  Potenzen 
von  X  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  die  oben  angegebenen  Glei- 
chungen und  noch  mehrere  der  Art. 
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3i» 


^0  > 

0, 
0, 


»1? 


'o; 


4? 


*2  9 


>17 


II 


S 


2; 


»31 


^2 


Zieht  man  in  der  so  dai^estellten  Determinante  3  L^  die 
dritte  Horizontalreihe  der  Componenten  von  der  ersten  Hori- 
zontalreihe ab;  so» erhält  man  nach  dem  angegebenen  Satze: 

0,     0,     0 


3L«  = 


0, 

0,    .,, 


•Ol 


•11 


s 
s 


27 


'II 


•2  1 


'31 


S, 


und  endlich  nach  dem  Satze  (14)  der  siebenten*  Vorlesung, 
wenn  man  zugleich  für  Sq  seinen  Werth  3  setzt: 


(12) 


U  = 


•II 


^11       ^2 


'21 


3 


^21      ^31       ^4 


Beachtet  man  aber^  dass: 

(13) 5^  =  A?+A?+«, 

so  hat  man  nach  Satz  (31)  der  siebenten  Vorlesung 


(14)..    L^  = 


'•'Ol  '*'!   ;  "'2 

11  1  *  1  » 

"'Ol  '^11  ^2 

12  3   2  3   2 

'^O    I  ""11  "'2 


10  3   0  3    0 

'^O   I  "'11  "'2 

1  ^  1   '  1  1 

"'Ol  "-1    I  "'2 

12  12  3    2 

"»Ol  '^1    I  ""2 


Da  man  femer  hat: 


(A,  -  Ao)  (A,  -  Ao)  (A,  -  A,)  = 


SO  ist: 


10  10  3   0 

"'Ol  "'II  "'2 

1   *  1   >  1   * 

"'0    »  "•!    I  '^2 

12  12  3   2 

"'Ol  ""11  "-2 


(15)  .  .  .    ii»  ={(A,  -  Ao)  (Aj  -  Ao)  (A,  -  A,)}S 

und  X'  =  0  ist  eine  für  unseren  Zweck  geschicktere  Form 
der  Bedingungsgleichung  für  die  Gleichheit  zweier  Wurzeln 
der  kubischen  Gleichung  zi  =  0. 
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Diese  von  selbst  einleuchtende  Bedingungsgleichung  hätten 
wir  gleich  als  Ausgangspunkt  unserer  Untersuchung  wählen 
können ;  es  lag  aber  die  Absicht  vor,  zu  zeigen,  wie  die  ver- 
schiedenen Formen  sich  auf  einander  zurückführen  lassen. 

Betrachten  wir  nun  den  Ausdruck  von  L^  in  (15),  so 
sehen  wir,  dass  derselbe  verallgemeinert  in  (49)  der  zwanzig- 
sten Vorlesung  als  die  Summe  von  gleichartigen  Producten 
dargestellt  worden  ist. 

Setzen  wir  dort  n  =  2,  so  erhalten  wir: 

und  da  in  dem  vorliegenden  Falle  die  Function  f  ist: 
f=x^-\'y^  +  z^y  so  ist  auch  aa^a.a^  =  ea,a,a^. 

Es  stellt  sich  hiemach  der  Ausdruck  L^  als  die  Summe 
von  Quadraten  dar,  welche  rational  zusammengesetzt  sind  aus 
den  Coefficienten  der  gegebenen  Function  q>. 

Da  nun  dieser  Ausdruck  L^  nicht  verschwinden  kann, 
wenn  nicht  jedes  einzelne  Quadrat,  woraus  er  besteht,  ver- 
schwindet, so  sieht  man,  dass  die  eine  Bedingungsgleichung 
(11),  L^  =  0,  für  die  Gleichheit  zweier  Wurzeln  der  kubi- 
schen Gleichung  z/  =  Ö  in  mehrere  zerfällt,  wodurch  das 
oben  hervorgehobene  Paradoxon  erklärt  ist. 

Wenn  hiemach  die  Zerlegung  des  Ausdruckes  L^  in  die 
Summe  von  Quadraten  theoretisch  keine  Schwierigkeiten 
macht,  so  bedarf  es  doch  mannigfacher  Reductionen,  um  die 
Quadrate  auf  die  einfachsten,  von  Kummer  angegebenen 
Formen  zurückzuführen;  Grelles  Journal  für  Mathematik 
Bd.  26,  p.  268.  Wir  werden  'daher  den  in  der  zwanzigsten 
Vorlesung  eingeschlagenen  Weg  der  Zerlegung  des  Quadrates 
L^  in  dem  Folgenden  dem  Zwecke  entsprechend  anpassen. 

Die  Determinante: 


(16)- L  = 


bleibt  ungeändert,  wenn  man  irgend  eine  der  Yerticalreihen 
der  Componenten  durch  eine  und  dieselbe  Grosse  dividirt  und 
die   Determinante   selbst   mit   derselben  Grösse    multiplicirt. 


"'1  ; 

A," 

"'1  f 

A,« 

"'0  ; 

l  2 

A,* 
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Darauf  hin  kann  die  angegebene  Determinante  auch  so  dar- 
gestellt werden: 

1,      1,      1 

Bemerken  wir«  dass  das  Prodact  l^l^lj  der  drei  Wurzeln 
der  kuhi^dien  Gleichung  ^  =  0  nach  i  ]0>  der  neunzehnten 
Vorkstti^  gleich  i$t: 


<^M- 

«.!• 

"« 

v<"^ 

D  — 

•i.^. 

«11- 

«11  r 

A^»« 

«u. 

$o  hak»  wir: 

w  »  x^.       1  !  1 


131     ^U 

^N^  ^I^§^  jc.*^  ajs^>  r&z:»:^  c;;:rf±   »  C<w£bcäeHteB  in  <3rr 
w>e«r    rfcr».'Tii>    A^asurl:!*    ifr  ^  :«ef^. 

2t,  Cst^im.  l-miKLi   i-rjii^fj.  ^~jz  - 
-«      A—   ;:  —  ;..      ^  =  r    7  —  I«  —  -*, 
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(20)  . 


a?^  +  y^  +  ^^ 


X^  +   r*  +  Z^, 


wenn  0(x,y,0)  die  reciproke  Function  von  (p{x,y,e)  ist. 
Denn  die  mittlere  Gleichung  folgt  unmittelbar  aus  dem  Satze 
(25)  der  zwanzigsten  Vorlesung. 

Dieses  yorausgeschickt;    bilden   wir   nun    die    Determi- 
nante [a]: 


(21)   ...     [a]  = 


D 


D 


o'ix),   ^*'(y),  -i^*'W 


X. 


y. 


z 


und  bemerken,  dass  die  Oomponenten  in  derselben  auf  Grund 
der  identischen  Gleichungen  (20)  folgende  Werthe  haben: 

\fp{pS)  =  oAoZ  +  a'A,  r  +  ä'X^Z, 
^<p'(i,)  =bl,X  +  6'A,  r  +  b"X^Z, 
^q>'(e)^  cA,X  +  c'AiY  +  c'AjZ. 


~*'(y) 


Aq  Af  Af 

Aq  At 


it 


aX-\-a'Y-{-a"Z, 
hX  +  b'Y+b"Z, 
cX  +  c'  r  +  c"Z. 


Setzen  wir  diese  Werthe  der  Componenten  in  die  Deter- 
minante (21),  so  sehen  wir,  dass  nach  (31)  und  (29)  der 
siebenten  Vorlesung  dieselbe  in  das  Product  zerföllt: 


(22)    [o]  = 


a, 

d, 

a 

i. 

y, 

b" 

• 

Cf 

c  > 

c" 

Aq        *i 

1,.  1, 


1_ 
1 
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.D.XYZ, 
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Da  nun  der  erste  Factor  dieses  Productes  nach  (19)  und 
(20)  der  achtzehnten  Vorlesung  gleich  1  ist,  dasProduct  der 
beiden  darauf  folgenden  Pactoren  nach  (18)  gleich  L,  so 
haben  wir  die,  durch  die  Substitutionen  (19)  identische  Glei- 
chung : 

(23) xrz=^. 

Wir  entwickeln  nun  die  durch  (21)  definirte  Determi- 
nante [a] ,  welche  homogen  und  von.  der  dritten  Ordnung  ist 
in  Rücksicht  auf  die  Variabein  x,  y,  jsr,  indem  wir  setzen: 

(24) [a]  =  ZaaßY^P^^, 

und  setzen  diese  Entwicklung  in  (23). 

Alsdann  haben  wir  eine  Entwickelung  des  Productes 
XTZ  in  (23)  nach  Potenzen  und  Producten  der  Variabein 
Xf  y,  Zy  in  welcher  die  Goefficienten  rationale  Functionen 
sind  der  Goefficienten  in  der  Function  q),  sämmÜich  dividirt 
durch  L. 

Eine  zweite  Entwickelung  desselben  Productes: 

(25) XTZ=2:AaßyXf'y?gf^y 

in  welcher  die  Entwickelungscoefficienten  ganze,  rationale 
Functionen  der  Subsiitutionscoefficienten  sind,  entnehmen  wir 
aus  (45)  der  achtzehnten  Vorlesung,  woselbst  auch  in  (46) 
die  Werthe  der  Entwickelungscoefficienten  vorliegen. 

Da  nun  beide  Entwickelungen  für  alle  Werthe  der  Va- 
riabein X,  y,  z  gelten,  so  müssen  die  Goefficienten  der  Po- 
tenzen und  Producte  gleicher  Variabein  in  beiden  Entwicke- 
lungen einander  gleich  sein,  weshalb  wir  haben: 


(26) A„,y  = 


««/*y 


Diese  eleganten  Relationen  sinj^  von  Jacobi  aufgestellt 
worden  in  Grelle's  Journal  für  Mathematik  Bd.  30.  p.  46. 

Setzen  wir  endlich  diese  Werthe  von  Aaßy  ^  <üö  Glei- 
chung (49)  der  achtzehnten  Vorlesung  ein,  so  erhalten  wir 
die  Kummer'sche  Zerlegung  des  Ausdruckes  L^  in  die 
Summe  von  sieben  Quadraten: 
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'111 


(27) 

+  («120  —  «102)*  +  («012  —  «210)^  +  («201  —  «021)*  • 

Eine  aodere  Zerlegung  desselben  Ausdruckes  in  die  Summe 
von  zehn  Quadraten  würde  aus  der  Gleichung  (47)  der  ge- 
nannten Vorlesung  hervorgehen. 

Im  Original  findet  man  Kummer' s  glänzende  Ent- 
deckung in  Crelle's  Journal  für  Mathematik  Bd.  26.  p.  268. 

Es  bleibt  noch' übrig,  die  zehn  Entwickelungscoefficienten 
aaßy  selbst  zu  berechnen.  Dazu  ist  die  Kenntniss  des  Pro- 
ductes  von  D  und  der  reciproken  Function  0{x,  y,  js)  er- 
forderlich.   Setzen  wir  daher: 

(28)  D9{x,y^)=  b,,x^+  b,,y^+  h^^z^+  26,2^;?+  2h^^x+2l^,xy, 

so  ergeben  sich  nach  dem  bekannten  Bildungsgesetz  der  re- 
ciproken Function  0{Xy  y,  0)  aus  der  gegebenen  Function 
q)  (x,  y,  0)  die  Werthe: 

'^ÜO  ""^  «11^22  «12   ;       ^12  '^^  «Ol  «02  «00«12> 

(29)  &,i  =  «22«00  —  «2o'>       ^20  "=  «12«I0  «11  «20; 

^22  =*  «00«11  «Ol   }      ^01  "*  «20«21   —  «22«0I* 

Setzen  wir  femer  die  Werthe  der  partiellen  Differential- 
quotienten  der  gegebenen  Function  9(37,  y,  je?)  und  ihrer  reci- 
proken Functionen  O{x,y,0)  in  (21 ),  und  entwickeln  nach 
Vorschrift  von  (24),  so  finden  wir: 

«300  "^  «20^10  «10^20; 

«030  =^  «Ol  ^21  «21  ^01; 

«003  *^  «12^02  «02^12* 

«120*^  «21^11         «11^2l"r  «00^21         «21^00    1"  «01^20  «20^01; 

(m[W    ^102=«12^00  — «00^12"t"  «22^12         «12^22"!"  «10^02  «02^10; 

a0j2=  «02  ^22        «22^02T"  «11^02         «02^11"!     «12^01  «01^12; 

«210*^ «20^11         «11^20"!"  «00^20 —  «20^00*1"  «21^10  «10^21^ 

«201^^  «10^00        «00^10    1     «22^10         «10^22    1"  «20^12  «12^20; 

«021  =^  «Ol  ^22         «22  ^01    I     «11  ^01  —  «Ol  ^11  "T  «02  ^21  «21  ^02; 

«111=  «22^11 «11^22 4*  «00^22 —  «22^00"!"  «U  ^00         «00^11' 

26* 
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Der  Ausdruck  (27)  für  L^  kann;  unter  der  Vorausseiasung 
der  B^alität  der  Coefficienten  in  der  gegebenen  Function  (2) 
(p(x,  y,  is)y  nicht  verschwinden,  wenn  nicht  ein  jedes  der 
Quadrate  verschwindet,  aus  welchen  er  zusammengesetzt  ist. 
Lassen  wir  daher  nur  die  beiden  ersten  Quadrate  der  Summe 
verschwinden,  so  ergeben  sich  daraus  die  beiden  Gleichungen: 

welche  mit  den  zu  Anfang  der  Vorlesung  aufgestellten  Be- 
dingungsgleichungen vollkommen  übereinstimmen. 

Unter  Vermittelung  dieser  beiden  Gleichungen  verschwin- 
den im  Allgemeinen  auch  die  übrigen  Entwickelungscoeffi- 
cienten  aafiy^  ^^^  deshalb  auch  die  übrigen  Quadrate,  aus 
welchen  der  Ausdruck  (27),  X^,  zusammengesetzt  ist. 


Achtundzwanzigste  Vorlesung. 

Schnitte  von  Oberflächen  zweiter  Ordnung  und 

Ebenen.    Ereisschnitte. 


Die  Schnittcurve  einer  Ebene  und  einer  gegebenen  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  ist  ein  Kegelschnitt,  weil  nach  den 
Auseinandersetzungen  in  der  sechszehnten  Vorlesung  durch 
die  Schnittcurve  eines  Ebenenpaares  und  der  gegebenen  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  sich  immer  ein  Kegel  zweiter  Ord- 
nung hindurchlegen  lässt.  Sie  ist  überdies  eine  Curve  zweiter 
Ordnung.  Denn  transformirt  man  die  Gleichung  der  gegebenen 
Oberfläche  auf  ein  neues,  rechtwinkliges  Goordinatensystem, 
dessen  eine  Coordinatenebene  mit  der,  die  Oberfläche  schnei- 
denden Ebene  zusammenfällt,  so  ändert  sich  der  Grad  der 
Gleichung  nicht.  Es  ändert  sich  auch  der  Grad  der  Gleichung 
nicht,  wenn  man  die,  auf  der  schneidenden  Ebene  senkrecht 
stehende,  variable  Coordinate  in  der  Gleichung  der  Oberfläche 
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gleich   0  setzt,    wodurch   maa   eben  die  Gleichung   zweiter 
Ordnung  der  Schnittcurve  erhält« 

Die  reciproke  Polare  derjenigen  geraden  Linie ;  welche 
auf  der  Schnittebene  im  Unendlichen  liegt,  schneidet  die 
Schnittebene  in  dem  Mittelpunkte  der  Schnittcurve.  Denn 
alle  Sehnen  der  Oberfläche,  welche  durch  den  Schnittpunkt 
und  die  genannte  gerade  Linie  im  Unendlichen  gehen,  werden 
durch  ihn  halbirt.  Es  macht  demnach  keine  Schwierigkeit 
den  Mittelpunkt  eines  ebenen  Schnittes  einer  gegebenen  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  zu  construiren,  oder,  der  Gonstruction 
folgend,  die  Goordinaten  desselben  analytisch  zu  bestimmen. 
Wir  ziehen  es  jedoch  vor,  das  Problem  des  Mittelpunktes 
eines  ebenen  Schnittes  auf  einer  gegebenen  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  rein  algebraisch  aufzufassen. 

Zu  diesem  Zwecke  bezeichnen  wir  mit  q)(x,  y,  0)  und 
f(x,  y,  Zy  1)  die  Ausdrücke: 

(1)  fpixy yyß)  =  a^ox^  +  a,  ,y2  +  a^^^^  +  2ai^yz+ 2a.^^x + 2aQ^xy, 

(2)  A^,y,^,  I)=9(^;y.^)  +  2a30^  +  2a3,y  +  2a32if  +  a33, 

und  nehmen  an,  dass  die  Gleichungen  der  gegebenen  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  und  der  sie  schneidenden  Ebene  seien: 

(3) f(x,yy0yl)  =  0, 

(4) ax  -{-  by  -{-  C0  -{-  d  =  0. 

Das  Problem  des  Mittelpunktes  der  Schnittcurve  der  Ober- 
fläche und  der  Ebene  lässt  sich  dann  algebraisch  so  fassen: 

Die  Substitutionen: 
(5)...    x  =  X  +  A,    y=Y+B,    0  =  Z+C 
zu  bestimmen,  welche  die  Gleichungen: 
{6)f{x,y,0,l)=q>{XyYyZ)^2(i{aX+hY+cZ)+f[AyByCy\)y 
(7)  .  .  .    ax  +  by  +  cz  +  d  =  aX  +  b  T  +  cZ 
zu  identischen  Gleichungen  machen. 
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Das  Problem  verlangt  die  Bestimmung  von  vier  Grossen 
fif  A,  B,  C.  Diese  vier  Grossen  sind  so  zu  bestimmen,  dass 
sie  den  vierzehn  Bedingungsgleichungen  genügen,  welche 
man  erhält,  wenn  man  (5)  in  die  Gleichungen  (6)  und  (7) 
substituirt  und  die  Coefficienten  der  Potenzen  und  Producte 
gleicher  Variabeln  auf  beiden  Seiten  der  Gleichungen  ein- 
ander gleich  setzt.  Man  bemerkt  aber  sogleich,  dass  die 
sieben,  von  den  Gliedern  der  zweiten  und  Oten  Ordnung  in 
(6)  herrührenden  Bedingungsgleichungen  identische  Glei- 
chungen sind,  dass  ebenso  die  drei,  von  den  Gliedern  der 
ersten  Ordnung  in  (7)  herrührenden  Bedingungsgleichungen 
identische  Gleichungen  sind.  Es  bleiben  also  in  der  That  nur 
vier  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  genannten  vier  Grössen 
übrig,  und  das  Problem  ist  ein  ganz  bestimmtes. 

Die  in  dem  Problem  zu  bestimmenden  Grössen  A,  B,  C 
sind  die  Goordinaten  des  Mittelpunktes  des  durch  die  Glei- 
chungen (3)  und  (4)  gegebenen  Kegelschnittes.  Denn  macht 
man  in  den  genannten  Gleichungen  die  Substitutionen  (5), 
wodurch  mit  Beibehaltung  der  Richtung  der  Coordinatenaxen 
nur  der  tDöordinatenanfangspunkt  geändert  wird ,  so  gehen 
die  Gleichungen  (3)  und  4)  des  Kegelschnittes  über  in: 

(8)     q){X,Y,Z)^^2(i{aX+bY+cZ)+f{A,B,C,l)^0, 

(9) aX+bY+cZ  =  0. 

Sind  nun  X,  Y,  Z  die  Goordinaten  irgend  eines  Punktes 
auf  diesem  Kegelschnitte,  welche  den  beiden  Gleichungen  ge- 
nügen müssen,  so  genügen  auch  die  Goordinaten  —  X,  —  Y, 
—  Z  denselben  beiden  Gleichungen.  Das  heisst,  jede  durch 
den  Coordinatenanfangspunkt  gehende  Sehne  des  Kegel- 
schnittes wird  durch  ihn  halbirt.  Da  aber  A,  B,  C  die 
Goordinaten  des  neuen  Anfangspunktes  in  dem  ursprünglichen 
Coordinatensysteme  sind,  so  sind  dieselben  zugleich  die  Goordi- 
naten des  Mittelpunktes  des  durch  die  Gleichungen  (3)  und 
(4)  gegebenen  Kegelschnittes  in  dem  ursprünglichen  Coordi- 
natensysteme. 

Macht  man  in  (6)  und  (7)  die  Substitutionen  (5),  und 
setzt  die  Coefficienten  der  Potenzen  und  Producte  gleicher 
Variabeln  auf  beiden  Seiten  der  genannten  Gleichungen  ein- 
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ander  gleich,  so  erhält  man  mit  üebergehung  der  zehn  iden- 
tischen Gleichungen  folgende  yier  lineare  Gleichungen  zur 
Bestimmung  von  fi  und  der  Coordinaten  Äy  B,  C  des  Mittel- 
punktes des  Kegelschnittes: 

^  ^ mc)  +  M=o, 

Diese  Gleichungen  beweisen^  dass  man  dae  Yorgelegte 
Problem  auch  als  eine  Maximums-  oder  Minimums-Aul^abe 
behandeln  kann: 

Die  Werthe  der  Variabeln  iu  der  gegebenen 
Function  f{x;  y,  z,  1)  so  zu  bestimmen,  dass  die  Func- 
tion ein  Maximum  oder  Minimum  werde,  wenn  zwi- 
schen den  Variabeln  die  Bedingungsgleichung 
ax  -i-  hy  -{-  C0  -{-  d  =  0  gegeben  ist. 

Denn  diese  Aufgabe  führt  wieder  auf  die  Gleichungen 
(10)  zurück. 

Es  fällt  femer  in  die  Augen,  dass  in  die,  den  Mittel- 
punkt des  Kegelschnittes  bestimmenden  Gleichungen  das  ganz 
constante  Glied  a^^  in  der  Gleichung  der  gegebenen  Ober- 
fläche nicht  eingeht.    Diese  Bemerkung  beweist  den  Satz: 

Eine  beliebig  gegebene  Ebane  schneidet  das 
ganze  System  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  die 
denselben  Asymptotenkegel  haben,  in  Kegelschnit- 
ten, welche  denselben  Mittelpunkt  haben. 

Dieser  Satz  gilt  auch  Yon  den  EUipsoiden  mit  demselben 
Mittelpunkte  und  derselben  Richtung  ihrer  Hauptaxen,  wenn 
die  Verhältnisse  der  letzteren  constant  sind.  Denn  unter 
diesen  Bedingungen  haben  sie  denselben  imaginären  Asym- 
ptotenkegel. 

Betrachtet  man  in  der  vierten  Gleichung  (10)  d  als 
variabel,  und  eliminirt  man  aus  den  übrigen  Gleiohungen  (10) 
die  Unbekannte  fi,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 
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Darauf  hin  kann  die  angegebene  Determinante  auch  so  dar- 
gestellt werden: 


dj  ■"— ~  Aa  Aj  a« 


Bemerken  wir,  dass  das  Product  A„Aj  Aj  der  drei  Wurzeln 
der  kubischen  Gleichung  d  =  0  nach  (10)  der  neunzehnten 
Vorlesung  gleich  ist: 


^0» 

K, 

h 

1 
i«' 

1 

1 

1, 

I, 

1 

(17) 


D  = 


a 


00  > 


a 


Ol  7 


a 


^lo;      ^11» 
^20;      ^21; 


a 


a 


so  haben  wir: 


(18) 


L  =  D 


1 

1, 


^1, 

I 

1, 


02 
12 
22 

X, 

1 
1 


Das  Quadrat  dieses  Ausdruckes'  ist  eine  symmetrische 
Function  der  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung  z/  =  0.  Das- 
selbe lässt  sich  also  rational  durch  die  Coefificienten  in  der 
Gleichung  ausdrücken.  Die  genannten  Coefficienten  sind  aber 
wieder  rationale  Ausdrücke  der  Coefficienten  in  der  ge- 
gebenen Function  q>.  Es  ist  also  L'^  ein  rationaler  Aus- 
druck der  Coefficienten  in  der  Function  tp.  Diesen  Aufdruck 
in  die  Summe  Ton  Quadraten  zu  zerlegen^  wird  unsere  Auf- 
gabe sein. 

Zu  diesem  Zwecke  bringen  wir  in  Erinnerung,  dass  in 
der  neunzehnten  Vorlesung  die  Substitutionen  mit  ihren  Auf- 
lösungen: 


X 

(19)    y 


z  = 


x  = 
z  = 


aa?  +  6i/  +  cz, 
dx  +  6'y  +  cz^ 

//  I       r"  I         " 


der  Art  bestimmt  worden  sind,   dass  sie  folgende  drei  Glei- 
chungen zu  identischen  Gleichungen  machen: 
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(20). 


ip^  +  y^  +  ^' 


x«  +  r^  +  Z2, 


wenn  O{x,y,0)  die  reciproke  Function  Yon  q>{x,y,e)  ist. 
Denn  die  mittlere  Gleichung  folgt  unmittelbar  aus  dem  Satze 
(25)  der  zwanzigsten  Vorlesung. 

Dieses  vorausgeschickt;    bilden    wir   nun    die    Determi- 
nante [a]: 


(21)  ...    [a]  == 


^<p\x),     i<p'(if),      ^<p'(g) 

f-0'ix),  -?*'(y),  -?*'w 


X, 


y. 


e 


und  bemerken,  dass  die  Oomponenten  in  derselben  auf  Grund 
der  identischen  Gleichungen  (20)  folgende  Werthe  haben: 


\tp'{x) 


aX^X  +  a'A,  r+  a'X^Z, 
bX^X  +  i'A,  r  +  b"XiZ, 
cX^X  +  c'A,r  +  c'AjZ. 


^<Z>'(x)«afx+«fr+a"fz, 


T*'(y) 


6?X 


,  2) 


D 


D 


(I>'(^)  = 


Aq  Aj  Xf 


»  =  cX  +  c'  r  +  c"Z. 

Setzen  wir  diese  Werthe  der  Componenten  in  die  Deter- 
minante (21),  so  sehen  wir,  dass  nach  (31)  und  (29)  der 
siebenten  Vorlesung  dieselbe  in  das  Product  zerföUt: 


(22)    [«]  = 


a, 

a, 

a 

h, 

V, 

h" 

• 

c, 

1 

c" 

^0 ;     ^1 ;     ^1 
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.D.XYZ 


26 
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die  Bedingungsgleichung^  welche  die  Coordinaten  a,  hj  c,  d 
der^  die  gegebene  Oberfläche  (3)  schneidenden  Ebene  (4)  zu 
erfüllen  haben^  wenn  die  Schnittcurre  eine  Parabel  sein  soll. 

Die  Bemerkung;  dass  in  diese  Bedingungsgleichung  die 
letzte  Coordinate  d  der  Ebene  gar  nicht  eingeht,  führt  zu 
dem  geometrischen  Satze: 

Parallele  Ebenen  schneiden  eine  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  in  Parabeln,  wenn  eine  derselben 
die  Oberfläche  in  einer  Parabel  schneidet. 

Setzen  wir  nun  d  =  0,  um  nur  die  Schnittebenen  zu 
betrachten,  welche  durch  den  Coordinatenanfangspunkt  gehen, 
so  drückt  die  Gleichung  (16)  analytisch  einen  Kegel  zweiter 
Ordnung  aus,  der  Yon  der  Schnittebene  berührt  wird. 

Um  die  Bedeutung  dieses  Kegels  für  die  gegebene  Ober- 
fläche zu  ermitteln,  drücken  wir  den,  dem  Asymptotenkegel 
der  Oberfläche  parallelen  Kegel,  dessen  Spitze  in  dem  Goor- 
dinatenanfangspunkte  liegt,  in  Punktcoordinaten  durch  die 
Gleichung  aus: 

Die  reciproke  Function  (t>(a,  &,  c)  von  q>{Xj  y,  b)  kann 
man  darstellen  wie  folgt: 


<P(a,6,c)  =  —  i 


^00;      ^01 ; 


«10  > 


Hu 


«02; 

a, 


^12  > 


a 


21; 


a 


22; 


6, 


a 
b 
c 
0 


Es  ist  also: 


0(ß,  6,  c)  =  0 


die  Gleichung   desselben  Kegels  in  Ebenencoordinaten  a,  b, 
c,  d=0. 

Da   diese  Gleichung  aber   übereinstimmt   mit   der  Glei- 
chung (16),  so  haben  wir  den  Satz: 

Alle  Ebenen,  welche  parallel  sind  den  Tangen- 
tenebenen des  Asymptotenkegels  einer  Oberfläche 
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zweiter    Ordnung^    schneiden    die    Oberfläche    in 
Parabeln. 

Ausser   den   angegebenen  Parabelschnitten   einer   Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  giebt  es  keine. 


Wir  werden  in  dem  Folgenden  das  Problem  der  Haupt- 
aten  eines  Kegelschnittes  auf  einer  gegebenen  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  als  die  Frage  nach  den^  von  dem  Coordi- 
dinatenanfangspunkte  ausgehenden^  geraden  Linien  behandeln^ 
welche  den  Hauptaxen  des  Kegelschnittes  parallel  sind;  um 
nicht  die  Parabel  von  unserer  Behandlungsweise  ausschliessen 
zu  müssen.  Wir  werden  das  vorgelegte  Problem  rein  alge- 
braisch auffassen. 

Zu  diesem  Zwecke  nehmen  wir  aU;  dass  (3)  die  Glei- 
chung der  gegebenen  Oberfläche  zweiter  Ordnung  ^  und  dass 
(4)  die  Gleichung  der,  die  Oberfläche  schneidenden  Ebene 
sei.  Wir  nehmen  femer  an,  dass  die  Gleichung  (4)  der  Ebene 
in  der  Normalform  gegeben  sei,  wonach  a,  b,  c  die  Cosinus 
der  Winkel  bedeuten,  welche  die  Normale  der  Ebene  mit 
den  zum  Grunde  gelegten  Coordinatenaxen  bildet,  zwischen 
welchen  Cosinus  die  Relation  besteht: 

(17) a^  +  ¥  +  c'=l. 

Dieses  vorausgesetzt,  kommt  das  vorgelegte  Problem  der 
Hauptaxen  des  Kegelschnittes  auf  der  gegebenen  Oberfläche 
darauf  hinaus: 

Die  Substitutionen  zu  bestimmen: 

(18) y  =  bX  +  b'Y  +  b"Z, 

z=cX  +  cY+c''Z, 

welche  die  Gleichungen: 

(19) x^  +  y^  +  0^  =  X^  +  1^  +  Z^, 

(20)    fp(x,y,0)  :=^  X^Y^  +  X^Z^  +  fiX^  —  2(1  XY—2^''XZ 
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zu  identischen  Gleichungen  machen  unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  a^  b,  c  gegebene  Grössen  seien, 
zwischen  welchen  die  Gleichung  a' +  6^  +  ^' *=  1 
besteht. 

Die  Substitutionen  (18)  sind  nämlich;  weil  sie  die  Glei- 
chung (19)  zu  einer  identischen  machen ,  die  Transformations- 
formeln für  ein  rechtwinkliges  Coordinatensjstem  in  ein  ande- 
res rechtwinkliges  Coordinatensystem  mit  demselben  Anfangs- 
punkte. Die  YZ-Ebene  des  neuen  Coordinatensystemes  ist 
parallel  der,  die  Oberfläche  schneidenden  Ebene ,  weil  man 
durch  Auflösung  der  Substitutionen  (18)  den  Werth  von  X 
erhält:  X  =^  aX'\-by'\-c0,  Deshalb  stellt  sich  die  Gleichung 
der  Ebene  (4)  in  dem  neuen  Coordinatensysteme  so  dar: 

X+d=0. 

Die  Gleichung  (20)  dient  zur  Transformation  der  Glei- 
chung (3)  der  gegebenen  Oberfläche  auf  das  neue  Coordinaten- 
system und  lässt  erkennen,  dass  in  der  transformirten  Glei- 
chung (3)  das  mit  YZ  multiplicirte  Glied  ganz  fehlt.  Setzt 
man  daher  in  der  transformirten  Gleichung  (3)  —  d  für  Xj 
um  die  Gleichung  des  Schnittes  der  Oberfläche  in  der  senk- 
rechten Projection  auf  die  YZ-Ebene  zu  erhalten,  so  fehlt 
auch  in  dieser  Gleichung  das  mit  YZ  multiplicirte  Glied, 
welches  eben  der  Beweis  ist,  dass  die  Y-Axe  und  die  Z-Axe 
des  neuen  Coordinatensystemes  den  Hauptaxen  der  Schnitt- 
curve  parallel  gehen. 

Das  vorgelegte  Problem  verlangt  die  Bestimmung  von 
elf  Grössen,  nämlich  der  sechs,  nicht  gegebenen  Coefficienten 
in  den  Substitutionen  (18)  und  der  fünf  Coefficienten  A,,  Aj; 
fi,  IL,  ft"  in  der  Gleichung  (20).  Die  Zahl  der  zu  erfüllenden 
Bedingungen  ist  zwölf.  Man  erhält  dieselben,  wenn  man  in 
(19)  und  (20)  die  Substitutionen  (18)  macht  und  die  Coeffi- 
cienten der  Potenzen  und  Producte  gleicher  Yariabeln  auf 
beiden  Seiten  der  Gleichungen  einander  gleich  setzt.  Da  von 
diesen  zwölf  Bedingungsgleichungen  jedoch  eine,  nämlich  die 
Gleichung  a'  -|-  6'  -|-  c'  =  1,  der  Voraussetzung  nach  schon 
erfüllt  ist,  so  hat  man  gerade  so  viele  Bedingungsgleichungen 
als  Unbekannte. 


Schnitte  von  Oberflächen  2.  Ordnung  und  Ebenen.  Ereisschnitte.    397 

Nachdem  wir  uns  auf  diese  Weise  von  der  Lösbarkeit  des 
Problemes  überzeugt  haben,  gehen  wir  an  die  Bestimmung 
der  genannten  elf  Unbekannten. 

Wir  setzen  zu  diesem  Zwecke  X=l,  F=0,  Z=0, 
und  erhalten  aus  (20)  mit  Rücksicht  auf  (18)  den  Werth  der 
Unbekannten  fi: 

(21) fi  =  <p(a,b,c). 

Um  die  übrigen  zehn  Unbekannten  zu  bestimmen ,  werden 
wir  die  Gleichungen  benutzen: 

X  =^  aa:  +  ^y  +  c^; 
(22) Y=ax  +  by  +  l'z,   ' 

Z  =  ax'\-  &"y+  cZy 

welche  aus  der  Gleichung  (19)  durch  Differentiation  nach  den 
Yariabeln  X,  Yy  Z  hervorgehen  y  und  überdies  noch  die  sechs 
Gleichungen,  welche  die  identische  Gleichung  (19)  bedingen: 

«2  +62  +  c^   =1,    aV+  6'&"+  cV'=  0, 

'  (23)  .  .  a«  +  6'2  +  c'^  =  1,    aa  +  VI  +  cc  -=  0, 
.    a"2+  6"2_|.  j"2=  1^    a^  +  ly  +  ^^  _  0. 

Durch  Differentiation  der  durch  die  Substitutionen  (18) 
identischen  Gleichung  (20)  nach  der  Yariabeln  Y  erhalten 
wir: 

a^>\x)  +  6V(y)  +  c^!{z)  =  2A,r—  2fi'X, 
oder: 

^9\(i)  +  y^>Q>)  +  ^9>V)  =  2 A,  r  —  2ft'Z. 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  für  Y  und  X  die  Werthe 
aus  (22),  und  vergleichen  hierauf  beide  Seiten  der  Gleichung 
mit  einander,  so  ergiebt  sich  daraus  das  System  Gleichungen: 

(p[a^  =  2  A,  a  —  2a/[t', 

(24) <p'(ft')  =  2Ai6'— 26^', 

^!{c)  =  2  A,  c  —  2c|Lt'. 

In  gleicher  Weise  erhalten  wir  ein  zweites  System  Glei- 
chungen durch  Differentiation  der  Gleichung  (20)  nach  Z\ 
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(25) 


(Pia  )< 
vXe")  ■■ 


ff 


2Ajfe" 
2Ajc" 


2o/t", 


Wir  schliessen  ferner  dem  Systeme  Gleichungen  (24)  die 
letzte  Gleichung  (23)  und  dem  Systeme  Gleichungen  (25)  die 
vorletzte  Gleichung  (23)  an,  wodurch  wir  zwei  ganz  analog 
gebildete  Systeme  Gleichungen  erhalten,  von  welchen  wir  nur 
das  eine  System  weiter  zu  behandeln  brauchen. 

Das  erste,  von  diesen  Systemen  Gleichungen  lässt*  sich 
so  darstellen: 

(»00  —  -*l)»  +  »01^'+  »02^  +  »f*'=0, 

(26)  .  .  .    ^»o^'+  (^"  ~  ^^1)*'+  »12^'+  6^'  =  0; 


a 


20 


»'"h  »21  ^'+  (»22  —  ^1)^  H"  ^f*'  *=  0, 


aa-^-  hV  +  cc 


=  0. 


Es  ist  linear  und  homogen  in  Bücksicht  auf  die  vier  Un- 
bekannten a ,  6',  c\  (i.  Eliminirt  man  diese  vier  Unbekannten^ 
und  setzt  l  für  A^,  so  erhält  man  die  Gleichung: 


(27)  .  .  . 


»00      ^; 


a 


10; 


a 


20; 


a 


»017 

»02  > 

a 

»11          ^> 

»121 

h 

»21; 

»22        ^7 

c 

67 

C, 

0 

0. 


Diese  Gleichung  ist  quadratisch  in  X.  Ihre  Wurzeln  sind 
die  gesuchten  Unbekannten  X^  und  Aj. 

Um  die  Ausdrücke  der  übrigen  Unbekannten  des  Problems 
einfach  darstellen  zu  können,  bezeichnen  wir  der  Kürze  wegen 
mit  2>  den  linken  Theil  der  Gleichung  (27)  und  mit  D^i  die 
Partialdeterminante  desjenigen  Elementes  in  D,  das  in  der 
xten  Horizontal -und  in  der  Aten  Yerticalreihe  sich  befindet; 
wir  setzen  also: 


-Dn«  = 


00 


Dn.    = 


(28). 


'Ol 


(A  — a22)6^  +  (A — a|,)c^+2a,,6(?, 
(ajj  — A)a6 — c(aj2»  +  «o2^~"»oiO; 


I>oo  = 


33 


(»00—^)  (»1 1—^)  (»22  —  '^)  +  2  »12  »20  »01 
•  (»00—^)  »12»2l  —  (»1 1""-^)  »20»02 (»22—^)  »01»10  • 
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Berechnet  man  alsdann  aas  je  drei  Gleichungen  des  Systemes 
(26)  die  Verhältnisse  von  a'  iVi  c  i  (i  und  verbindet  die 
Resultate  in  symmetrischer  Weise,  analog  der  auf  Seite  248 
gegebenen  Methode,  so  ergiebt  sich  nach  Einführung  eines 
Proportionalitatsfactors  q: 

(29)  Q  Vd  =  Di2  y    9  ^^  '^  ^20 f  •  9  ^'^'  =  Ai  > 

(>»>'= -Do3,    p6V=D,3,    ()cy=D.^3,    pft'^^Dga. 

In  diesem  Systeme  bedeutet  A  die  Wurzel  A^.  Setzt  man 
für  A  die  andere  Wurzel  Aj,  so  hat  man  a,  h\  c',  ft'  respective 
zu  verändern  in  a',  V\  c",  ^".  Für  die  Bestimmung  des 
Multiplicators  q  folgt  durch  Addition  der  drei  ersten  Glei- 
chungen in  (29),  ähnlich  wie  auf  Seite  248: 

(30) (»  =  D«,  +  Ai  +  A2  =  -|t- 

Einfacher  lässt  sich  p  durch  die  Wurzeln  Aj  und  X^  aus- 
drücken. Betrachtet  man  nämlich  in  der  Determinante  D  die 
Grösse  als  eine  Variable;  so  ist  identisch: 

—  D  =  (A  —  A,)  (A  —  Aj) 
und 

-  Ix -(^ --!.)  + (^-^2)- 

Es  hat  daher  der  Factor  p  den  Werth  Aj  —  Aj  oder 
A2  —  Aj;  je  nachdem  A  mit  A]  oder  mit  A^  zusammenMlt. 

Die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung,  von 
welcher  die  Hauptaxen  eines  ebenen  Schnittes  einer 
gegebenen  Oberfläche  zweiter  Ordnung  abhängen, 
sind  reell. 

Denn  wären  sie  imaginär,  so  konnten  sie  nur  die  Form 

haben  Aj  =  jp  +  2*  ^^^  ^2  =^JP  —  ff^«  ^^^  derselben  Form 
würden  aber  auch  die  in  dem  Vorhergehenden  festgestellten 
Werthe  der  Substitutionscoefficienten  a  und  a\  ebenso  V  und 
6",  wie  c  und  c"  sein.  In  dieser  Form  könnten  sie  jedoch 
nicht  der  vierten  Gleichung  (23)  genügen: 

aa"+6'6"+cV'=0. 
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Die  Ausdrücke  für  a^  V^,  c^  und  fi"^  in  (29)  besitzeii 
überdiess  kein  negatives  Vorzeichen.  Nach  dem  in  der  An- 
merkung zur  Seite  89  entwickelten  Theoreme  ist  nämlich, 
unter  der  Bedingung  2>  =  0,  für  irgend  zwei  Zahlen  x  und 
X  aus  der  Reihe  0,  1^  2,  3: 

(31) D«Da  -  Dlx  =  0, 

und  somit  auch: 

eine  Gleichung/ welche  zeigt,  dass  jedes  nicht  yerschwindende 
Dmm  mit  Doo  +  -D,|  +  -^22>  ^^^  heisst  mit  p,  gleiches  Vor- 
zeichen hat. 

Es  ist  wichtig  zu  wissen,  dass  durch  reelle  Coordinaten- 
transformation  die  Gleichung  der  senkrechten  Projection  der 
Schnittcurve  auf  die  YZ-Ebene  sich  auf  die  oben  angedeutete 
Form  zurückführen  lässt,  in  welcher  die  Summe  der  Glieder 
zweiter  Ordnung  ist: 

(32) ^1^2  +  AjZ^ 

Von  ihnen  hängt  nämlich  die  Natur  der  Gurye  ab.  Sie  ist 
eine  Ellipse,  wenn  die  Wurzeln  A|  und  Aj  der  quadratischen 
Gleichung  (27)  gleiche  Vorzeichen  haben.  Sie  ist  eine  Hy- 
perbel ,  wenn  die  Wurzeln  von  entgegengesetzten  Vorzeichen 
sind.  Sie  ist  endlich  eine  Parabel,  wenn  eine  der  beiden 
Wurzeln  verschwindet. 

Die  quadratische  Gleichung  (27)  dient  daher  zur  Unter- 
scheidung der  drei  Arten  von  ebenen  Schnittcurven  der  ge- 
gebenen Oberfläche  zweiter  Ordnung.  Die  Schnittcurve  ist 
eine  Ellipse,  wenn  die  nach  Potenzen  von  A  geordnete  Glei- 
chung (27)  aus  Gliedern  besteht  von  gleichen  Vorzeichen,  oder 
aus  Gliedern  von  abwechselnden  Vorzeichen.  Im  entgegen- 
gesetzten Falle  ist  die  Schnittcurve  eine  Hyperbel.  Die  Be- 
dingung für  Parabelschnitte  erhalten  wir,  da  für  sie  eine 
Wurzel  der  quadratischen  Gleichung  (27)  verschwindet,  wenn 
wir  in  jener  Gleichung  A  gleich  0  setzen,  wodurch  wir  wieder 
auf  die  Bedingungsgleichung  (16)  zurückkommen. 

Die  quadratische  Gleichung  (27)  ist  unabhängig  von  der 
Entfernung  —d  der,    die  gegebene  Oberfläche  schneidenden 
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Ebene  vom  Coordinatenanfangspunkte.  Es  bleiben  daher  für 
alle  parallelen  Schnittebenen  die  beiden  Glieder  der  zweiten 
Ordnung  (32)  ungeändert.  Auch  die  Substitutionscoefficienten 
sind  unabhängig  von  der  genannten  Entfernung  — d,  wie 
aus  ihren  Werthen  (29)  zu  ersehen  ist.  Diese  Bemerkungen, 
geometrisch  gefasst,  geben  den  Satz: 

Parallele  Ebenen  schneiden  eine  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  in  ähnlichen  und  ähnlich  liegen- 
den Kegelschnitten. 

Wir  verstehen  nämlich  unter  ähnlichen  Kegelschnitten 
solche,  deren  Hauptaxen  dasselbe  Yerhältniss  haben,  und 
unter  ähnlich  liegenden  Kegelschnitten  solche,  deren  Haupt- 
axen parallele  Richtungen  haben. 

Die  Grenze  zwischen  den  Ellipsenschnitten  und  Hyperbel- 
schnitten einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  bilden  die  Parabel - 
schnitte,  welche  den  Tangentenebenen  des  Asymptotenkegels 
der  Oberfläche  parallel  sind.  Kann  diese  Grenze  nicht  erreicht 
werden,  das  ist,  wenn  der  Asymptotenkegel  imaginär  ist, 
so  hat  die  Oberfläche  nur  Schnitte  derselben  Art.  Da  der 
Asymptotenkegel  des  EUipsoides  imaginär  ist,  so  wird  das 
Bllipsoid  von  allen  Ebenen  nur  in  Ellipsen  geschnitten. 

Das  durchgeführte,  algebraische  Problem  lässt  sich  auch 
als  eine  Maximums-  oder  Minimums -Aufgabe  ausdrücken  wie 
folgt: 

Die  Werthe  der  Yariabeln  in  der  gegebenen, 
homogenen  Function  zweiter  Ordnung  fp{x,y,e)  so 
zu  bestimmen,  dass  der  Werth  dieser  Function  ein 
Maximum  oder  Minimum  werde,  wenn  die  Yaria- 
beln den  beiden  Bedingungsgleichungen  x^ -\- y^ 
-f-  JET*  —  1  =  0,  ax  -^-by  -{-  ce  =^0  genügen. 

Denn,  stellt  man  nach  den  bekannten  Regeln  der  Diffe- 
rentialrechnung die  Gleichungen  auf,  welche  das  Problem 
losen,  so  findet  man  gerade  die  Gleichungen  (26)  und  die 
Gleichung  a^  -^  h"^  -j-  c «  =  1 ,  wenn  man  mit  a',  &',  c  die 
Werthe  der  Yariabeln  bezeichnet,  welche  die  gegebene  Function 
zu  einem  Maximum  oder  Minimum  machen. 
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Haben  die  Wurzeln  A^  und  Aj  einen  und  denselben 
Werth  A,  so  verlieren  die  Formeln  (29)  ihre  Gültigkeit, 
indem  alsdann  q  =  Xy  —  Aj  verschwindet.  Um  diesen  Fall 
eingehender  zu  behandeln,  bemerken  wir  zunächst,  dass  für 
die  Doppelwurzel  A  die  beiden  Gleichungen: 

^  =  ^'     -^^-^I>oo  +  l)u+I>,,=0 

gleichzeitig  bestehen.  Da  aber  bei  verschwindendem  D 
nach  (31): 

(I>00+Al+i>22)^=i)00  +  l>?i+l>22  +  22)Sl+22)f2  +  22)|o, 

so  sind  auch  die  sechs  Partialdeterminanten  Null: 

-^00;      -^11 ;      ^22?      -^^01  J      -^12  9      -^20- 

Besitzt  unter  den  drei  Grössen  a,  6,  c,  welche  wegen  (17) 
nicht  sammtlich  verschwinden  können,  etwa  c  einen  von  Null 
verschiedenen  Werth,  so  genügen  bereits  die  drei  Relationen: 

(33)  .  •  .   Doo  =  0,    D,o^^oi=0,    i)u-0 

zum  Nachweise,  dass  im  vorliegenden  Falle  zwei  Gleichungen 
des  Systemes  (26)  eine  Folge  der  beiden  übrigen  sind.  Er- 
setzt man  nämlich  in  den  beiden  ersten  Gleichungen  des 
Systemes  (26)  c'  und  fi'  durch  ihre  aus  den  beiden  letzten 
Gleichungen  gezogenen  Werthe,  so  erhält  man  zur  Bestim- 
mung von  a  und  V: 

Relationen,  welche  wegen  (33)  für  beliebige  d  und  V  erfüllt 
sind  *).  Beim  Vorhandensein  einer  Doppelwurzel  A  der  Glei- 
chung  (27)  können  also  die  acht  Unbekannten  a\  h\  c, 
a",  6",  c",  ft'  und  ft"  auf  unendlich  viele  Arten  bestimmt 
werden,  da  sie  nur  den  fünf  letzten  Gleichungen  des  Systemes 
(23)  und  diesen  beiden  anderen  zu  genügen  brauchen: 


*)  Zu  dem  Inhalte  der  vorliegenden  Stelle  wird  man  mitVortheU  die 
allgemeinen  Entwickelangen  vergleichen,  welche  inBaltzer's  ,/rheorie 
der  Determinanten**  (4.  Aufl.)  §  6,  7  und  §  8,  2  nach  Kronecker *8 
Angabe  sich  finden. 
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a^d  +  aji V  -f  (a22  —  A)c'  +  c^  =  0, 

^20^"+  <*21^"+  (^22  ""  ^)c"+  Cf*"=  0. 

Für  jede  dieser  Bestimmungsarten  geht  aber  q>(x,y,is)  über  in: 

(34)     fp{x,  y,  ^)  =  A(r2  +  Z')  +  iiX}—  2^'Xr  -  2/i"XZ, 

und  die  Schnittcurve  der  gegebenen  Oberfläche  (3)  und  der 
gegebenen  Ebene  (4)  wird  ein  Ereis.  Die  Bedingungen^ 
denen  die  Coefficienten  a,  b,  c  einer  solchen  Kreisschnitt- 
Ebene  unterliegen  müssen ,  ergeben  sich  nach  (33)  leicht; 
wenn  man  den  aus  D^q  =  0  berechneten  Werth  von  X  in  die 
Gleichungen  D,o  =  0  und  Dj^  =  0  einsetzt.  Dieselben  wer- 
den ^  nach  Unterdrückung  des  nicht  verschwindenden  Factors  c 
in  einer  jeden: 

(3r^xO=(öii-a22)«*c--a,2a(6«-c2)+a2o6(6^+c')~aoi^(&'+c^^^ 

0=c{a22(a2-6^)+aoo(6'+cO~au(c^+a')}+2ai26(c2+a2)--2a2oa(62+c) 

Hier  liegt  ein  Widerspruch  vor,  indem  die  eine  Be- 
dingung für  die  Gleichheit  der  Wurzeln  Aj  und  I2  ^^^^  ^' 
lationen  zwischen  den  Grossen  a,  h^  c  nach  sich  zieht.  Der 
Nachweis,  dass  die  Bedingungsgleichung  für  das  Zusammen- 
fallen der  Wurzeln  sich  als  die  verschwindende  Summe  von 
Quadraten  darstellt,  wird  den  Widerspruch  aufklären. 

Es  wird  also  darauf  ankommen,  den  Ausdruck  (Aj  —  A^)^, 
als  symmetrische  Function  der  Wurzeln  der  quadratischen 
Gleichung  (27),  rational  durch  die  Coefficienten  in  der.  Glei- 
chung auszudrücken,  diese  Coefficienten  wieder  durch  die 
Coefficienten  in  der  gegebenen  Function  9  und  durch  die 
gegebenen  Coefficienten  a,  6,  c  zu  ersetzen,  und  den,  auf 
diese  Weise  gebildeten  Ausdruck  für  (Aj  -^  Aj)^  in  die  Summe 
von  Quadraten  zu  zerlegen. 

Auf  directem  Wege  dieses  auszuführen,  scheint  unmög- 
lich. Mit  Hülfe  der,  in  dem  vorbeigehenden  Abschnitte  auf- 
geführten Gleichungen  werden  wir  es  aber  unternehmen. 

Zu  diesem  Zwecke  wiederholen  wir  folgende,  durch  die 
Substitutionen  (18)  identische  Gleichungen: 

26* 
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(36) ax  +  &y  +  c«  =  X, 

(37)  ...    i(a:i  +  ly»  +  ^s)  _  ^(x*  +  F»  +  Z^), 

(38)  i9>(a;,y,0)  ==  K^, 7^+ AjZ*+^ X» -2f*'Xr- 2^''XZ), 

(39)  i9'(«)a;  +  ivX^»)?  +  h'PW  =  ^X - ^T- ,*"Z. 

Dieselben  sind  entnommen  aus  (22),  (19),  (20).  Die  letzte 
Gleichung  (39)  erhält  man,  wenn  man  die  vorhergehende  (38) 
partiell  nach  X  differentiirt. 

Es  liegen  also  vier  homogene  Functionen  der  Yariabeln 
Xyy^z  vor,  (36) — (39),  welche  durch  die  Substitutionen  (18) 
transformirt  sind. 

Wenn  wir  mit  A  die  Functional-Determinante  der  drei 
ersten  Functionen  bezeichnen,  so  haben  wir: 


(40) 


a,  &,  c 

W{^)>  ^^Xy)f  l9'(^) 


Da  die  Functional-Determinante  der  Substitutionen  gleich 
1  ist,  so  ist  nach  Satz  (42)  der  siebenten  Vorlesung  die 
Functional-Determinante  der  gegebenen  Functionen  gleich  der 
Functional-Determinante  der  transformirten  Function.  Wir 
haben  demnach: 


(41)   yl 


1, 
fiX—tt'T— 


0,  0 

r,  z 

H"Z,    A,r— ^'X,    XjY-fTX 


und  ^twickelt: 


(42)  ....  ^  =  (A,  —  Xi)TZ  +  (n'Z  —  /t"r)X. 

Bezeichnen  wir  ferner  mit  V  die  Functional-Determinante 
der  Functionen  (36),  (37),  (39),  so  wird: 


(43) 


F  = 


a,  b,  c 

3C  ii  2 


und  nach  demselben  Satze  der  siebenten  Vorlesung 
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(44) F  = 


1,      0,         0 
X,     Y,        Z 

f',    —  f»'>    —  *»" 
endlich  entwickelt: 

(45)  . V=ii'Z  —  n"Y. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  X,  zieht  sie  von 
der  Gleichung  (42)  ab,  und  diTidirt  durch  A;  —  A, ,  so  er- 
halt man: 

(46) rz=4^^- 

Der  Zähler  dieses  Bruches  wird,  wenn  mau  für  X  die 
Substitution  (36)  macht ,  eine  ganze  ^  homogene  Function  der 
Variabehi  x^y^a  von  der  zweiten  Ordnung.  Entwickeln  wir 
denselben  wie  folgt: 

(47) ^  -  FX  =  Haaßydc^y^zy, 

so  werden,  wie  aus  (36),  (40),  (43)  ersichtlich  ist,  die  Coef- 
ficienten  in  der  Entwickelung  ganze,  rationale  Ausdrücke  der 
Coef£cienten  in  (p  und  der  gegebenen  Coefficienten  a,  2»,  c. 
Setzen  wir  nun  die  Entwickelung  (47)   des  Zahlers  in 

(46)  ein,  so  haben  wir  eine  Entwickelung  des  Productes  YZ 
nach  den  Yariabeln  x,  y,  0.  Eine  andere  Entwickelung  des- 
selben Productes  nach  denselben  Yariabeln: 

TZ=  EAapyX^yPzy 

haben  wir  in  (41)  der  achtzehnten  Vorlesung  vorbereitet,  wo- 
selbst auch  die  Werthe  (42)  der  Entwickelungscoefficienten 
angegeben  sind. 

Da  beide  Entwickelungen  desselben  Productes  überein- 
stimmen müssen,  so  haben  wir: 

(48) ^<^r-^x: 

Setzen  wir  endlich  diese  Werthe  der  Entwickelungscoef- 
ficienten in  (43)  und  (44)  der  achtzehnten  Vorlesung,  so  er- 
geben sich  daraus  die  Zerlegungen  des  behandelten  Ausdruckes 
(ilj  — A|)^  in  die  Summe  von  sechs  oder  von  fünf  Quadraten: 
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(49)  (^2 ^l)^  =  2(a|oo  +  «020  +  «Jos)  +  «011  +  «101  +  «iw, 

(50)  (^2  —  Aj)^  =  3 «800  +  («020  ""  ^002)^  +  ^11  +  ^101  +  ÖIIO *)  • 

Zerlegungen  desselben  Ausdruckes  in  die  Summe  von 
zehn  oder  von  sieben  Quadraten  würde  man  erhalten,  wenn 
man  die  mit  X  multiplicirte  Gleichung  (46)  zum  Grunde 
legen,  und  schliesslich  von  den  Gleichungen  (47)  und  (49) 
der  achtzehnten  Vorlesung  Gebrauch  machen  wollte. 

unter  der  Annahme  reeller  Coefficienten  ««^  und  a,  6,  c 
in  (1)  und  (4)  kann  der  Ausdruck  (49)  für  (A,  —  X^-  nicht 
verschwinden ;  ohne  dass  gleichzeitig  sämmtliche  aaßy  Null 
werden.    Insbesondere  ist  also: 

welche  zwei  Gleichungen  mit  denen  des  Systemes  (35)  über- 
einstimmen, und  welche  bei  nicht  verschwindendem  c  stets 
auch  das  Nullwerden  aller  übrigen  aa^iY  ^^^^  ^^^  ziehen. 

Nachdem  wir  den,  bei  den  Ereisschnitten  der  Oberflächen 
zweiter  Ordnung  aufgeworfenen  Zweifel  beseitiget  haben,  so 
wenden  wir  uns  zur  Bestimmung  der  Ereisschnitte  selbst. 

Diese  Bestimmung  liesse  sich  im  Anschlüsse  an  die 
Gleichungen  (35)  oder  allgemeiner  an  die  sechs  Relationen 

■^'00  *^  -^it  *^  -^2?  "^^  -^12  ^^  -^20  ^^  -^01  ^'^  0, 

ausführen.    Leichter  gelangt  man  dazu  auf  folgendem  Wege. 
Wir  ziehen  von  der  fQr  einen  Ereisschnitt  X  =  0  gelten- 
den Relation  (34)  die  mit  A  multiplicirte  Identität  (19)  ab 
und  erhalten: 

g)(a;,y,^)- A(a;^+y2+^2)  =  X{(ft-A)X-2,i'r-2ft"Z}, 


*)  Man  kann  die  Bedingung  der  Gleichheit  der  Axen  eines  Eegel- 
BchnitteB  auf  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  auch  darstellen  als  die 
yersch'windende  Summe  von  zwei  Quadraten,  wie  Dr.  Henrici  in 
Crelle's  Journal  Bd.  64  p.  187  bewiesen  hat.  Diese  Quadrate  sind  aber 
nicht  mehr  ganze  Fnnctionen  der  gegebenen  Elemente,  sondern  Brüche. 

Ob  die  Bedingung  der  Gleichheit  zweier  Axen  einer  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  sich  in  ähnlicher  Weise  als  die  verschwindende  Summe 
von  zwei  Quadraten  werde  darstellen  lassen,  bleibt  eine  offene  Frage. 


Schnitte  von  Oberflüchen  2.  Ordnung  und  Ebenen.  Kreiäschnitte.    407 

eine  Gleichung^  in  welcher  der  zweite  Factor  rechter  Hand 
mit  Bücksicht  auf  das  System  (22)  auch  als  homogene  lineare 
Function  der  x,  y,  is  dargestellt  werden  kann.  Die  Grosse 
q>{Xyyj*B)  —  A(a;^  +  y^  +  ^^)  i^uss  somit  den  Ausdruck  X 
'  als  Factor  enthalten.  Umgekehrt  darf  man  sicher  sein,  dass 
beim  Bestehen  einer  Identität  von  der  Form: 

(5 1 )  q>{Xjy,z) — A(a;^+y^+;s;*)=i;(aa;+6y+cfir)(aia;+6iy+c,;&) = vXX^ , 

jede  der  beiden  Ebenen  X  =  0  und  Xj  =  0  die  gegebene 
Oberfläche  in  einem  Kreise  schneidet.  Da  nämlich ,  um  diess 
beispielsweise  für  die  Ebene  X  =  0  zu  zeigen,  bei  passender 
Bestimmung  von  v  stets  a^  +  6^  -f-  c^  =  1  vorausgesetzt 
werden  darf,  so  lassen  sich  im  Systeme  (22)  auf  unendlich 
viele  Arten  zwei  lineare  Functionen  Y  und  Z  auffinden,  für 
welche  die  Gleichmig  (19): 

^^  +  y'  +  ^'  =  x^  +  r^  +  z' 

besteht,  und  daher  auch  unter  Annahme  von  (51)  die  andere: 
•    9(a;,  y,  ^)  =  A(X2+r'^+Z»)  +  i/XXt. 

Diese  Form  von  ^{x^y^ss)  ist  aber,  wenn  man  auf 
Gmnd  von  (18)  X,  als  homogene  Function  der  X,  F,  Z 
ausdrückt,  die  gleiche  wie  in  (34)  und  sagt  aus,  dass  die 
Ebene  X  =  0  mit  der  Oberfläche  einen  Kreis  gemein  hat. 

Das  Problem  der  Kreisschnitte  ist  also  darauf  zurück- 
geführt: 

Die  Constante  A  und  die  fünf  in  dem  Producte 
vXX^  steckenden  Constanten  derart  zu  bestimmen, 
dass  die  Gleichung  (51)  eine  Identität  wird. 

• 

Um  diese  algebraische  Aufgabe  zu  lösen,  differentiiren 
wir  die  identische  Gleichung  (51)  nach  den  Yariabeln  x,y,  z, 
wodurch  wir  die  ebenfalls  identischen  Gleichungen  erhalten: 


408  Achtundzwanzigsie  Vorlesung. 

Setzen  wir  in  diesen  Identiföten  für  die  Variabeln  x,  y,  0 
Werthe  «,  /?,  y,  welche  den  Gleichungen    . 

X  =  0,        X,  =0, 

« 

zugleich  genügen;  also  die  Goordinaten  eines  beliebigen 
Punktes  in  der  Schnittlinie  der  Ebenen  X  =  0  und  X^^^O, 
so  ergiebt  sich: 

<p\a)  —  2Xa  =  0, 

(p\y)  —  2Xy^0. 

Aus  diesem  Systeme  geht  durch  Elimination  von  cc,  ß^y 
die  in  Rücksicht  auf  A  kubische  Gleichung  ^  =  0  hervor, 
welche  uns  schon  in  (11)  der  neunzehnten  Vorlesung  beim 
Probleme  der  Hauptaxen  entgegengetreten  ist.  Den  Nach- 
weis, dass  für  jede  der  Wurzeln  Aq,  A,  ,  Aj  von  ^^  =  0  die 
linke  Seite  von  (51)  auch  wirklich  in  zwei  lineare  Factoren 
zerfällt,  sowie  die  Bestimmung  dieser  Factoren  selbst  wird 
man  am  besten  anknüpfen  an  die  Ergebnisse  der  neunzehnten 
Vorlesung.  Nach  denselben  lassen  sich  stets  drei  reelle  lineare 
Ausdrücke  X,  Y,  Z  bestimmen/  so  dass  man  identisch  hat: 

fp{x,y,z)^X,X'  +  X,Y'  +  X,Z\ 
xi  +  y2^^2^     X*+      r'+     Z^»), 

und  also  auch  für  ein  beliebiges  A: 

Lasst  man  in  der  letzten   Gleichung  die  Grösse  A  der 

Reihe  nach   mit  einer  der  drei  Wurzeln  Aq,  Aj  und  Aj  der 

Gleichung  ^  ^=0  zusammenfallen   und  führt  überdiess  der 
Kürze  wegen  die  Bezeichnungen  ein: 

«=  Aj        A2,     Oj  =  Aj        Aq,     O2  =  Aq  —  Aj , 


*)  Wofern  die  GrÖesen  Iq,  l^,  Xf  sämmtUch  verschiedeu  sind, 
stimmen  X,  Yy  Z  genau  mit  den  in  der  Anmerkung  zur  Seite  260 
aufgestellten  Ausdrücken  X,  Yy  Z  überein. 
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80  erhält  man  fär  die  Ereisschnitte  der  gegebenen  Oberfläche 
die  drei  £benenpaare: 

(52)  djF*— *,Z^  =  0,   S^Z^—d^X^^O,   d^X^^d^T  =  0. 

Da  do  -(-  d]  -f-  ^2  ="  ^  ist,  so  hat  immer  eine  von  den 
drei  Differenzen  d^,  d^,  82  verschiedenes  Vorzeichen  von  den 
beiden  anderen ;  vorausgesetzt^  dass  wir  nicht  weiter  den 
Fall  Aq  BS  Aj  «=  ^2  berücksichtigen;  in  welchem  die  gegebene 
Fläche  eine  Kugel  ist  und  von  jeder  Ebene  in  einem  Kreise 
getroffen  wird,  ^immt  man  nun  an,  dass  d^  und  8^  nicht 
enigegengesetzte  Vorzeichen  besitzen ,  gleichviel ,  ob  alle  oder 
nur  ein  Theil  der  Wurzeln  Aq^  i^,  A,  von  Null  verschieden 
sind;  so  ist  augenscheinlich  von  den  drei  Ebenenpaaren  (52) 
nur  dasjenige  reell ,  welches  der  mittleren  Wurzel  A  =  A|  ent- 
spricht: 

(52*)     d,Z'-  «jZ»  =  {yd,  Z-  ]/8,X)  {J/Jo  Z+ /^2  X)  =  0. 

Die  Form  dieser  Gleichung  beweist  den  Satz: 

Die  Ebenen  der  reellen  Kreisschnitte  einer 
Oberfläche  zweiter  Ordnung  sind  parallel  der 
mittleren  Hauptaxe  und  bilden  mit  einer  anderen 

Hauptaxe  gleiche  Winkel. 

■ 

Die  Bedingung;  dass  die  beiden  Richtungen  der  Kreis- 
schnitte in  eine  zusammenfallen;  ist  entweder  82=^0  oder 
#0  =  0;  welches  gerade  «die  Bedingungen  für  eine  Rotations- 
oberfläche zweiter  Ordnung  sind.  Es  fallen  daher  die 
beiden  Richtungen  der  Kreisschnitte  nur  dann  in 
eine  Richtung  zusammen;  wenn  die  gegebene  Ober- 
fläche eine  Rotationsoberfläche  ist. 

Die  reellen  Kreisschnitte  der  Fläche  zweiten  Grades  sind 
keine  eigentlichen  Kreise,  sondern  arten  auf  Grund  von  (34) 
und  (2)  in  gerade  Linien  auS;  wenn  die  mittlere  Wurzel 
A  =  Aj  verschwindet.  Da  nunmehr  die  Grössen  82  und  8q 
in  Aq  und  — Aj  übergehen;  so  muss  gleichzeitig  von  den 
beiden  Wurzeln  A^  und  A,  die  eine  entweder  das  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  der  anderen  oder  den  Werth  Null  haben. 
Im  ersten  Falle  ist;  nach  den  Ausführungen  der  neunzehnten 
Vorlesung;  die  Fläche  ein  hyperbolisches  Paraboloid  oder  ein 
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hyperbolischer  Gylinder,  im  zweiten  Falle  ein  parabolischer 
Cylinder.  Diese  drei  Flächen  können  also  nicht,  wie  die 
übrigen  Oberflächen  zweiter  Ordnung ,  erzeugt  werden  durch 
Bewegung  eines  Kreises ,  der  einen  veränderlichen  Radius 
und  eine  constante  Sichtung  besitzt. 

In  dem  Vorhergehenden  ist  das  Problem  der  Ejreisschnitie 
einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  auf  die  Herstellung  der 
Identität  (51)  zurhckgeführt  worden ,  wobei  die  allgemeinere 
Aufgabe  der  Hauptaxenbestimmung  eines  auf  der  Oberfläche 
gelegenen  Kegelschnittes  als  Ausgangspunkt  diente.  Wir 
wollen  hier  die  Kreisschnitte  noch  in  einer  anderen,  von 
dieser  allgemeineren  Aufgabe  unabhängigen  und  mehr 
geometrischen  Weise  behandeln,  um  daran  den  Nachweis  zu 
knüpfen,  dass  je  zwei  Kreisschnitte,  welche  einer 
Hauptaxe  der  gegebenen  Fläche  parallel  sind  und 
verschiedene  Richtungen  haben,  auf  derselben 
Kugeloberfläche  liegen. 

Es  sei  f{Xy  y,  ;er,  1)  s=  0  die  Gleichung  einer  gegebenen 
Oberfläche  zweiter  Ordnung.  Hat  diese  Oberfläche  einen 
Kreisschnitt,  so  kann  man  durch  denselben  eine  Kugel  K=^Q 
hindurchlegen,  welche  die  Oberfläche  noch  in  einem  zweiten 
Kreise  schneiden  muss.  Denn,  da  die  beiden  Oberflächen 
sich  in  einer,  in  einer  Ebene  liegenden  Curve,  dem  Kreise, 
schneiden,  so  schneiden  sie  sich  nach  den  Auseinander- 
setzungen in  der  neunten  Vorlesung  noch  in  einer  zweiten, 
in  einer  Ebene  liegenden  Curve,  und,  da  diese  Curve  auf 
der  Kugel  liegt,  in  einem  zweiten  Kreise. 

Die  beiden  Kreise  liegen  in  einem  Ebenenpaare: 

{ax  +  &y  +  C£?  +  d)  (a,a?  +  &,y  +  ^i^  +  ^i)  =^  -^o-^i  "=  ^j 

welches  durch  den  Schnitt  der  gegebenen  Oberfläche  und  der 
Kugel  hindurchgeht.  Man  wird  daher  auf  Grund  der  neunten 
Vorlesung  zwei  Factoren  A  und  v  dergestalt  bestimmen 
können,  dass  man  identisch  hat: 

(53) f{x,  y,  Zy  1)  —  kK=vA^A^. 

Umgekehrt,  wenn  sich  die  in  diese  Gleichung  eingehen- 
den, unbestimmten  Constanten  so  bestimmen  lassen,  dass  die 
Gleichung  eine  identische  wird,  so  wird  das  als  Beweis  dienen, 
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dass  die  gegebene  Oberfläche  Kreisschnitte  habe^   und  daäs 
diese  Kreisschnitte  in  dem  Ebenenpaare  ^0^1  =  ^  liegen. 
Der  Ausdruck: 

(54)  .    K={x-  Af  +  (y  —  5)2  +  (;j  -  (7)2  _  2^2 

enthält  die  zu  bestimmenden  Goordinaten  Ä,  B,  G  des  Mittel- 
punktes der  Kugel  K  =^0  und  den  zu  bestimmenden  Radius 
Ry  also  vier  zu  bestimmende  Constanten.  Das  Product 
vAqÄ^  enthält  7  zu  bestimmende  Constanten.  Die  identische 
Gleichung  (53)  enthält  daher,  da  noch  die  Constante  A  hinzu- 
kommt, im  Ganzen  12  zu  bestimmende  Constanten.  Sie  lost 
sich  aber  nur  in  zehn  Bedingungsgleichungen  auf,  welche 
die  zwölf  Constanten  nicht  vollständig  bestimmen  können. 
Man  kann  daher  auf  mehrfache  Art  die  zwölf  Constanten  so 
bestimmen,  dass  sie  der  Gleichung  (53)  identisch  genügen; 
weshalb  die  gegebene  Oberfläche  Kreisschnitte  haben  wird. 

Um  das  Problem  der  Kreisschnitte  einer  gegebenen  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  als  ein  bestimmtes,  algebraisches 
Problem  auszudrücken,  wollen  wir  annehmen,  dass  die  con- 
staiiten  Glieder  d  und  d^  in  Aq  und  A^  gegebene  Grössen 
seien,  was  darauf  hinauskommt,  die  Ebenen  der  Kreisschnitte 
je  durch  einen  gegebenen  Punkt  im  Baume  gehen  zu  lassen. 
Dadurch  wird  das  Problem  ein  ganz  bestimmtes.  Denn  wir 
haben  die  vier  von  der  Kugel  herrührenden  Constanten,  die 
fünf  in  v{ax  +  6y  +  c^)  («lic  +  Sj^  +  c^is)  steckenden  Con- 
stanten und  die  Constante  A,  somit  gerade  so  viele  zu  be- 
stimmende Grössen  als  Gleichungen. 

Man  kann  die  Identität  (53)  in  zwei  andere  spalten,  in- 
dem man  die  Glieder  zweiter  Ordnung  auf  beiden  Seiten  für 
sich  vergleicht,  und  ebenso  die  Glieder  erster  und  nullter 
Ordnung.  Die  Gleichung,  welche  aus  den  Gliedern  der 
zweiten  Ordnung  folgt,  wird  mit  Rücksicht  auf  (2)  und  (54): 

Dieselbe  stimmt  vollkommen  mit  der  Identi1»t  (51)  überein, 
an  welche  wir  bereits  eine  ausführliche  Untersuchung  und 
insbesondere  den  Nachweis  geknüpft  haben,  dass  jeder  Kreis- 
schnitt einer  Hauptaxe  der  gegebenen  Fläche  parallel  sein 
muss.     Vergleicht  man  endlich  auf  beiden  Seiten  von  (53) 
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die  Glieder  erster  und  nuUter  Ordnung ,  so  ergeben  sich  yier 
Relationen  zur  Bestimmung  der  Constanten  Ä,  B^  C  und  22 
der  Kugel  £*»»  0.  Auf  ihr  liegen  zwei  verschieden  gerichtete 
Ereisschnitie;  welche  einer  Hauptaxe  parallel  sind  und  je 
durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen. 


Neunundzwanzigste  Vorlesung. 

Krümmungsradien  der  Normalschnitte  und 
schiefen  ebenen  Sclinitte  der  Oberflächen. 


Für  eine;  in  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y  gegebene 
Gleichung  irgend  einer  ebenen  Curve: 

(1) w  =  0 

werden  wir  zur  Erhaltung  der  Symmetrie  in  der  folgenden 
Untersuchung  der  Krümmungsradien  mit  Einführung  einer 
neuen;  unabhängigen  Variable  t  zwei  Gleichungen  substituiren : 

(2) x^m,    y~q>{t) 

der  Art;  dass;  wenn  man  die  Werthe  von  x  und  y  aus  (2) 
in  (1)  setzt,  man  eine  in  t  identische  Gleichung  erhält. 

Die  Function  f{t)  soU  eine  beliebig  gewählte,  aber  nach 
der  Wahl  ein  für  alle  Mal  bestimmte  Function  von  t  sein. 
Die  Function  fp{t)  erhält  man  dann,  wenn  man  den  Werth 
von  X  BS  f{f)  in  die  Gleichung  u^^O  setzt;  und  dieselbe 
nach  y  auflost. 

In  dieser  Voraussetzung  erhält  man  aus  (2)  die  Coordi- 
naten Xj  y  aller  Punkte  der  gegebenen  Curve  (1);  wenn  man 
der  unabhängigen  Variable  t  alle  möglichen  Werthe  zuertheilt. 
Man  erhält  die  Gleichung  (1)  der  Curve  selbst,  wenn  man  t 
aus  den  beiden  Gleichungen  (2)  eliminirt.  Diese  Gleichung 
(1)  wird  eine  in  t  identische  Gleichung,  wenn  man  sich  die 
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Werthe  von  x  und  y  aus  (2)  in  dieselbe  substituirt  denkt. 
In  dieser  letzteren  Hypothese  kann  man  die  Gleichung  (1) 
so  oft  nach  t  differentiiren,  als  man  wiU,  und  erhält  dadurch 
immer  wieder  in  Rücksicht  auf  t  identische  Gleichungen. 

Differentiirt  man  die  gegebene,  in  identische  Gleichung 
ein  oder  zwei  Mal  nach  t,  so  dient  die  gegebene  Gleichung 
als  Definition  von  y]  die  erste  Differentialgleichung  dient,  um 

t|  =  y',  und  die  zweite  Differentialgleichung,  um  5^  *=  y  ' 

zu  bestimmen. 

Betrachten  wir  nun  irgend  einen  Punkt  p  der  gegebenen 
Curve  (1)  mit  den  Goordinaten: 

1?)  .  • Ä?;  »; 

wie  sie  durch  die  Gleichungen  (2)  als  Functionen  des,  dem 
Punkte  p  entsprechenden  Werthes  von  t  gegeben  sind,  und 
setzen  unter  der  Annahme,  ähss  dt  eine  verschwindend  kleine 
Grösse  sei,  t  '\'  dt  für  ^  in  die  Gleichungen  (2),  so  erhalten 
wir  die  Goordinaten  eines  zweiten,  dem  Punkte  p  unendlich 
nahen  Punktes  q  der  Curve: 

q) rr  +  xdt,    y  -f-  y'dt. 

Die  gerade  Linie,  welche  beide  Punkte  mit  einander  ver- 
bindet: 

(3) {X-x)y'-{Y-y)af==0 

ist  die  Tangente  der  Curve  in  dem  Punkte  p  mit  den 
variabeln  Goordinaten  X,  Y. 

Differentiirt  man  die  Gleichung  (1)  nach  t  und  setzt,  um 

abzukürzen,  ^  =  t*o,  g^  =  Mi,  so  erhält  man  die  Diffe- 
rentialgleichung : 

(4) t*o^'  +  tiiy'  =  o, 

mittelst  welcher  man  der  Gleichung  der  Tangente  (3)  die 
Gestalt  geben  kann: 

(5) (X  -  a;)«o  +  (r-y)«,  =0. 

Die  Coordinaten  rr,  y  eines  Punktes  einer  zweiten  Curve: 

(6) v  =  0 
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kann  man  wieder  als  Functionen  einer  und  derselben  unab- 
hängigen Variable  t  darstellen  wie  folgt: 

W x  =  a(),    y  =  t{t). 

Diese  Gurre  geht  durch  den  genannten  Punkt  p,  wenn 
fQr  den  ihm  entsprechenden  Werth  von  t  der  Werth  von  y 
in  u  =  0  gleich  ist  dem  Werthe  von  y  in  i?  =  0.  Sie  geht 
überdies  durch  den  Punkt  q,  wenn  der  Werth  von  y'  in  (4) 
dem  Werthe  von  y  in  der  analogen  Differentialgleichung: 

(8) v^x'  +  v,y^O 

gleich  ist.  Denn  die  Werthe  von  x  und  x'  für  die  beiden 
Curyen  sind  nach  (2)  und  (7)  einander  gleich. 

Zwei  Curven  berühren  sich  in  der  ersten  Ord- 
nung, wenn  sie  beide  durch  zwei  unendlich  nahe  Punkte 
hindurchgehen.  Die  Bedingungen  einer  solchen  Berührang 
sind  denuiach,  dass  die  Werthe  von  y  und  y  für  den  Be- 
rührungspunkt, aus  der  Gleichung  der  einen  Oure  und  ans 
ihrer  Differentialgleichung  in  die  Gleichung  der  anderen  Gurre 
und  ihre  Differentialgleichung  gesetzt,  den  Gleichungen  ge- 
nügen. Es  haben  daher  zwei  sich  berührende  Gurren  in  dem 
Berührungspunkte  dieselbe  Tangente. 

Betrachten  wir  einen  dritten  Punkt  r  der  Gurve  n  =  0, 
dem  zweiten  q  unendlich  nahe,  dessen  Goordinaten: 

r)  .  .  .  .  x  +  2xdt  +  x'dP,    y +  2y'dt  +  y'df^ 

aus  den  Goordinaten  des  Punktes  q  dadurch  hervorgehen,  dass 
man  t-^  dt  setzt  für  ty  so  bemerken  wir,  dass  zur  Bestim- 
mung derselben  noch  die  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung der  gegebenen  Gurve  u^^O  erforderlich  ist: 

(9)  .  .   Uoox'^  +  2tto,xy  +  11,1^2  +  u^"  +  fi,y"  =  0, 

in  welcher  durch  ti^o,  u^i,  u,,  die  zweiten  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten der  Function  u  nach  den  Variabein  x,  y 
angedrückt  sind. 

Soll   nun   die   Gurve  t?  «=  0  auch   durch   diesen    Ehinkt 
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g^heii;  so  muss'  auch  das  y'  aus  der  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung: 

(10)  .  .  .  Vooa?'^  +  2v^^x'y  +  v,,j/'2  j^  ^^^  j^  ^^y-  =  o 

dieser  Curve  dem  y"  aus  der  vorhergehenden  Differential- 
gleichung für  den  Berührungspunkt  p  gleich  sein. 

Man  sagt;  zwei  Curven  berühren  sich  in  der 
zweiten  Ordnung,  wenn  sie  beide  durch  drei  unendlich 
nahe  Punkte  hindurchgehen.  Man  erhält  demnach  die  drei 
Bedingungen  für  eine  Berührung  zweier  Curven  in  der  zweiten 
Ordnung;  wenn  man  aus  der  Gleichung  der  einen  Curve  und 
ihren  beiden  Differentialgleichungen  die  Werthe  von  y,  y,  y' 
in  die  Gleichung  der  anderen  Curve  und  in  ihre  beiden  Dif- 
ferentialgleichungen setzt. 

Ist  die  zweite,  die  erste  Curve  w  =  0  in  der  zweiten 
Ordnung  berührende  Curve  ein  Kreis: 

(11) (a;-fl)2  +  (y_6)2_y2  =  0, 

so  nennt  man  den  Kreis  Krümmungskreis,  den  durch  die 
Coordinaten  a,  &  bestimmten  Mittelpunkt  den  Krümmungs- 
mittelpunkt und  den  Radius  t  desselben  den  Krümmungs- 
radius für  denjenigen  Punkt  der  Curve  m  =  0,  in  welchem 
die  Berührung  zweiter  Ordnung  statt  hat. 

Die  Bedingungen  für  den  Krümmungskreis  sind  demnach 
folgende  drei  Gleichungen: 

(^  ^  a)2  +  (y  _  t)2  -  r2  =  0, 
(12) {x-  ay  +  [y  -  ly         =  0, 

^'^+y2+(a?-a)^"+(y-6)y"  =  0, 

in  welchen  man  sich  für  j/,  y',  y"  die  Werthe  substituirt 
denken  muss,  wie  sie  sich  aus  der  Gleichung  der  Curve  (1), 
tt  =s  0,  und  ihren  beiden  i)ifferentialgleichungen  (4)  und  (9) 
ei^eben.  Die  beiden  letzten  von  den  Gleichungen  (12)  be- 
stimmen die  Coordinaten  a,  h  des  Krümmungsmittelpunktes, 
die  erste  Gleichung  den  Krümmungsradius. 

Um  den  Krümmungsmittelpunkt  der  Curve  w  ==  0  für 
einen  gegebenen  Punkt  jp  derselben  in  anderer  Weise  fest- 
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zustellen^  bemerken  wir^  dass  die  Gleichung  der  Normale  der 
Curve  in  dem  Punkte  p^  das  heisst  der  geraden  Linie^  welche 
in  diesem  Punkte  auf  der  Tangente  (3)  senkrecht  steht,  ist: 

(a;  —  a)a;' +  (y  —  6)y  =  0, 

wenn  wir  mit  a,  h  die  väriabeln  Coordinaten  der  Punkte  der 
Normale  bezeichnen. 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  x -{- x' dt^  y  +  y'd/ 
respective  für  x,  y,  so  erhalten  wir  die  Gleichung  der  im 
Punkte  q  errichteten  Normale  der  Curve  w  =  0: 

und  daher  die  Coordinaten  a,  h  des  Schnittpunktes  beider 
Normalen  aus  den  Gleichungen:  - 

(^_a>'  +  (y-6)y'  =  0, 
^^  +  y'^  +  {x^a)x''  +  {y^  b)f  =  0 . 

Da  diese  Gleichungen  aber  gerade  die  beiden  letzten 
Gleichungen  (12)  sind,  welche  dort  die  Coordinaten  des 
Krümmungsmittelpunktes  bestimmten,  so  können  wir  sagen: 

Zwei  auf  einander  folgende,  unendlich  nahe 
Normalen  einer  Curve  schneiden  sich  in  dem  Mit- 
telpunkte des  Erümmungskreises,  der  die  Curve  in 
den  Fusspunkten  der  Normalen  in  der  zweiten 
Ordnung  berührt. 

Wir  werden  uns  dieses  Satzes  bedienen,  um  den  Erüm- 
mungsmittelpunkt  und  den  Krümmungsradius  eines  Normal- 
Schnittes  einer  gegebenen  Oberfläche  zu  bestimmen. 

Es  sei  die,  in  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  e  gegebene 
Gleichung  irgend  einer  Oberfläche: 

(13) u=-0, 

und  die  Coordinaten  eines  beliebig  angenommenen  Punktes  p 
auf  derselben: 
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JP) a?,  y,  ^. 

Alsdann  weiss  man  nach  den  Auseinandersetzungen  im  An- 
fange der  dreiundzwanzigsten  Vorlesung^  dass  die  Cosinus  der 
Winkel,  welche  die  Normale  der  Oberfläche  in  dem  Punkte 
p  mit  den  Coordinatenaxen  bildet,  sich  verhalten,  wie  die 
partiellen  Differentialquotienten  der  Function  u  nach  den 
Variabein  x,  y,  z  genommen,  also  wie: 

4 

Sind  nun  die  Goordinaten  eines  variabeln  Punktes  P  auf  der 
Normale  der  Oberfläche  in  dem  Punkte  jp: 

P) «,  6,  c, 

so  hat  man  die  Gleichungen  der  Normale  mit  dem  variabeln 
Factor  ft: 

(14) »  —  6  =  f*Wi , 

Eine  Ebene  -4  =  0,  beliebig  durch  diese  Normale  gelegt, 
schneidet  die  gegebene  Oberfläche  tc  =  0  in  einem  Normal- 
schnitte  des  Punktes  |}.  Der  Normalschnitt  der  Oberfläche 
ist  daher  gegeben  durch  die  beiden  Gleichungen: 

(15) w  =  0,     ^  =  0. 

Diese  beiden  Gleichungen  ersetzen  wir  zur  Aufrecht- 
haltung der  Symmetrie  durch  drei  Gleichungen  mit  der  einen 
unabhängigen  Variable  t: 

(16) x  =  f{t),    y  =  ip(t),    z^H^it), 

indem  wir  die  Function  x  =  f{t)  beliebig  wählen,  die  beiden 
anderen  aber  y  =  9)(^),  g  =  ^(t)  uns,  nach  Substitution  von 
X  =  f(t)  in  die  Gleichungen  (15)  gesetzt,  aus  ihnen  berechnet 
vorstellen. 

Dieses  vorausgesetzt,  sind  nun  die  Goordinaten  eines 
dem  Punkte  p  unendlich  nahen  Punktes  q  auf  dem  Normal- 
schnitt: 

Hnsa ,  analyt.  Geometrie  d.  Baumes.    3.  Aufl.  27 
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q) a;  +  x'dt^    y  +  ydt^    e  +  e'dty 

und  demnach  ist: 

(17)  ...    {x-'a)x'  +  {y  —  l)^  +  {z  —  c)z  =0 

die  Gleichung  der  Ebene^  welche  im  Punkte  p  senkrecht  steht 
auf  der  Verbindungslinie  pq  der  beiden  Punkte  p  und  q,  das 
ist  der  Normalebene  des  Normalabschnittes  im  Punkte  p.  In 
ihr  liegt  die  Normale  (14)  der  Oberfläche,  weil  sie  ebenfalls 
eine  Normalebene  der  Oberfläche  im  Punkte  p  ist,  was  auch 
daraus  erhellet,  dass  sich  die  Gleichung  (17)  zusammensetzen 
lässt  aus  den  Gleichungen  (14)  der  Normale,  da  man  durch 
Differentiation  der  in  t  identischen  Gleichung  t«  =  0  hat: 

(18) UqX  +  M,y'  +  u^z  =  0. 

Die  Gleichung  der  Normalebene  (17)  des  Normalschnittes 
(15)  geht  über  in  die  Gleichung  der  Normalebene  desselben 
Normalschnittes  im  Punkte  q,  wenn  man  setzt  t  +  dti^  t: 

{x  +  x'dt—  a)  {x'  +  x'dt)  +  (y  +  y' t?^  -  h)  (tf'  +  y"dt) 

+  {0  +  e'dt~c){^+e"dt)  =  O, 

und  wenn  man  entwickelt  mit  Vernachlässigung  der  zweiten 
Potenz  yon  dty  in: 

.       {(^-«)a?'  +  (y  — 6)» +(^-c)if'} 

^      +{a:'2+t/2+/2^(a;-a)a;"+(y— 6)y"+(0— c)i^'}e«=0. 

Sowohl  in  der  Ebene  (17)  als  in  der  Ebene  (19)  liegt  der 
Krümmungsmittelpunkt  des  Normalschnittes.  Denn  die  beiden 
Ebenen  schneiden  die  Ebene  des  Normalschnittes  in  zwei 
geraden  Ldnien,  welche  zwei  auf  einander  folgende,  unend- 
lich nahe  Normalen  des  Normalschnittes  sind.  Zieht  man 
daher  die  Gleichung  (17)  von  der  Gleichung  (19)  ab,  so  erhält 
man  die  Gleichung  einer  Ebene: 

(20)    x'^+y^+z^+{x^a)x'  +  {y-b)f  +  (0--cy^O, 

welche  ebenfalls  durch  den  Erümmungsmittelpunkt  des  Nor* 
malschnittes  geht. 
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Wir  haben  nun  die  Ebene  (20)  und  die  Normale  (14)  der 
Oberfläche ;  welche  beide  durch  den  Erümmungsmittelpunkt 
des  Normalschnittes  gehen.  Der  Schnittpunkt  beider  wird 
der  Erümmui^smittelpunkt  des  Normalschnittes  sein.  Um 
ihn  zu  bestimmen  hat  man  seine  Coordinaten  a,  b,  c  zugleich 
mit  dem  Werthe  von  (i  aus  den  vier  Gleichungen  (20)  und 
(14)  zu  berechnen. 

Substituiren  wir  zu  diesem  Zwecke  (14)  in  (20),  so  er- 
halten wir: 

ft  =  —  —-fr    ^    ^      ^ 


und  wenn  wir  diesen  Werth  von  (i  substituiren  in  (14),  so 
geben  jene  Gleichungen  die  Coordinaten  a,  &,  c  des  Mittel- 
punktes der  Krümmung  des  Normalschnittes. 

Dem  angegebenen  Werthe  von  fi  werden  wir  jedoch  eine 
andere,  leichter  aufzufassende  Gestalt  geben  mit  Zuziehung 
der  Gleichung,  welche  wir  durch  zweimalige  Differentiation 
der  in  t  identischen  Gleichung  u  =  0  erhalten.  Bezeichnen 
wir  zu  diesem  Zwecke  mit  w^o;  Wq^,  W||,  ...  die  zweiten 
partiellen  Differentialquotienten  der  Function  u,  nach  den 
Variabein  Xy  y,  z  genommen,  und,  um  weiter  abzukürzen, 
mit  ^>{Xyiffe)  den  Ausdruck: 

(21)9  (^'»  y ;  ^') = Wooa;'2+  Wi,y'2+  u^^"^+  2m,2!/ V+  2u^^'X'\-  2uQ^xi/y 

so  erhalten  wir  durch  zweimalige  Differentiation  der  Gleichung 
u  =a  0  nach  t\ 

(22)  .  .  .    q>{x,  y\  /)  +  u,x"  +  u, y"  +  w^/'  =  0, 

und  daher  den  Werth  von  /x: 

^         9(aj',  y',j5') 

als  einen  Ausdruck  der  Coordinaten  x'dt^  '(fdtj  ^ di  des. 
Punktes  g  in  dem  rechtwinkligen,  parallelen  Coordinaten- 
systeme,  dessen  Ursprung  im  Punkte  |)  liegt.  Bezeichnen 
wir  daher  mit  cf,  /5,  y  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die 
Tangente  pq  des  Normalschnittes  im  Punkte  jp  mit  den 
Coordinatenazen  bildet,  so  haben  wir: 

27'» 
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(23) 11  = 


V{<x,ßyy) 


Setzen  wir  diesen  Werth  von  fi  in  (14)  ein,  quadriren 
die  einzelnen  Gleichungen  und  addiren  sie,  so  erhalten  wir 
das  Quadrat  des  Krümmungsradius  r  des  Normalschnittes  und 
daraus:   - 

(24) ^  =  ?W±«^i±t^). 

Diese  Formel  giebt  die  Krümmungsradien  sämmÜicher 
Normalschüitte  der  gegebenen  Oberfläche  m  «=  0  in  dem 
Punkte  p  derselben,  wenn  die  Tangente  pq  in  der  Tangenten- 
ebene  der  Oberfläche  sich  um  den  Punkt  p  beliebig  dreht. 

Um  eine  Vorstellung  zu  bekommen  von  dem  Wachsen 
und  Abnehmen  der  Krümmungsradien  der  verschiedenen  Nor- 
malschnitte der  Oberfläche  in  dem  Punkte  p,  tragen  wir  die 
Quadratwurzel  des  Krümmungsradius  als  gerade  Linie  auf  die 
Tangente  des  Normalschnittes  vom  Punkte  p  aus  auf.  Der 
Endpunkt  q^  der  geraden  Linie  habe  in  dem  rechtwinkUgen 
Coordinatensysteme,  mit  dem  Ursprung  p,  die  Coordinaten 
^i;  y\}  ^1*    Alsdann  ist: 

Vi'  ^    v7'  ^  .n 

Setzen  wir  diese  Werthe  von  a,  /J,  y  in  die  Gleichung 
(24),  so  erhalten  wir: 

(25)  .  .  .    fp{x,,  y,,0,)  -  J^(V  +  w,2+  w^2)  „0 

die  Gleichung  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  mit  dem 
Mittelpunkte  p,  auf  welcher  der  Punkt  j,  liegt.  Da  aber 
der  Punkt  q^  überdies  noch  in  der  Tangentenebene  der  Ober- 
fläche u  SS  0  liegt,  so  hat  man  femer: 

(26) UqX^  +  ti^ffi  +  u^e^  =  0, 

die  Gleichung  einer  durch  den  Mittelpunkt  der  Oberfläche  (25) 
gehenden  Ebene.  Der  Schnitt  dieser  Ebene  (26)  und  der 
Oberfläche  zweiter  Ordnung  (25),  ein  Kegelschnitt,  ist  der 
geometrische  Ort  des  Punktes  q^. 
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Man  braucht  daher  nur  die  Halbmesser  dieses  Kegel- 
schnittes zu  kennen;  um  die  Krümmungsradien  der  Normal- 
schnitte der  gegebenen  Oberfläche  w  =  0  zu  bestimmen.  Denn 
die  Quadrate  der  Halbmesser  sind  eben  die  Längen  der  Krüm- 
mungsradien der  Normalschnitte;  für  welche  die  Halbmesser 
Tangenten  sind. 

Diese  Bemerkung  kann  dazu  dienen  ^  Sätze  über  Halb- 
messer eines  Kegelschnittes  in  Sätze  über  Krümmungsradien 
der  Normalschnffcte  einer  Oberfläche  in  einem  gegebenen 
Punkte  der  Oberfläche  zu  übertragen. 

So  wissen  wir  zum  Beispiel  aus  der  sechsundzwanzigsten 
Vorlesung;  ^^dass  die  Summe  der  reciproken  Quadrate  zweier^ 
auf  einander  senkrecht  stehenden  Halbmesser  eines  Kegel- 
schnittes eine  constante  Grösse  ist",  woraus  unmittelbar  der 
Satz  hervorgeht: 

« 

Die  Summe  der  reciproken  Krümmungsradien 
zweier,  auf  einander  in  einem  gegebenen  Punkte 
einer  Oberfläche  senkrecht  stehenden  Normal- 
schnitte ist  eine  constante  Grosse. 

Denken  wir  uns  femer  den  durch  (25)  und  (26)  gegebe- 
nen Kegelschnitt  auf  die  Hauptaxen  desselben  bezogen: 

so  bezeichnen  r^  und  r^  die  Krümmungsradien  derjenigen 
Normalschnitte,  deren  Tangenten  in  die  Hauptaxen  des  Kegel- 
schnittes fallen.  Ist  nun  r  der  Krümmungsradius  irgend  eines 
anderen  NormalschnitteS;  der  mit  den  genannten  beiden,  auf 
einander  senkrecht  stehenden  Normalschnitten  die  Winkel  a 
und  ß  bildet;  so  ist  der,  diesem  Krümmungsradius  ent- 
sprechende Halbmesser  des  Kegelschnittes  gleich  "/r,  und  da- 
her die  senkrechten  Projectionen  des  im  Punkte  Xy  y  des 
Kegelschnittes  endigenden  Halbmessers  auf  die  Hauptaxen  des 
Kegelschnittes: 

a;  =  J^r  .  cos  a,       y  =  yr  .  cos  ß  . 

Setzen  wir  aber  diese  Werthe  von  x-  und  y  in  die  Gleichung 
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des  Kegelschnittes;  so  erhalten  wir  die  Relation  von  Euler 
zwischen  den  drei  Krümmungsradien  der  Normalschnitte  der 
Oberfläche : 

/nn\  C08*  a      ,       COS*  ß  1  v-. 

Wir  werden  jetzt  den  Krümmungsmittelpunkt  und  den 
Krümmungsradius  eines  schiefen^  aber  ebenen;  durch  den  Punkt 
p  gehenden  Schnittes  der  Oberfläche  w  =  0  bestimmen. 

Wir  konneU;  ohne  den  schiefen  Schnitt  zu  beschranken, 
annehmen,  dass  derselbe  durch  den  vorhin  bezeichneten  Punkt 
g  gehe.  Denn  der  Normalschnitt  der  Oberfläche  lässt  sich 
um  die  Normale  der  Oberfläche  so  drehen,  dass  der  Punkt  q 
desselben  in  den  schiefen  Schnitt  fällt.  Wir  bringen  diese 
beiden  Schnitte  der  Oberfläche  mit  einander  in  Verbindung, 
um  den  Krümmungsradius  des  einen  durch  den  andern  aus- 
zudrücken.  <■ 

Wenn  nun  j4|  =  0  die  Gleichung  der,  die  Oberfläche 
t«  =  0  in  schiefer  Richtung  schneidenden  Ebene  ist,  so  haben 
wir  für  den  schiefen  Schnitt  die  Gleichungen: 

(28) w  =  0,    ^1  =  0, 

welche  wir  uns  durch  drei  Gleichungen  von  der  Form  (16) 
mit  der  unabhängigen  Variable  t  der  Art  ersetzt  denken, 
dass  durch  Substitution  der  Werthe  von  x,y,  si  in  die  beiden 
Gleichungen  (28)  diesen  Gleichungen  identisch  in  t  genügt 
wird. 

Die  Normalebene  des  Normalschnittes  im  Punkte  p: 

(29)...    (x  —  a)x+(y  —  b)i/'  +  (0  —  c)z=O 

ist  zugleich  die  Normalebene  des  schiefen  Schnittes  in  dem- 
selben Punkte,  weil  die  gerade  Linie  pq  gemeinschaftliche 
Tangente  ist. 

Aus  der  angegebenen  Gleichung  der  Normalebene  (29) 
des  schiefen  Schnittes  im  Punkte  p  erhalten  wir  die  Gleichung 
der  Normalebene  desselben  Schnittes  im  Punkte  q,  wenn  wir 
für  t  setzen  t  -{-  dt^  wodurch  die  Gleichung  übergeht  in: 

,_       {(»  -  a)x'  +  (y  -  6) y  +  (^  -  c)e')} 

^'^^  +  {x''-\-y'^+e'^+ix-a)x"-\-(if-b)y"+(e-e)/'}  Ä=0. 
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Beide  Normalebenen  gehen  durch  den  Krümmungsmittel- 
punkt  des  schiefen  Schnittes^  weil  sie  die  Ebene  des  schiefen 
Schnittes  in  zwei  unendlich  nahen  ^  auf  einander  folgenden 
Normalen  schneiden.    Die  Differenz  beider  Gleichungen  : 

(31)     x"^+y'^  +  z^+  {x  —  d)x"+  (y_&)y"4-(j^-  c)/'=0 

ist  daher  die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  durch  den  Erüm- 
mungsmittelpunkt  des  schiefen  Schnittes  geht.  Ihr  haben  des- 
halb die  Coordinaten  a^  h,  c  des  Erümmungsmittelpunktes 
jenes  Schnittes  zu  genügen. 

Wenn  wir  mit  Ä,  B,  C  die  Cosinus  der  Winkel  bezeich- 
nen, welche  die  im  Punkte  p  in  der  Ebene  des  schiefen 
Schnittes  liegende  Normale  dieses  Schnittes  mit  den  Goordi- 
natenaxen  bildet,  so  haben  wir  die  Gleichungen  der  Normale : 

X  —  a  «a  QÄ, 
(32) y-b^gB, 

z  —  c  =  qC. 

Da  auf  ihr  der  gesuchte  Erümmungsmittelpunkt  liegt,  so  haben 
wir  aus  den  vier  Gleichungen  (31)  und  (32)  die  Werthe  von 
a,by  c,  Q,  die  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes  und 
den  Krümmungsradius  des  schiefen  Schnittes,  zu  berechnen. 
Die  Substitutionen  von  (32)  in  (31)  geben  den  gesuchten 
Werth  des  Krümmungsradius: 

Um  diesen  Ausdruck  weiter  zu  transformiren,  wollen  wir 
annehmen,  dass  die  Gleichung  A^  =  0  der  Schnittebene  in 
der  Normalform  gegeben  sei :  A^  =  a^X'\'  ß\y-\'y^z  —  d^=0. 
Alsdann  haben  wir  folgende  drei  Gleichungen: 

Ax  +  By  +  CV  =  0, 
UqX  +  u^y  +  u^0' =  0 , 

welche  der  Reihe  nach  ausdrücken,  dass  die  Tangente  des 
schiefen  Schnittes  im  Punkte  p  senkrecht  steht  auf  der  Nor- 
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male  (32),  auf  der  Normale  der  Oberfläche  und  auf  der  Nor- 
male der,  die  Oberfläche  schneidenden  Ebene  A^^^O.  Da  alle 
drei  Gleichungen  zugleich  stattfinden^  so  lassen  sich  zwei 
Factoren  m  und  n  bestimmen  der  Art,  dass  man  hat: 

A  =  muQ  +  w^i; 

Setzen  wir  diese  Werthe  von  A,  B,  C  in  den  angegebenen 
Ausdruck  des  Krümmungsradius  q  ein,  und  bemerken,  dass 
man  hat: 

welche  Gleichung  aus  der  in  t  identischen  Gleichung: 

A  —  «1^  +  /*!!/  +  yi^  —  *i  —  0, 

durch   zweimalige   Differentiation    gewonnen    wird,    so    er- 
halten wir: 

^„ g '  +  y*  +  g'' 

oder  mit  Bücksicht  auf  (22): 

oder  endlich  mit  Rücksicht  auf  (23)    und    die   ihr   vorher- 
gehende Gleichung: 


P  = 


W9(a,  |J,  y) 


Es  bleibt  noch  übrig,  den  Werth  von  m  in  dieser  Glei- 
chung zu  bestimmen.  Zu  diesem  Zwecke  multipliciren  wir 
obige  drei  Gleichungen,  in  welche  die  Factoren  m  und  n  ein- 
geführt wurden,  respective  mit  Ay  B,  C  und  addiren.  Da 
aber  «^  -4  +  /^i  -B  +  ^i  C  =  0  ist,  weil  die  Normale  des  schiefen 
Schnittes  in  der  Ebene  des  Schnittes  liegt,  so  haben  wir: 

und  darum: 

^  V  («,  ft  y) 
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Bemerken  wir  endlich,  dass  der  Cosinus  des  Winkels  (rg), 
den  die  Krümmungsradien  r  und  q  mit  einander  bilden,  ist: 

so  erhalten  wir  durch  Vergleichung  des  angegebenen  Werthes 
yon  Q  mit  dem  Werthe  von  r  in  (24): 

(33) p  =  r  cos  (tq). 

Da  nun  der  Neigungswinkel  der  beiden  Krümmungsradien 
zugleich  der  Neigungswinkel  der  Ebene  des  Normalschnittes 
und  der  Ebene  des  schiefen  Schnittes  ist,  so  drückt  die  Glei- 
chung (33)  den  Satz  aus: 

Die  senkrechte  Projection  des  Krümmungs- 
mittelpunktes eines  Normalschnittes  in  einem  ge- 
gebenen Punkte  einer  Oberfläche  auf  einen  schiefen 
Schnitt  der  Oberfläche,  der  dieselbe  Tangente  in 
dem  gegebenen  Punkte  hat  als  der  Normalschnitt, 
ist  der  Krümmungsmittelpunkt  des  schiefen 
Schnittes. 


Dreissigste  Vorlesung. 
Krümmungsourven  der  Oberflächen. 


Wir  haben  in  der  vorhergehenden  Vorlesung  die  Quadrat- 
wurzel aus  dem  Krümmungsradius  eines  beliebigen  Normal- 
schnittes einer  gegebenen  Oberfläche  m  =  0  in  einem  ge- 
gebenen Punkte  p  derselben  als  denjenigen  Halbmesser  des^ 
durch  die  Gleichungen  (25)  und  (26): 

(1) <p(^,y,iß^)-K(V  +  V  +  ü2')  =  o, 

(2) UqX  +  Wiy  +  ^2^  =*  0 

gegebenen  Kegelschnittes  dargestellt^  der  den  Normalschnitt 
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in  dem  gegebenen  Punkte  p  berührt.  Diese  Darstellungs- 
weise haben  wir  dazu  benutzt^  um  Sätze  über  Halbmesser 
eines  Kegelschnittes  auf  Krümmungsradien  der  Normalschnitte 
einer  Oberfläche  in  einem  gegebenen  Punkte  derselben  zu 
übertragen. 

Zu  den  übertragbaren  Sätzen  gehört  vorzugsweise  der, 
,;dass  die  Maxima  oder  Minima  der  Halbmesser  eines  Kegel- 
schnittes die  Hauptaxen  desselben  sind,  und  dass  diese  auf 
einander  senkrecht  stehen^^  Uebertragen  wir  diesen  Satz 
nach  dem  angegebenen  Principe  auf  die  Krümmungsradien 
der  Normalschnitte,  so  geht  daraus  der  Satz  hervor: 

Die  Normalschnitte  einer  Oberfläche  in  einem 
gegebenen  Punkte  derselben,  deren  Krümmungs- 
radien Maxima  oder  Minima  sind,  stehen  auf  ein- 
ander senkrecht. 

Wir  werden  diesen,  in  der  Theorie  der  Oberflächen  wich- 
tigsten Satz  noch  besonders  beweisen  mit  Hülfe  der  Kegeln 
für  die  Herleitung  der  Maxima  und  Minima  der  Functionen, 
wie  sie  die  Differentialrechnung  lehrt. 

Zu  diesem  Zwecke  suchen  wir  das  Maximum  oder  Mini- 
mum des,  in  der  vorhergehenden  Vorlesung  in  (24)  aus- 
gedrückten Krümmungsradius  r  des  Normalschnittes: 

Da  der  Zähler  dieses  Ausdruckes  eine  Constante  ist,  die 
nur  abhängt  von  der  Lage  des  unveränderlichen  Punktes  p 
auf  der  gegebenen  Oberfläche,  so  wird  r  ein  Maximum  oder 
Minimum,  wenn  g>(cc,ß,y)  ein  Minimum  oder  Maximum 
wird.  Es  handelt  sich  also  darum,  die  Function  (p{a,ß,y) 
der  variabeln  Cosinus  a,  ß,  y  der  Tangente  des  Normal- 
schnittes zu  einem  Minimum  oder  Maximum  zu  machen, 
während  zwischen  den  genannten  Cosinus  die  beiden  Be- 
dingungsgleichungen bestehen : 

(4) «'  +  /J*  +  y«  —  1  =  0, 

(5) .    t*o«  +  ^iß  +  ^2?  —  ^- 


I 

I 
i 
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Um  diese  Aufgabe  zu  losen,  schreibt  die  Differential- 
rechnung vor,  aus  der  gegebenen  Function  und  aus  den^ 
respective  mit  —  A  und  2 ja  multiplicirten;  linken  Theilen  der 
beiden  Bedingungsgleichungen  den  Ausdruck  zu  bilden : 

(6)    9(«,  j8,  Y)  -  A(a2+/J2  +  y2-l)  +  2ii.{u,a+u,ß+u,Y) , 

und  das  Minimum  oder  Maximum  dieses  Ausdruckes  so  zu 
bestimmen,  als  ob  sowohl  et,  /},  7/  als  auch  k  und  fi  von 
einander  unabhängige  Yariabeln  wären.  Die  Werthe  der 
Variabehi;  welche  die  componirte  Function  (6)  zu  einem 
Minimum  oder  Maximum  machen,  machen  dann  auch  die 
Function  ^>{p^)  ß^y)  unter  den  Bedingungen  (4)  und  (5)  zu 
einem  Minimum  oder  Maximum. 

Setzen  wir  nun,  um  das  Minimum  oder  Maximum  der 
Function  (6)  nach  der  genannten  Regel  festzustellen,  die 
partiellen  Differentialquotienten  der  Function  (6),  nach  den 
fünf  Variabein  genommen,  gleich  0,  so  erhalten  wir  die 
Gleichungen: 

q>\a)  —  2Xa  -f-  2fiMQ  =  0, 
^\ß)  —  2A/J  +  2ftM,  =0, 
¥iy)  —  2^y  +  2fit*2  =  0, 
Wo«    +Wi/S  +u^Y    =0, 

und  die  Gleichung  (4),  welche  zur  Bestimmung  der  Werthe 
der  fünf  Yariabeln  dienen. 

Entwickeln  wir  das,  in  Beziehung  auf  die  Unbekannten 
Uf  ß,  y,  (i  lineare,  homogene  System  Gleichungen  (7): 

(Woo  ~  *) «  +  «^oii*  +  Wo2y  +  Wof*  =  0; 

^  «*io«  +(^n-^)ß  +  ^12?  +  ^i(^  =  0; 

UqCc  +  u^ß  +  u^y  =0, 

und  eliminiren  die  genannten  Unbekannten,  so  erhalten  wir 
die,  in  A  quadratische  Gleichung: 


(7) 


(8) 


(9). 


^00      ^; 


u 
u 


10> 


20; 


«*0 


«ou 

**02> 

«0 

»11—*» 

«12» 

«1 

«21» 

t*2j— A, 

«2 

«U 

«21 

0 

=  0, 
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welche  den  Beweis  liefert,   dass  die  ErümmungsradieD   der 
Normalsclmitte  zwei  Maxima  oder  Minima  haben. 

Durch  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  drücken  sich  nun 
sogleich  die  Msucima  oder  Minima  der  Krümmungsradien  der 
Normalschnitte  aus.  Denn^  multipliciren  wir  die  drei  ersten 
Gleichungen  (7)  respective  mit  «,  /S,  y  und  addiren^  so  er- 
halten wir  mit  Rücksicht  auf  die  letzte  Gleichung  (8): 

und  daher  aus  (6)  das  Maximum  oder  Minimum  des  Krüm- 
mungsradius : 

(10) ^^nv+v-w). 

Hat  man  den  Werth  einer  Wurzel  A  der  quadratischen 
Gleichung  (9)  ermittelt  und  damit  zugleich  das  Maximum 
oder  Minimum  des  Krümmungsradius  (10)  bestimmt,  so  erhält 
man  aus  den  drei  ersten  Gleichungen  (8)  in  linearer  Weise 

die  Verhältnisse  — ,    --,  —  der  Cosinus  der  Winkel,  welche  die 

Tangente  des,  dem  Maximum  oder  Minimum  des  Krümmungs- 
radius entsprechenden,  Normalschnittes  mit  den  Coordinaten- 
axen  bildet,  und  die  Gleichung  (4)  giebt  die  Cosinus  selbst. 
Um  die  Lage  der  beiden  Normalschnitte  zu  einander, 
welche  dem  Maximum  oder  Minimum  des  Krümmungsradius 
entsprechen,  zu  ermitteln,  wollen  wir  annehmen,  dass  A^  und 
Aj  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  (9)  seien.  Der 
ersten  Wurzel  mögen  die  Werthe  a, ,  /J^ ,  y^ ,  |i*, ,  der  zweiten 
•  die  Werthe  «2;  ^2;  72»  f^2  ^^^  ">  /*>  y?  f*  entsprechen,  welche 
deshalb,  in  (7)  eingesetzt,  diesen  Gleichungen  genügen: 

9>'(«i)  —  2A,ai  +  2ftjWo  =  0,     9  (ccj) — ZAa«?  +  ^N^o  =  0, 

(11)  .  9>'('*i)-2A,/3i  +  2^,w,  =  0,     q>'{ß,)-2l,ß,+2fi,u,=0, 

,  '  ¥iri)  — 2A,yi +2j[t,W2  =^0,    if'iri)  -  2X272  +  2f*2«*2  =  0, 

«*0«1  +  Wi/Ji+W2yi=07  Wo«2  +  «*A  +  «<2y2=(>- 

Multipliciren  wir  nun  die  drei  ersten  Gleichungen  des 
ersten  Systemes  respective  mit  «2,  ß2,  yi  und  addiren,  multi- 
pliciren wir  femer  die  'Irei  ersten  Gleichungen  des  zweiten 
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Systemes  respective  mit  «,,  ß^,  y,  und  addireii;  so  erhalten 
wir  mit  Bücksicht  auf  die  unbenutzt  gelassenen  Gleichungen 
in  (11): 

a29>'(«i)  +  /'29'(/'i)  +  ^29  (yi)  =  ^^1  («1^2  +  /'A  +  ^1^2). 
«i^X^i)  +  /'i9'(/'2)  +  y\9>\Y2)  =  2  A2(a,cf2  +  ft/J,  +  y^y^) . 

Ziehen  wir  endlich  diese  beiden  Gleichungen^  deren  linke  Theile 
einander  gleich  sind,  von  einander  ab^  so  erhalten  wir: 

0  =  (X,  -  l,)  {a,a^  +  ß,ß,  +  y,y,) . 

Da  nun  der  erste  Factor  des  rechten  Theiles  dieser  Gleichung 
nicht  verschwinden  kann,  weil  l^  und  Aj  verschiedene  Wur- 
zeln der  quadratischen  Gleichung  (9)  sind,  so  hat  man  die 
Gleichung: 

Aus  der  geometrischen  Interpretation  dieser  Gleichung 
geht  eben  der  oben  angeführte  Satz  hervor. 

Die  Normalschnitte  einer  Oberfläche  in  einem  gegebenen 
Punkte  derselben,  deren  Krümmungsradien  Maxima  oder 
Minima  sind,  nennt  man  Hauptschnitte  der  Oberfläche 
in  dem  gegebenen  Punkte.  Auf  Grund  dieser  Definition  lässt 
sich  der  angegebene  Satz  auch  so  ausdrücken: 

Die  Hauptschnitte  einer  Oberfläche  in  einem 
gegebenen  Punkte  derselben  stehen  auf  einander 
senkrecht. 

Aus  den  Bedingungsgleichungen  (7)  für  die  Cosinus  a,  ß,  y 
der  Winkel,  welche  die  Tangenten  der  Hauptschnitte  mit  den 
Coordinatenaxen  bilden,  gehen  durch  Elimination  von  A  und  ft 
die  Gleichungen  hervor: 

Wo,  Wu  W2 

(13) a,  ß,  Y        =0, 

9(«)»     9\ßh     9Xy) 
(14)  ........   u^^a  +  w,/3  -|-  "^hy  =  ^^ 

welchen  jene  Cosinus  ebenfalls  genügen  müssen. 
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Die  erste  von  diesen  Gleichungen  stellt,  wenn  man 
cc,  ß,y  als  die  Goordinaten  eines  Punktes  betrachtet  in  einem 
Coordinatensysteme,  dessen  Anfangspunkt  der  Punkt  p  ist, 
einen  Kegel  zweiter  Ordnung  dar  mit  der  Spitze  in  p,  in 
welchem  die  Tangenten  der  Hauptschnitte  liegen.  Die  zweite 
Gleichung  ist  die  Gleichung  der  Tangentenebene  der  Ober- 
fläche im  Punkte  p.  Es  schneidet  daher  die  Ebene  den  Kegel 
in  den  beiden  auf  einander  senkrecht  stehenden  Tangenten 
der  Hauptschnitte  in  dem  Punkte  p. 

Auf  diese  Bemerkung  gestützt,  werden  wir  nun  die  Be- 
dingungen für  eine  Curye  auf  der  gegebenen  Oberfläche 
u  =  0  entwickeln ,  deren  Tangenten  sämmtlich  Tangenten  der 
Hauptschnitte  der  Oberfläche  sind. 

Es  sei  p  irgend  ein  Punkt  dieser  Curve,  dessen  Goordi- 
naten : 

P) ^f  y,  ^ 

wir  als  zu  bestimmende  Functionen  der  einzigen,  unabhängigen 
Variable  t  betrachten.  Die  Goordinaten  eines,  diesem  Punkte 
unendlich  nahen  Punktes  q  auf  der  Gurre  seien  in  dieser 
Voraussetzung : 

q) a?  +  x'dt,    y  +  y'dt^    z  +  zdi. 

« 

Die  Difierenzen: 

eto  s  x'dJt^    dy  =  y'dtj    de  =  g'dt 

sind  dann  die  Goordinaten  des  Punktes  q  in  einem  Coördi- 
natensysteme,  dessen  Ursprung  im  Punkte  p  liegt.  Da  nun 
dieser  Punkt  auf  der  Tangente  des  Hauptschnittes  im  Punkte 
p  liegen  soll,  so  muss  die  Gleichung  (13)  erfüllt  werden, 
wenn  man  in  ihr  für  er,  /),  y  setzt  dx^  dy,  dg.  Man  hat 
daher  die  DiflFerentialgleichung: 

(15) da?,  dy,  dz       =0 


«0, 

«i> 

«j 

dx, 

äy, 

de 

<p'{äx), 

¥W), 

9'm 

als  Bedingung  für  die  gesuchte  Gurve. 

Krümmungscurve    einer    Oberfläche    wird    diejenige 
Gurve  auf  der  Oberfläche  genannt,  deren  Tangenten  sämmtlich 
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Tangenten  der  Hauptschnitte  der  Oberfläche  sind.  Ist  dem- 
nach te  =  0  die  Gleichung  einer  gegebenen  Oberfläche  ^  so 
ist  die  Gleichung  (15)  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  der 
gegebenen  Oberfläche  die  Differentialgleichung  der  Krüm- 
mungscurve  auf  ihr. 

Man  erhält  die  Gleichung  einer  Oberfläche,  welche  die 
gegebene  Oberfläche  in  ihrer  Krümmungscurve  schneidet, 
wenn  man  die  Differentialgleichung  der  Krümmungscurve  mit 
Benutzung  der  Gleichung  der  gegebenen  Oberfläche  integrirt. 
Da  die  Integralgleichung  aber  eine  willkürliche  Gonstante 
mit  sich  führt,  so  giebt  es  unendlich  viele  Krümmungscurven 
einer  gegebenen  Oberfläche. 

Die  Differentialgleichung  (15)  der  Krümmungscurve  ist 
zwar  von  der  ersten  Ordnung,  jedoch  von  dem  zweiten  Grade. 
Deshalb  hat  man  zwei  Systeme  Krümmungscurven  auf  einer 
gegebenen  Oberfläche,  deren  Hauptcharakter  aus  ihrer  Con- 
struction  durch  die  Tangenten  der  Hauptschnitte  erkennbar 
ist.  Denn,  betrachten  wir  die  beiden  Krümmungscurven, 
welche  durch  einen  beliebig  auf  der  gegebenen  Oberfläche 
gewählten  Punkt  gehen,  so  ist  die  Tangente  der  einen 
Krümmungscurve  die  Tangente  des  einen  Hauptschnittes,  und 
die  Tangente  der  anderen  Krümmungscurve  ist  die  Tangente 
des  anderen  Hauptschnittes.  Da  diese  Tangenten  aber  auf 
einander  senkrecht  stehen,  so  haben  wir  den  Satz: 

Die  Krümmungscurven  einer  Oberfläche  sind 
zweifacher  Art.  Die  einen  schneiden  die  anderen 
senkrecht. 

Deshalb  wird  eine  Oberfläche  in  ihrer  ganzen  Aus- 
dehnung durch  die  stetige  Aufeinanderfolge  der  beiden  Arten 
Krümmungscurven  auf  ihr  in  unendlich  kleine  Rechtecke 
zertheilt. 

Wenn  die  gegebene  Oberfläche  zweiter  Ordnung  ist,  so 
lässt  sich  die  Integration  der  Differentialgleichung  ihrer  Krüm- 
mungscurven wirklich  durchführen.  Wir  werden  im  Folgen- 
den diese  Integration  ausführen,  um  die,  in  der  zweiund- 
zwanzigsten Vorlesung  gegebene  Definition  der  Krümmungs- 
curven auf  Oberflächen  zweiter  Ordnung  mit  der  allgemeinen 
auf  Oberflächen  in  Uebereinstimmung  zu  bringen. 
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Vertauschen  wir  in  dieser  Absicht  die  Buchstaben  Xy  y,  e 
mit  den  Buchstaben  ß^^  ß^,  ß^j  ^^^  nehmen  an^  dass  die 
gegebene  Oberfläche  ü  es  0  ein  EUipsoid  sei : 


Po' 


+ 


Pl* 


«0  +  ^0  «1  +  ^0     '      «t  +  l 


+ 


ßt* 


-1;=0, 


so  wird  die  durch  4  dividirte  DifiPerentialgleichung  (15)  der 
Krümmungscurren  auf  dem  EUipsoid: 


ßt 


ßi 


ß, 


«o  +  h' 

«i+il«' 

«i  +  io 

^ht 

dßu 

dß. 

dßo 

äß, 

dß. 

«0  +  ^  '       «1  +  ^0  '        «t  +  lt 


0, 


eine  Gleichung,  welche  nach  (45)  der  zweiundzwanzigsten  Vor- 
lesung, durch  elliptische  Coordinaten  ausgedrückt,  übergeht  in: 

§  {(Aj— A2)-Bo2dAid!A,+(A2— Ao)-Bi2e^AjdAo+(Ao-AOJB22dA^rfA,}  «=  0 

Da  nun  Aq  eine  gegebene,  constante  Grösse  ist,  so  ist  JAq  =  0, 
und  die  zuletzt  angegebene  Differentialgleichung  reducirt  sich 
auf: 

(16) öfA,dA2  =  0, 

welche  Gleichung  integrirt  giebt: 


Aj  «a  C,     oder 


Aj  —  C2. 


Dieses  sind  aber  die  Gleichungen  der,  mit  dem  gegebenen 
EUipsoid  confocalen  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  welche  das 
EUipsoid  nach  der  erweiterten  Definition  der  Erümmungs- 
curven  auf  Oberflächen  in  den  Erümmungscurven  schneiden. 
In  gleicher  Weise  führt  die  Differentialgleichung  der  Erüm- 
mungscurven auf  einem  der  beiden  Hyperboloide,  ausgedrückt 
durch  elliptische  Coordinaten  und  integrirt,  auf  die  mit  ihnen 
confocalen  Oberflächen.  Wir  können  daher  mit  Recht  die 
Erümmungscurven  auf  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  wie  in 
der  zweiundzwanzigsten  Vorlesung  geschehen  ist^  als  die 
Schnittcurven  confocaler  Oberflächen  zweiter  Ordnung  erklären. 

• 

Monge  nennt  Erümmungscurven  auf  einer  gegebenen 
Oberfläche   die   stetige   Aufeinanderfolge   von   Punkten,    für 
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welche  die  unendlich  nahen  Normalen  der  Oberfläche  sich 
schneiden.  Wir  werden  durch  den  Calcul  nachweisen^  dass 
diese  Art  Curven  mit  den^  in  dem  Vorhergehenden  definirten 
Erümmungscurren  zusammenfallen. 

Wenn  wir  mit  x,  y,  z  die  Coordinaten  eines  Punktes  p 
auf  der  gegebenen  Oberfläche  u  «=  0  bezeichnen^  so  haben 
wir  die  Gleichungen  der  Normale  in  diesem  Punkte: 

(17) y-6  =  ^u,, 

Setzen  wir  in  diesen  Gleichungen  für  si,  y,  e  die  Coordinaten 
x-^-dx^  y+^V;  fs-^dß  eines,  dem  Punkte  |)  unendlich  nahe 
liegenden  Punktes  q  der  Oberfläche^  so  werden  die  Gleichungen 
der  Normale  in  dem  Punkte  q: 

X  -\-  dx  —  a  =  i/(Mo  +  rfwo) ; 

(18) .•    y  +  dy  —  6  =  v{u^  +  du^), 

0  +  (fe  —  c  =  v(u2  +  dUz), 

wenn  wir  annehmen ;  dass  durch  jene  Substitution  (i  in  v 
übergehe. 

Sollen  sich  diese  beiden  Normalen  schneiden^  so  müssen 
gewisse  Werthe  von  a,by  c  den  beiden  Systemen  Gleichungen 
zu  gleicher  Zeit  genügen.  Zieht  man  daher  unter  der  Voraus- 
setzung^ dass  ttf  b,  c  diese  Werthe  haben ^  das  erste  System 
Gleichungen  von  dem  zweiten  ab;  so  erhält  man  die  Be- 
dingungsgleichungen für  den  Punkt  q: 

dx  -]-  {^  —  v)Uq  —  vduQ  =  0, 

dy  -{"  {l^  —  ^)^i  "~  *'^**i  =  ^f 

de  -\-  (ji  —  v)u2  —  vdu2  =  0, 

• 

aus  welchen  durch  Elimination  der  Unbekannten  (^ — v)  und 
—  V  die  Differentialgleichung  der  Curven  von  Monge  her- 
vorgeht: 

(19) ete,     dy,      dz     =0. 

HX88«,  aDaljt.  Geometrie  d.  Baumes.  3.  Aufl.  28 
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Bemerkt  man  aber^  dass/mit  Vernachlässigung  der  höheren 
Potenzen  von  dx^  dy^  dz,  ist: 

du^  =  UQ^dx  +  u^^dy  +  u^^dz  =  Wiß^)} 

(20)  .  .    dttj  =  u^^dx  +  w,|dy  +  u^^'^z  =  i^^'Cflfy), 

dti^  =  Mj^etr  +  Wjidy  +  «22^  =  \^>{äz)y 

so  sieht  man;  dass  die  Differentialgleichung  (15)  der  Krum- 
mungscurven  mit  der  Differentialgleichung  (19)  der  Ouryen 
von  Monge  vollkommen  übereinstimmt. 


Einunddreissigste  Vorlesung. 
Das  Theorem  von  Dupin. 


*  In  der  vorhergehenden  Vorlesung  haben  wir  durch  den 
Calcul  nachgewiesen ;  dass  sich  die  drei  Systeme  confocaJer 
Oberflächen  zweiter  Ordnung  in  ihren  Erümmungscurven 
schneiden.  Diese  drei  Systeme  Oberflächen  zweiter  Ordnung 
schneiden  sich  senkrecht.  Die  Erörterung  der  Fra^j^e^  ob 
diese  drei  Systeme  Oberflächen  zweiter  Ordnung  sich  darum 
in  ihren  Erümmungscurven  schneiden ;  weil  sie  sich  senkrecht 
schneiden,  und  die  Erweiterung  der  Frage  auf  allgemeine 
Oberflächen  führt  zu  dem  Theoreme  von  Dupin: 

m 

Wenn  drei  Systeme  Oberflächen  so  beschaffen 
sind,  dass  durch  jeden  Punkt  des  Baumes  eine  Ober- 
fläche aus  jedem  der  drei  Systeme  hindurchgeht, 
und  wenn  sich  jene  drei,  durch  den  beliebigen  Punkt 
des  Raumes  gelegten  Oberfläphen  immer  senkrecht 
schneiden,  so  schneiden  sich  die  drei  Systeme  Ober- 
flächen gegenseitig  in  ihren  Erümmungscurven. 

Aus  diesem  Theoreme  folgt  dann  ohne  Weiteres,  dass  die 
drei  Systeme  confocaler  Oberflächen  zweiter  Ordnung  sich 
gegenseitig  in  ihren  Erümmungscurven  schneiden,  weil  sie 
sich  senkrecht  schneiden. 


Das  Theorem  von  Dupin.  435 

Wir  werden  die  Bedingungen  des  Theoremes  analjrtisch 
feststellen;  hierauf  aus  den  Bedingungen  weitere  Folgerungen 
ziehen  und  letztere  dazu  benutzen  ^  um  das  Theorem  selbst 
zu  beweisen. 

Ein  System  Oberflächen  ist  im  Allgemeinen  durch  eine 
Gleichung  zwischen  den  Goordinaten  eines  beliebigen  Punktes 
und-  einer  willkürlichen  Constante  gegeben.  Diese  Gleichung 
können  wir  uns  nach  der  willkürlichen  Constante  aufgelöst 
denken^  und  demnach  annehmen^  dass  die  drei  Systeme  Ober- 
flächen durch  ihre  Gleichungen  in  der  aufgelösten  Form  ge- 
geben seien: 

« 

(1) t«  =  A%    v  =  A',    w  =  r, 

indem  wir  unter  u,  v^  w  gewisse  Functionen  der  Goordi- 
naten X,  y,  z  verstehen  und  unter  A®,  A',  A"  willkürliche  Gon- 
stanten. 

In  dieser  Voraussetzung  sind  die  Bedingungen  des  Theo- 
remes : 

(2) tl^oWo  +  M?i  Wj  +  w^u.^  =  0,  _ 

wenn  wir  mit  u^ ,  «, ,  Wj  •  •  •  ^^^  partiellen  Diflferentialquotien- 
ten  der  Functionen  w  .  .  .  nach  den  Variabein  x^  y,  z  be- 
zeichnen. 

Es  sind  diese  Gleichungen  identische  Gleichungen  ^  weil 
sie  ausdrücken;  dass  die  Normalen  der  drei,  durch  einen  be- 
liebigen Punkt  des  Raumes  gehenden  Oberflächen  in  diesem 
Punkte  auf  einander  senkrecht  stehen.  Man  kann  daher  jede 
von  diesen  Gleichungen  partiell  nach  einer  der  Variabein 
differentiiren ,  wodurch  man  wieder  identische  Gleichungen 
erhält. 

Aus  der  ersten  von  diesen  Gleichungen  geht,  wenn  man 
init  UxiyVnif  Wnx  die  zweiten  partiellen  Differentialquotienten 
der  Functionen  u,v,w  bezeichnet,  folgendes  ^stem  hervor: 

Ko^^O  +  «^10«^!  +  ^20  «^2)  +  i^QQ^'o  +  «^10«^!  +  ««'20*'2)  =  0, 

(VojM^O  +  V|2«^l  +  ^22  «^2)  +  («Vi^O  +  ^12^\  +  «^22^2)  =  ^• 

28* 


436  Einunddreissigste  Vorlesntig. 

Zwei  andere  Systeme  Gleichungen  erhält  man  auf  gleiche 
Weise  durch  Differentiation  der  zweiten  und  dritten  Glei- 
chung (2). 

Um  diese  drei  Systeme  identischer  Gleichungen  in  einer 
übersichtlichen  Form  darzustellen,  führen  wir  nach  der  Ana- 
logie von  (21)  der  neunundzwanzigsten  Vorlesung  die  Bezeich- 
nungen ein: 

%  (ao,  a„  aj) = w?oo  V+ ^i  i«!  ^+ ^vfl^'\'  2«^i  2«i  Ö2+2w2o«2«o+2m7o  ,0^« , , 

mit  deren  Hülfe  wir  jene  drei  Systeme  identischer  Gleichungen, 
nach  Multiplication  mit  dem  Factor  2^  also  darstellen: 

^''(«'2)+  ac'(«»)  ==0, 

;t'(«o)  +  <ip'(«'o)-=o, 
(4) z(«,)  +  9';(«',)=o. 

»(«2)  +9'(«'2)=0, 
9''K)  +  *'(«o)  =  0, 
9'>,)  +  V''(«,)  =  0, 

9>'(»j)  +  ^'(«2)  ==  0  • 
Wir  fuhren  femer,  um  abzukürzen,  die  Bezeichnungen  ein: 

(5)  .  . .    Vf(w,  «)  =  iCoV''(«o)  +  Wi  *'(«i)  +  «'2*' («2). 

■*■(«,  v)  =  «oX'K)  +  «iZ'(».)  +  «jX'K)» 
wobei  zu  bemerken  ist,  dasa: 

(6)  *(t),tp)=*(w,t>),  ^^(WjM)  =  «»■(«,»),  X(i4,v)'=X(v,w). 

Aus  den  Gleichungen  (4)  setzen  vir  nun  folgende  zusammen : 

»F(w,  u)  +  X(v,«)-=0, 
(7) X(u,v)  +  0(u>,v)^O, 
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Die  erste  von  diesen  Gleichungen  erhält  man  nämlich^  wenn 
mau  die  drei  Gleichungen  des  ersten  Systemes  (4)  der  Reihe 
nach  mit  Uq^  u^,  t^  multiplicirt  und  addirt  und  so  weiter. 

Addirt  man  zwei  von  diesen  Gleichungen  und  zieht  die 
dritte  ab;  so  erhält  man: 

(8)  .  .     0{v,  u?)  =  0,     W(w,  u)  =  0,    X{u,  v)  -=  0. 

Diese  drei  Gleichungen  zugleich  mit  den  drei  Bedingungs- 
gleichungen (2)  des  oben  angegebenen  Theoremes  werden  nun 
dazu  dienen;  das  Theorem  zu  beweisen. 

Den  Beweis  des  Theoremes  werden  wir  in  der  .Weise 
führen ;  dass  wir  zeigen ^  wie  die  Gleichungen: 

(9) «  =  A»,    v  =  A', 

welche  den  Gleichungen  (2)  und  deshalb  den  Gleichungen  (8) 
genügen ;  auch  der  Differentialgleichung  (15)  in  der  vorher- 
gehenden Vorlesung  der  Erümmungscurve  der  ersten  Ober- 
fläche u==  P  genügen. 

Wenn  wir  demnach  m}t  K  den  Ausdruck  bezeichnen: 


(10) ^  = 


«0,  »1,  «J 

dx,        dy,        de 
(p'(dx),  q>'{dy),  tp'{de) 

der  entwickelt  die  Gestalt  annimmt: 


(11)    K=  {u^dz^U2dy)q)\dx)  -f  (wj^^  —  ^od^)g)' (dy) 

+  (Wo ^y  —  ^idx) (p  (dz) , 

so  werden  wir  nachzuweisen  haben ,  dass  unter  Voraussetzung 
der  angeführten  Gleichungen  (9),  (2)  und  (8)  dieser  Aus- 
druck K  verschwindet. 

Differentiiren  wir  zu  diesem  Zwecke  die  Gleichungen  (9), 
so  erhalten  wir: 

u^dx  +  ^idy  -f-  Mjdjgf  =  0, 
v^dx  +  Vidy  -|-  Vide  =  0, 

zwei  Gleichungen,  welche,  mit  den  beiden  ersten  Gleichun-r 
gen  (2): 
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verglichen,  beweisen,  dass  dx :  dy :  d0=  w^iw^iw^y  oder  dass: 

dx  =  XwQ,    dy^=^Xwi,    da  =^  kt02- 

Setzen  wir  diese  Werthe  in  den  Ausdruck  (11),  so  er- 
halten wir: 

+  K«'!  -  WiW'o)9'K)-. 

Bestimmen  wir  endlich  die  Verhältnisse  von  VqI  Vi  :  v^ 
'  aus  der  ersten   und  letzten  Gleichung  (2)  oder,   mit  Einfuh- 
rung eines  unbestimmten  Factors  /t,  jene  Grössen  selbst:     ' 

U,U?2  — «2Wi=^t;o,    tijM^o— Wo«<^2  =  f*^l>    WoM7,  —  U,M?o=^M'27 

und  setzen  diese  Werthe  in  den  zuletzt  gegebenen  »Ausdruck 
für -j,-  ein,  so  wird  auf  Grund  der  Bezeichnungen  (5): 

(12) K=^k'^0{vyW). 

Da  aber  nach  (8)  0(t;,  w)  verschwindet,  so  verschwindet 
auch  K. 

Wir  geben  noch  einen  zweiten  Beweis  des  Dupin 'sehen 
Theoremes,  gestützt  auf  Coordinatentransformation. 

Wir  gehen  wieder  von  den  drei  Systemen  Oberflächen  (1) 
aus,  welche  den  Bedingungen  (2)  des  Tlieoremes  genügen,' 
woraus  die  Gleichungen  (8)  eine  unmittelbare  Folge  sind. 
Wir  betrachten  aber  in  den  Gleichungen  (1)  die  willkürlichen 
Constanten  A^,  X^  X'  als  die  Coordinaten  desjenigen  Punktes 
im  Räume,  dem  die  rechtwinkligen  Coordinaten  :r,  y,  z  durch 
die  Gleichungen  (1)  entsprechen,  und  stellen  den  Ausdruck 
(10)  JST,  der,  gleich  0  gesetzt,  die  Differentialgleichung  der 
Erümmungscurve  der  gegebenen  Oberfläche  u  =»  A®  ist,  als 
eine  Function  der  Coordinaten  A^,  X\  X'  und  ihrer  Differen- 
tialen dX^y  dXy  dk"  dar.  Wenn  wir  diesen  so  transformirten 
Ausdruck  K  gleich  0  setzen,  so  erhalten  wir  die  Differential- 
gleichung der  Erümmungscurven  auf  der  gegebenen  Oberfläche 
in  einer  integrirbaren  Form,  und  können  daraus  die  Glei- 
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chungen  der  Oberflächen  selbst  ableiten;  welche  die  gegebene 
Oberfläche  in  ihren  Krümmungscurven  schneiden.  Es  wird 
sich  dann  zeigen  ^  dass  die  hergeleiteten  Oberflächen  gerade 
diejenigen  sind^  die  durch  die  Gleichungen  t?  =  A'  und  w  =»  X" 
mit  den  willkürlichen  Oonstanten  A'  und  k"  analytisch  aus- 
gedrückt werden. 

Die  drei  Gleichungen  (1)  geben^  nach  den  rechtwinkligen 
Coordinaten  aufgelöset,  die  Werthe  derselben  als  Functionen 
von  A®,  A',  A".  Differentiiren  wir  diese  Gleichungen^  um  auch 
die  Differentialen  der  rechtwinkligen  Coordinaten  auszu- 
drücken ^  so  erhalten  wir: 

UQdx  +  t«,  (i^  +  Undis  =  dTA®, 

(13) VQdx  '\-  v^dij  -j-  V2d0  =  rfA', 

w^dx -\- w^dy -\- w^de  =>  dk'\ 

Dieses  System  von  linearen  Gleichungen  haben  wir  nach 
dx,  dy,  dz  aufzulösen.  Wir  behaupten^  dass  die  aufgelösten 
Gleichungen  folgende  sind: 

,  dk^    .         dl'    ,  dl" 

dx  =  Wo  -(j-  +  ^0    IT  +  ^0  ~w' ' 

/f>iN  jj  dl''    .         dl'    ,  dl" 

(14) dy^u^-fj-  +  Vi  -y  +  w,  ^-, 

,  dV^    ,  dl'    ,  dl*' 

dz  =  «2    (j-  +  ^2  -y-+  ^2W 
wenn  wir^  um  abzukürzen^  setzen : " 

(15)  .• F=  V  +t;,^  +  V, 

Denn  setzt  man  die  Werthe  von  dx,  dy,  dz  aus  (14)  in  (13) 
ein^  und  vergleicht  auf  beiden  Seiten  der  Gleichungen  die 
Coefficienten  von  dk^,  dk\  dX",  so  erhält  man  neun  Be- 
dingungsgleichungen ^  von  welchen  drei  von  selber  erfüllt 
werden^  während  die  sechs  anderen  mit  den  Gleichungen  (2) 
übereinstimmen. 

Um  nun  die  Determinante  (10)  K  mit  Hülfe  von  (14) 
leichter  zu  transfonniren,  bilden  wir  die' Determinante  J); 
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(16) 


B^ 


Mo,       tij,       Mj 


t?, 


o; 


V 


\} 


Wq,     w„ 


v^ 
w. 


und  stellen  das  Product  KD  beider  Determinanten  als  eine 
Determinante  dar^  welche'  mit  Bücksicht  auf  (15),  (13)  und 
(2)  die  Gestalt  erhält: 


KD= 


U,  0,  0, 

dl%  dk\  dr, 

+  d!VW.  +dzq>\vt),  +dztp{wt) 


oder  kürzer: 


(17)  Ui 


dl 


dX, 


Multipliciren  wir,  um  dieses  Product  weiter  zu  vereinfachen, 
die  Gleichungen  (14)  der  Reihe  nach  mit  9'(^o)>  ^'(^iX  ¥i^t)} 
oder  mit  qp'(w?o)>  9'(^i)>  ^'{^2)}  und  addiren,  so  erhalten  wir 
auf  Grund  der  Gleichungen  (8)  und  mit  Rücksicht  auf  die 
Bezeichnungen  (5): 


dxqi{v^)  +  dyq){v^)  +  deip{v.^ 


*  (tJ,  v) 


^  (u,  v) 


dk'  +  ri.-;.:^'  rfp^ 


*(l<7,tt7)   j,//     ,     *ft*,  tr) 


wodurch  der  Ausdruck  (17)  übergeht  in: 


KD  =  U 


oder: 


dX\ 


dr 


— ^^'^ -dA'-l-  ^^^^dX^^       ^(vj.w)  ^y 


Ldr+^'i^di' 


ü 


(18)  Jri)=?/|-^^^-?^}rfA'dr+{0(M,«;)rfA'  ^ 

Hiemach  geht  die  Differentialgleichung  £*«=  0  der  Erüm- 
mungscuryen  der  Oberfläche  u  *=  A",  für  welche  A®  eine  Con- 
stante  ist,  über  in: 


(19) dA'rfr  =  0, 
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welche  Gleichung;  integrirt,  A'  oder  X"  gleich  einer  willkür- 
lichen Gonstanten  giebt.  ' 

Für  das  tiefere  Yerstandniss  des  Dupin 'sehen  Theoremes 
ist  es  nicht  unwichtig  zu  bemerken^  dass  keine  der  Functionen 
w,  v,  w  in  (1)  willkürlich  gewählt  werden  darf,  sondern  dass 
jede  von  ihnen  für  sich  einer  und  derselben  partiellen  DifiFe- 
rentialgleichung  dritter  Ordnung  Genüge  leisten  muss. 

Um  diese  Differentialgleichung  für  die  Function  u  auf- 
zustellen, gehen  wir  davon  aus,  dass  je  die  erste  Gleichung 
in  den  beiden  Systemen  (8)  und  (2)  linear  und  homogen  in 
Rücksicht  auf  folgende  sechs  Grossen  ist: 

(20)  v^w^y  VyW^y  V2W2,  ViW^+v^w^y  V2WQ  +  VQW2,  Vo^i+Vj^o. 

Drei  weitere  Gleichungen  von  derselben  Eigenschaft;  sind 
in  der,  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  des  Systemes  (2) 
combinirten  Belation  enthalten: 

(21)    (WqUq  +  W'iMj  +  W2«*2)Vx+  K«*0  +  «^l«*l  +  V2U2)Wj,  =  0, 

wenn  man  für  x  der  Reihe  nach  eine  der  drei  Zahlen  0,  1,  2 
setzt.  Gelingt  es,  noch  eine  sechste  Gleichung  von  der  Form 
herzuleiten : 

(22)      w  00  Vo  ^0  +  ^\  1  ^1  ««'i  + 


•  t 


+  W'oi  K««'!  +  ViWo)  =  0, 

in  der  die  Ujti  nur  von  den  partiellen  Differentialquotienten 
der  Function  u  abhängen,  und  eliminirt  man  aus  dieser  (22) 
und  aus  den  fünf  soeben  näher  angeführten  Gleichungen 
nach  Satz  (8)  der  achten  Vorlesung  die  Grössen  (20),  so  er- 
hält man  die  gesuchte  Differentialgleichung  durch  das  Ver- 
schwinden der  Determinante  6ten  Grades  ausgedrückt: 


(23) 


u 


00  > 


u 


i\f 


00  > 


Wo, 

0, 

0, 


11; 


1, 

0, 

0, 


u 


u 


22; 


22  > 

1, 
0, 
0, 


2«',j ,    2u 

2m,2, 

0, 

0, 

U 


20, 


2u 


Ol 


2uon,    2ti, 


'20, 


Ol 


0, 

u 


2» 


"2, 


0, 


U 


1, 


W. 


0, 


0 
u 

W( 

0 


1 


=  0. 


Eine  Gleichung  wie  (22)  findet  man  leicht  auf  folgendem 
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Wege.  Man  differentiire  die  erste  Gleichung  0{Vy  w)  =0  in 
(8)  successive  nach  den  drei  Variabein  x,  y,  z,  multiplicire  die 
drei  so  erhaltenen  Gleichungen  respective  mit  Uq,  u^,  u^  und 
addire^  so  dass  sich  ergiebt: 

C^4) . .    Mo     -^ h  wi  —^j h  ^  —j-z -^• 

Der  Ausdruck  ^(v,  w)  enthält  nach  (5)  die  Variabein 
Xy  y^  z  m  dreierlei  Art,  vermöge  der  u^xj  der  Vn  und  der  w^. 
Bezeichnet  man  daher  die  dritten  partiellen  Differentialquotien- 
ten der  Function  u  mit  Uxif^  und  setzt  der  Kürze  wegen: 

(25) /xZ  =  WoWjflO  +  UiUnli  +  U2UkZ2, 

so  kann  die  Gleichung  (24)  mit  Rücksicht  auf  die  Identität 
^{VjW)  =  <l>{w,v)  und  auf  die  Festsetzungen  in  (3)  auch 
geschrieben  werden: 

{foo%^o+f\v^\^i-\ hfn{^iW2  +  v^^i)-i h/otKw'i+ViW^o)} 

oder,  indem  man  nach  (4)  ^'(w«)  und  x('^x)  beziehungsweise 
durch  '—q>'{vjt)  und  — g>\Wx)  ersetzt: 

Diese  Gleichung  hat  genau  die  Form  vod  (22),  wobei: 

(26)  .  .    Uiti  =  f*i  ^  2(iioxWo;i  +  WixWu  +  w^xWgi), 

und  fjti  durch  (25)  gegeben  ist.  Bei  Cayley,  welcher  die 
partielle  Differentialgleichung  (23)  für  ti  zum  ersten  Male  in 
voller  Allgemeinheit  aufgestellt  hat,  stimmen  die  Glieder  der 
ersten  Horizontalreihe  nicht  vollkommen  mit  den  hier  (26) 
definirten  Uxi  überein.  Man  erhält  jedoch  sofort  die  von 
Cayley  angegebene  Form,  wenn  man  in  der  Determinante 
(23)   die   zweite   und   dritte  Horizontalreihe    respective    mit 

multiplicirt  und  beide  zur  ersten  addirt. 
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Unter  Einführung  des  Zeichens  Vxx  für  die  Parkial- 
determinante  des  Elementes  Uxx  in  27 -|-t^oo  ^11^22  ^^^^  ^^^ 
die  so  veränderten  Glieder  der  ersten  Horinzontalreihe  in  (23), 
übereinstimmend  mit  Cayley^  schreiben: 

Zoo       2  c/qq,    /ii  —  2  c7|| ,  .  .  •  /20  ~"  2  c/2o>    /Ol       2  u^^ . 

Nach  den  bisherigen  Entwickelungen  ist  das  Bestehen 
der  Differentialgleichung  (23)  noihwendig,  wenn  das  Plächen- 
system  u  =  A"  im  Vereine  mit  zwei  anderen  Plächensystemen 
den  Bedingungen  des  Dupin'schen  Theoremes  Genüge  leisten 
soll.  Dass  umgekehrt  diese  Differentialgleichung  auch  das 
System  (2)  nach  sich  zieht^  kann  man  folgendermassen  zeigen. 

Bei  Annahme  einer  Gleichung  von  der  Form  (23)  lassen 
sich  sechs  Grössen  a^^y  a^^^  oc^^,  aj,,  cc^^^  c^oi  bestimmen, 
welche  nicht  sämmtlich  verschwinden  und  unter  der  Fest- 
setzung cLjti^^axx  die  Relationen  befriedigen: 

(27)  ti'ooaoO+  «*'l  1«!  1  +  W'22a22+  S^W  12«12+  2tAo«20+  ^ti'oiÄoi  =0. 

(28)  WoO«00  +  «*ll«ll  +  W22«22  +  2w,2«l2+2tt2o«20  +  2«*01«ül=^- 
(29) «00  +  «II  +  «22  =  0. 

(30)    .    .   t^öflfxo  +  WiÄxl  +  W2«*2=0?      x  =  0,    1,   2. 

Bedeuten  |;  1;,  g  irgend  welche  unbestimmte,  von  den 
Coordinaten  x,  y,  z  unabhängige  Variabein,  so  ist  der  Aus- 
druck «üol^  +  «11^'  +  «22?^  +  2a,2i?g  +  2a2o5S  +  '^f^oi^V 
nach  den  drei  Gleichungen  in  (30)  identisch  mit: 

und  daher  in  die  Gestalt  (a'S  +  6'i?  +  c  g)  (a'5  +  6"i?  +  c'J) 
überführbar.     Man  kann  demgemass  setzen: 

,  «oo=ö«;  a,,=66,  «22  =  0  6, 

2a^2  =  hc  +0C,   2a^  =  ca  -f-c  a  ,  2aQt  =  ao  +0  a. 

Multiplicirt  man  nunmehr  die  Gleichungen  des  Systemes 
(30)  der  Eeihe  nach  mit  2|,  2 77,  2g  und  addirt,  so  folgt: 

(Wo«  +  W16'  +  %<)  (£»"  +  ^&"  +  SO 
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eine  Beziehung^  aus  der  man  durch  die  Substitutionen  S  =  d\ 
71  =  6",  g  =  c '  und  I  =  a',  ^  =  6',  S  =  o  mit  Rücksicht  auf 
(29)  sofort  die  beiden  anderen  erhält: 

(32)  u^a -{-u^V '{-U2C  =0y     Uqu" -{- UiV -^ U2C' =  0 * 

Diese  zwei  Relationen  ersetzen  das  System  (30)  voll- 
standig  und  stellen  zusammen  mit  (29)  das  zu  erweisende 
System  (2)  dar,  vorausgesetzt,  dass  zwei  Functionen  v  und  w 
existireU;  deren  partielle  Differentialquotienten  nach  x,  y,  z 
den  Grössen  a\  V,  c  und  a",  6",  c"  proportional  sind.  Bei 
dem  Beweise  für  die  Existenz  zweier  solchen  Functionen  kann 
man  annehmen,  däss 

(33)  .  .  a^  +  6'2  ^^'2  _  i^     ^"2  ^  j"2  +  c"2  ^  1^ 

indem  in  sämmtliche  Relationen  27—32  nur  die  Verhältnisse 
a  :h' :  c  und  a"  :  &"  :  c"  eingehen.  Alsdann  sind  durch  die 
sechs  Gleichungen  in  (28),  (29),  (32)  und  (33)  die  Ausdrücke 
a ,  6',  c',  a",  &",  c"  bereits  vollständig  bestimmt,  und  es  wird 
unsere  Aufgabe  sein,  aus  der  Relation  (27),  der  diese  Aus- 
drücke noch  weiter  genügen  müssen,  die  beiden  Integrabiliiäts- 
bedingungen  abzuleiten: 

(34)  N  /  \  /  V  / 

^     ^      .,/db"      dc"\   ,   w//ac"      da'\   ,     ''/da-      db"\        ^ 

denn  diese  sind  bekanntlich  noth wendig  und  hinreichend,  da- 
mit die  Differentiale  adx  -f;  6'dy  -]-  c'djs  und  a'dx  +  6"rfy 

+  c'dz  sich  in  die  Formen   ^'  (^dx  +  ^dy  +  ^  dA 

Indem  wir  die  Ableitung  der  Bedingungen  (34)  unter- 
nehmen, bemerken  wir  zunächst,  dass  bei  Anwendung  der 
Zeichen : 

(35)    ,-7 -'- — =  =  g,    ,. ^*- 6,    — =^^^  =  c 
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die  Relationen  in  (28)^  (39)^  (32)  und  (33)  lediglich  aussagen^ 
man  solle  die  Substitutionen  bestimmen: 

(36)  |=aX+a'r+a'Z,  i?=6X+fc'r+6"Z,  t=cX+c'Y+c'Z, 

welche  die  Gleichungen 

^    ^  9(S,  V,  t)  =  ^,Y^  +  ^2^  +  iiX^  —  2(i' XY—  2ii"XZ 

zu  Identitäten  machen ^  wobei  9)(gy  17,  g)  dieselbe  Bedeutung 
hat;  wie  in  (3). 

In  der  achtundzwanzigsten  Vorlesung  S.  395  S.  sind  diese 
Substitutionen  und  ihre  Auflösungen 

(38)'X=a|+&ij+cg,  r=a'g  +  6'i?+c'e,  Z=al  +  6"i?+c't 

ausführlich  studiert  und  insbesondere  die  Functionen  a ,  6',  c, 
d\  6",  c"  durch  die  Formeln  (29)  daselbst  dargestellt  worden. 
Von  den  weiteren,  am  angeführten  Orte  entwickelten  Re- 
lationen führen  wir  für  unseren  Zweck  hier  nur  die  folgen- 
den an: 

(39)  i9'(a)S  +  iy'W'J  +  i9'(c)5 -(iX=-,t'r- y:'Z. 

(40)  9,'(a').9.'(o")  +  9''(6').<)P'(6")  +  9'V).9''(0 

=  -  2  ^'  {9  (o") .  a  +  9»'  (6") .  ft  +  v'  (c") .  c) . 

«  6  l9''(S) 

(41)  (A,-  A,)  rZ  =  (^'  Z-^'T)  X  - 


VX  —  A. 


b  1}  i^'C?) 


Von  denselben  stimmen  (39)  und  (41)  mit  den  Gleichungen 
(39)  und  (42)  1.  c.  überein,  und  (40)  ergibt  sich,  wenn  man 
die  Formeln  des  Systems  (24)  auf  Seite  397  der  Reihe  nach 
mit  q>{a'\  9>'{V'),  (p'{c')  multiplicirt  und  addirt. 

Aus  der  letzten  Identität  (41)  folgt,  wenn  man  X^  —  A,  der 
Kürze  wegen  mit  q  bezeichnet,  durch  successive  Differentiation 
nach  X,  y,  und  0  sofort  die  andere: 
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Wo  + 


d{QY_Z) 


«1  + 


»(^^}..  -Pjy^.,  ^?ü^«  j.3{^)„  \ 


dz        ^ 


=|-äi-"»+-ä]r-"'  + 


1^ — -  «^ 


\ 


dA 


'-{lF^o  +  iyt*,+ 


dA 

de 


«2} 


Substituirt  man  in  dieser  Gleichung  nach  Ausführung  der 
Differentiationen  an  Stelle  der  völlig  willkürlichen  |,  17,  £ 
die  Grossen  a\  ft",  c",  so  wird  die  Summe  auf  der  linken 
Seite  nach  (29)  und  (33)  identisch  mit: 

während  die  Differenz  rechter  Hand  in  den  linken  Theil  der 
Gleichung  (27)  übergeführt  werden  kann*),  also  der  Null 
gleich  ist. 


*)  Im  Hinblick  anf  die  aus  (35)  hervor^i^ehenden  Relationen: 

dd       .  dcL        .da  1    »/  X 

•   dx^^  +  dy^^'  +  dz'^^*'^^''^-'^''"-^ 


de        .de        .  de 
dx   "^  '  dy    ^  *  dz  ^ 


l(p'(c)'-  iic 


findet  man  nämlich  für  den  Minuenden  der  fraglichen  Differenz  den 
Ausdruck :  f*'  (J  tp'{a)  a"  +  i  9>'  (P)  h"  +  4  9'  (c)  c"). 

Setzt  maii  femer  mit  Beibehaltung  der  Zeichen  in  (26): 

so  wird  der  Subtrahend  ö~  **o  +  tj    **i  +  a    **t  durch  die  angewandten 
Substitutionen : 


c   e-    ific-) 


{tp'{a)  —  iia  o"   iv'ia") 
\v'(b)-itb    b"  iv'(6")     + 
i<p'(c)  —  itc    c"   iv'Cc") 

oder,  indem  man  für  die  Elemente  ^qp'(a)  —  fta,  i<p'(b)  —  ftb, 
I  tp'(c)  —  (ic  nach  (89)  die  Äusdrflcke  —  ii'a  —  p."a",  —  p/h'  —  (»"6", 
—  fi'c'  —  ft"c"  einführt  und  die  Formeln  (21)  auf  Seite  233  anwendet: 

-^'(a  49  («")+  6  •  4l''(6")+  c  •  49'(«"))  -  («lAa") + bH/^t^'H  c  •  4Ac")). 
Der  Gesammtwerth  der  Differenz  ist  also: 

(*r(«V+4A6'>'+4r(Oc)+2p'{lV(o'')«+4v'i6")ft+4»'(c")-c} 

und  stimmt  wegen  (40)  mit  dem  linken  Theil  der  Gleichung  (27)  yoU- 
kommen  überein. 
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Von  dem   besondern  Falle   Aj  — A.^  ^  0  abgesehen,  hat 
man  also  die  Relation  bewiesen: 

(42)      (^^-o+g^6+g^c  jo  +  ...  +  (^^a+-g^6  +_c  jc  =  0 


/'       7  //  // 


Dieselbe  bleibt  auch  noch  giltig,  wenn  man  in  ihr  a  yh',  c 
mit  a,h,  c  vertauscht.  Denn  differentirt  man  die  Identität 
aa  ■•{-  bb'  -{-  cc  =0  successive  nach  Xy  y,  0  und  addirt  die 
drei  so  erhaltenen  Gleichungen  nach  vorheriger  Multiplication 
mit  a",  V,  c",  so  folgt  mit  Berücksichtigung  von  (28): 

wie  behauptet  worden.  Durch  Subtraction  der  beiden  letzten 
Gleichungen  (42)  und  (43)  von  einander  erhält  man  endlich, 
unter  Zuhilfenahme  des  Systems  (21)  auf  pag.  233: 

/db'   ,        de  ,  A    ,    /de     ,        da    A     ,    /da  , ,       d V    .\        ^ 

eine  Formel,  die  bloss  in  der  Anordnung  der  Glieder  von 
der  ersten  Bedingung  in  (34)  verschieden  ist  und  aussagt, 
dass  die  Differentialgleichung  adx  -|-  V  dy  -\-  c  dg  =  0  ein 
Integral  v  ==  A'  zulässt. 

Es  bedu  fte  nur  der  Yertauschung  von  a',  b\  c\  fi  und 
A}  mit  a",  V\  c\  ^"  und  A,  in  den  soeben  angestellten  Be- 
trachtungen, um  die  zweite  Bedingung  in  (34)  abzuleiten  und 
zu  zeigen,  dass  auch  der  Relation  d'  dx  +  b"  dy-\-  c"  dz  =  0 
durch  eine  Gleichung  der  Form  w  =  A"  Genüge  geleistet 
werden  kann. 

Der  hier  gegebene  Beweis  der  Integrabilitätsbedingungen 
(34)  führt  gleichzeitig  auf  eine,  für  specielle  Berechnungen 
geeignetere  Form  der  Differentialgleichung  (23).  Diese 
Gleichung  entsteht,  indem  man  die  aus  den  Formeln  (28)  — 
(30)  gewonnenen  Verhältnisse  der  «»a  in  die  Relation  (27) 
einsetzt.  Da  jedoch  ct^qI^  +  «111^^  +  «22^^  +  '  * '  +  ^a^iS^ 
mit  YZ  identisch  ist^  so  wird  man  auf  Grund  der  Formeln 
(43)  und  (46)  in  der  28.  Vorlesung  die  fragliche  Differential- 
gleichung auch  erhalteu,  wenn  mau  den  Ausdruck 
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Einunddreissigste  Vorleeung. 


(44)    KI+WiiJ  +  Mjg) 


^2  S   g>'  (W2) 


~(V  +  t*,2+V) 


nach   Einführung    der   Substitutionen    |^  =  w'oo?    'J^^**!!? 
{;2  =_  1^'^^  ^       1^  --  1^'^^  jjiit  der  Null  vergleicht. 

Man  kann  dieses  Ergebniss  nachträglich  aufs  neue  durch 
directe  Entwickelung  der  Determinante  in  (23)  verificiren. 

In  dem  oben  ausgeschlossenen  Falle  der  Gleichheit  von 
^,  und  ^2  verschwindet  nach  (47)  und  (49)  pag.  405  und  406 
der  Ausdruck  (44)  für  beliebige  |,  iy,  5?  und  die  Differential- 
gleichung (23)  ist  in  den  Bedingungen  für  X^  =  X^.  ^^ 
enthalten^  wenigstens  so  lange  man  sich  auf  reelle  Flächen 
beschränkt.  Nur  historisch  mag  angißführt  werden,  dass 
alsdann  die  Gleichung  u  =  A^  eine  Schaar  concentrischer 
Kugeln  oder  (im  Grenzfalle)  eine  Schaar  paralleler  Ebenen 
darstellt^  und  dass  die  zugeordneten  Flächensysteme  t?  =  A' 
und  w  =  k''  irgend  zwei  zu  einander  orthogonale  Schaaren 
von  Kegelflächen  sind,  deren  Scheitel  sämtlich  mit  dem  ge- 
meinsamen —  im  Grenzfalle  unendlich  entfernt  liegenden  — 
Mittelpunkte  der  Kugeln  zusammenfallen.  Die  Gleichungen 
(60)  der  22.  Vorlesung,  welche  die  elliptischen  Kugelcoordi- 
naten  definiren,  gewähren  dafür  ein  Beispiel.*) 


*)  Weitere  Untersachangen  über  den  Gegenstand  dieser  Vorlesung 
findet  man  in  einer  Abhandlung  Schläffli's,  Borchardt^s  Journal,  Band  76, 
S.- 126  ff. 


I.  Lineare  Transformation  einer  homogenen  Func- 
tion zweiter  Ordnung  in  eine  Summe  von 

Quadraten. 

In  der  zwanzigsten  Vorlesung  ist  gezeigt  worden,  dass 
man  unendlich  viele  Substitutionen  angeben  kann: 

(1)  Xa  =  Ca*  Xo  +  e»«  Xj  +  .  .  +  Ca^  X«  («  =  0,  1,  2, .  .  .  w), 

welche  eine  quadratische  Form: 

*  =  ^^00  ^0^  +  2  Co,  a;„  a;,  +  .  .  .    +  Cnn  Ol^n    =  ^^  Caß  Xa  Xp 

mit  den  Coefficienten  Caß  =  Cßa  in  die  Gestalt  bringen : 
(2) ^'  =  f*o  Xo^  +  f*,  X,2  .  .     -I-  ^„  Xn\ 

unter  den  unendlich  vielen  Darstellungen  derart  ist  von 
hervorragendem  Interesse  diejenige^  welche  Jacobi  (nach  Vor- 
gang von  Gauss)  in  Borchardts  Journal  Bd.  53  pag.  265  an- 
gegeben hat.  Wir  wollen  dieselbe  hier  in  verallgemeinerter*) 
Fassung  entwickeln  und  im  Anschlüsse  an  dieselbe  einige, 
auf  die  Classification  der  quadratischen  Formen  bezügliche 
Theoreme  ableiten. 

Die  Jacobische  Transformation  folgt**)  ohne  Mühe 
aus   einem   Lemma,    welches   bei  Einführung   des  Zeichens 

( ^\  ^l'"    ^\  ^\  für  die  Determinante 

*)  Diese  verallgemeinerte  FaasaDg,  welche  in  der  Einführung  will- 
kührlicher  Parameter  besteht,  findet  sich  zuerst  in  einer  Abhandlung 
von  Darboux  über  quadratische  Formen,  Journal  de  Liouville,  Oktober- 
heft 1874. 

**)  Die  elegante  Ableitung  der  Jacobischen  Transformation  ver- 
mittelst der  Identität  (3)  hat  Weierstrass  gegeben  in  den  Monatsberich- 
ten der  Berliner  Academiü  1868  pag.  316. 

Hbbsb,  analyt.  Geometrie  d.  Banmei.    3.  Aaft  29 
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■ 

^00 

^01 

•  •  (\yn      Vu^''  Vo^^^  . 

•  y«'*'  y» 

^10 

^11 

•     •■••••• 

•  yj'«'  j/i 

'no 


»1 


.  .   C 


nn 


yn^'^  yn^'^ 


yJ^^  yn 


wJ'^w^'K  .  wJ^^    0     0    . .   0     0 


'0 


Wq^^^  w/«».  .  wj^^     0      0 


w 


0 


w, 


w. 


0      0 


.   0 
.0 


0 
0 


sieb  kurz  dahin  aussprechen  lässt^  dass  für  irgend  welche 
gegebene  Constanten  ya^^\  y«^^^  •  •  J/a'  +  ^  und  für  beliebige 
veränderliche  Grössen  y«  («  *=«  0,  1  •  •  w)  die  Identilüt  gilt: 


(3) 


/y'  y'  •  • 

W  y^  ■  • 


y 


y«  +  1  y 

1  ..9 


) «: 


y 


•     •     • 


;) 


y'^  -'-y^ 

yr      -    '    - 

y^y 

y  y*  '-y^y^'^ 

Wenn  nämlich  mit  F  irgend  eine  gegebene  Determinante 

-^  i  ^00  ^11  •  •  ^"w*  ^^^  X*^  +  1)*®^  Grade  bezeichnet  wird,  so 
besteht;  nach  dem  in  der  Anmerkung  zur  Seite  89  bewiesenen 
Theoreme  die  Relation: 


-  (y' 


t 


y  +  ^\    (y'  •  •  y*  y^i 


(4)r 


a«r 


dr 


dr 


dr 


dr 


und  diese  geht  sofort  in  (3)  über,  wenn  w  =  n  +  g  +  2  ist 
und  wenn  die  Elemente  von  F  mit  den  entsprechenden  Ele- 
menten von  I    i    o         « j_  1     h  insbesondere  also  auch  die  Cßa 

mit  den  Cap  zusammenfallen. 
Setzt  man,  um  abzukürzen: 

s±c„c„..c — c„  (- 1).  (»' j; ; ;  •  »5  -  c, 


.y> 


07 
1  ««2 


(y'y*  "-y^y     \ 
W  y^ ' .  .y*y'+7 


ii> 


c 


«+1 


r„ 
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so  lasst  sich  die  Gleichung  (3)  schreiben: 

^q  Cg  +  lYq^  Wq  +  1 


(6) 


Oq  \J q  G q  -f-  1 


In  derselben  kann  der  Index  q  irgend  eine,  der  Zahlen 
ans  der  Reihe  1,  2,  ,  .  .  n  und  auch  die  Null  selbst  bedeu- 
ten,  welch    letzterer  Fall  aus  (4)   hervorgeht,   wenn  F  mit 


O' 


identisch  wird.    Wir  ertheilen  mit  Rücksicht  hierauf  in 


Formel  (6)  der  Zahl  q  der  Reihe  nach  die  Werthe  0,  1,  .  .  », 
addiren  sämmtliche  so  entstehenden  Relationen  und  erhalten 
wegen  ^^^i  =  0*)  für  die  quadratische  Form  der  Veränder- 
lichen ffa 

(7) :. -l'-g'Cy^y,  ..y,) 


*  Es  folgt ,die88  aus  dem  Theoreme:  Wenn  in  einer  Determi- 
nante ^  =  Z  ±  a}  a|...a^  die  Elemente  a*^i ,  ctp^^-  •  •  a^ 
für  die  Werthe  k  =  ly2  ,  .  .p  s&mmmtlich  verschwinden,  so 

Sämmtliche  Glieder  der  Determinante  A  entstehen  nämlich  ans 
dem  Anfangsgüede  ^l  a| .  •.  o^  .  a^  ^  J  . .  a^  durch Permutation  der  unte- 
ren Indices  1,  2,  .  p;  p  +  1,  p  +  2  .  . .  »i.  Von  diesen  Gliedern  ver- 
schwindet aber  ein  jedes ,  so  oft  in  der  ihm  entsprechenden  Permuta- 
tion einer  oder  mehrere  der  Indices :  p  -^  Ij  p  +  2  .  .  .m  an  die 
Stelle  von  Indices  aus  der  Gruppe  1,  2  . .  .  p  getreten  sind.  Man  er- 
hält daher  nach  Weglassung  der  verschwindenden  Terme  die  Determi- 
nante Ä,  indem  man  in  a\al ,,.  a^.a^^l .,.  a^  die  unteren  Indi- 
ces derart  permutirt,  dass  die  Zahlen  von  jeder  der  beiden  Gruppen 
1,  2  ...  p  und  p  -{■  ly  p  -{•  2  , ,  m  nur  unter  sich  versetzt  werden.  Mit 
Berücksichtigung  der  Vorzeichen  findet  sich  so  Ä  gleich  dem  Producte 

der  beiden  Determinanten  2?  ±  aj  a| . .  oj  und  Z±fl^JJfl^J|..aJJ 

(Cfr.  Hesse,  Theorie  der  Determinanten,  zweite  Auflage,  Seite  39). 

Um  den  soeben  bewiesenen  Sa^  auf  Vn  +  i  anwenden  zu  können, 
bringe  man  in  dieser  Determinante  durch  successive  Vertanschungen 
von  je  zwei  Verticalreihen  die  (n  +  2)te,  (n  +  3)te, . . . .,  letzte  Verti- 
calreihe  an  die  SteUe  der  ersten,  zweiten,  .  .  (n  +  2)ten  Verticalreihe. 
Alsdann  ist  V»  +  i  in  eine  Determinante  von  der  Eigenschaft  wie  A 
transformirt,  für  welche  m=B2n"\'3jP=^n+l  und  der  eine  Factor 

^  Hb  <*p  it  i  •  •  •  ^m  ^^  ^^^ )  ^^^  ^  demselben  sämmtHche  Elemente 
der  ersten  Verticalreihe  verschwinden. 

29* 
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die  Darstellung  durch  eine  Summe  von  Quadraten:        ^ 

(7a) .  W(y„y,  .•.y«)  =  %f^'  +  ^...+  ^^^^  • 

Die  Form  W  (y^,  j/j  .  .  y»»)  ist  nichts  anderes  als  die  auf 
Seite   267  definirte  reeiproke   Function  von  ^.    Ersetzt  man 

nämlich  in  dem  Quotienten   —    J^  =  —  tJ   die  willkürlichen 

ya,  durch  die  partiellen  Dififerentialquotienten  V-r^'  (.^f)  =  i'a, 
so  geht  aus  demselben  die  Grösse  ^  hervor,   wie  sich  sofort 

ergibt,  wenn  man  in  der  Determinante  |     j  die  (n  +  1)  ersten 

Verticalreihen  respective  mit  Xqj  x^  .  .  x„  multiplicirt  und  von 
der  letzten  Verticalreihe  abzieht.  Unter  Anwendung  des 
Zeichens: 

erhält  man  demgemäss  aus  (7  a)  vermöge  der  Substitution 
1/^  =  1/2  V'' (^a)  die* oben  erwähnte  Verallgemeinerung  der 
Jacobischen  Transformation : 

<<^*) *  =      C,  '  +  "  C,      + 1"  6W f 

In  derselben  bedeuten  die  X„  lineare  homogene 
Functionen  der  Xa,  welche  mit  den  y«  und  Ya  durch 
die  Identität  verknüpft  sind: 

2/0  ^0  +  yi  ^1  H h  y«  ^«  =  1^0  ^0  +  5^1  -Xj  +  •  •  Yn  z«. 

Um  diese  Behauptung  zu  beweisen,  hat  man  nur  nöthig, 
in  (7  a)  die  willkührlichen  ya  durch  ^a  +  ^^a  ^^  ersetzen, 
nach  Potenzen  des  Factors  fi  zu  entwickeln  und  die  Coeffi- 
cienten  von  fi^  beiderseits  zu  vergleichen.  Man  erhält  so  die 
Gleichung  ^ 


(ö 


V;"    =  ^0  -^0  +  ^1  -^1  +  •  •  +  ^«  ^nf 

welche  offenbar  von  der  letzten  Identität  nur  formal  ver- 
schieden ist.  Die  4  Systeme  von  Variabein  a:«,  Xa,  Vaj  Ya 
stehen  also  zu  einander  in  denselben  Beziehungen ,  wie  die 


/ 
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analog  bezeichneten  Grössen  in  den  Gleichungen  (1) — (4)  der 
20.  Vorlesung. 

Die  Darstellung  (8a)  ist  stets  möglich,  wenn  die  Deter- 
minante Co  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat,  indem 
alsdann  die  1/«^?^  (g^  =  1,  2,  .  .  .  n  +  1)  sich  so  bestimmen 
lassen,  dass  C,,  Cj  .  .  .  (7n  +  t  nicht  verschwinden.  Es  kann 
überhaupt  Cq  nie  für  alle  Werthe  der  ya^«)  Null  werden,  so 
lange  Cq  _  i  nicht  verschwindet.     Wäre  nämlich 

für  beliebige  j^a^^)  gleich  Null,  so  würde  gleichzeitig,   gegen 
die  Voraussetzung,  der  Ausdruck 

'-?^^  ^00  +  ^-^.0.+  .    +^fc-^..  =  (n-,  +  2)C,_, 

verschwinden. 

Tritt  der  nunmehr  näher  zu  betrachtende  Fall  ein,  dass 
'6g  _i  für  alle  möglichen  Werthe  der  ya^^^  y«^^*  .  .  .  yo'""' 
(a  =  0,  1, .  .  w)  Null  ist,  so  verschwindet  auch  jede  Deter- 
minante (m  —  2  +  2)ten  Grades,  die  entsteht,  wenn  man  in 
Cq  irgend  welche  (^  ~  1)  Horizontalreihen  unterdrückt  und 
von  den  übrig  bleibenden  Elementen  beliebige  (g  —  1)  Ver- 
ticalreihen  weglässt.  In  anderer  Ausdrucksweise,  wenn  die 
(g  —  1)  Zahlen  a,  ß,  y  .  ,  .  willkürlich  aus  der  Reihe 
0,  1  ...  w  gewählt  sind,  und  wenn  p,  ^,  r  .  .  irgend  {q  —  1) 
andere  Zahlen  aus  derselben  Reihe  bedeuten,  so  hat  die 
Gleichung  Cq  —  i  ^=0  stets  die  Relationen  zur  Folge: 

(9) ^'-\^; 0. 

Denn  setzt  man  in    Cq—i   die    (q  —  1)  Grössen  ya^^\  yfi^^\ 
Vr^^^  .  .  .  gleich  der  Einheit,    die   übrigen  y^^\  y^^\  .  •  y^^""  ^' 

dagegen  gleich  Null,  so  wird  6«- 1  identisch  mit ;. ° : 

^^  ^        ^  ^  «      *  CCaa  CC^fi  OCyy  ' 


(1) 


wie  sich  aus  dem  Systeme  von  Gleichungen  ergibt: 

(10) 
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Aus  dem  Verschwinden  der  sämmtlichen  Differentialquo- 
tienten von  der  Gestalt  ^-  ^ ^ —  kann  man  sodann  die 

OCaa  ÖCfiß  OCyy 

Übrigen  Beziehungen  (9)  ableiten ,  indem  man  in  (10)  die 
(g  —  1)  Buchstabenpaare  ya<*^  y^^^^  \  y/»<*^  y<r^*^  Vy^^^  y«^'^  . .  - 
gleich  Eins  und  die  anderen  y<*),  y^^^  .  .  .  y<«-^)  gleich  Null 
annimmt. 

Das  System  (10)  zeigt  auch;  dass  umgekehrt  das  Ver- 
schwinden  sämmtlicher  Partialdeterminanten  (w  —  g  +  2) 
Grades  von  C©  in  (9)  die  Gleichung  Q  _  i  ^  0  nach  sich 
zieht. 

Beim  Bestehen  der  Relationen  .(9)  lässt  sich  die  Funk- 
tion ^  in  eine  Summe  von  blos»  (w  — -  g  +  1)  Quadraten 
linear  transformiren.  Zum  Behufe  des  Beweises  substituiren 
wir  in  (6)  an  Stelle  von  q  der  Reihe  nach  q,  g  +  1 ,  .  . .  n 
und  erhalten  durch  Addition  der  so  entstehenden  Gleichungen: 

Vermöge  der  Substitution  y«  =  V2  ^'  C^«)  =  ^«  f^^g^ 
hieraus : 

/y'  y*  y« . .  ^\ 

(ij)  (-1)'+ ^^ c,vr  +  — 6V+2"   '  +  c;r:^-i 

Multiplicirt  man  in  y'  ^    2  J)  ^^®  (^  +  ^)  ©^'s^Ji 

Uorizontalreihen  respective  mit  a;,,,  rT]  .  .  a;»»  zieht  dieselben 
sämmtlich  von  der  letzten  ab,  und  veifahrt  in  gleicher  Weise 
mit  den  Horizontalreihen;  so  geht  die  linke  Seite  der  letzten 
Gleichung  mit  Rücksicht  auf  das  System  (9)  über  in  ^.    Die 

letztere   Form   ist  also  im  vorliegenden  Falle  die  zu  —  y,- 

reciproke  Function  und  kann  in  die  Gestalt  gebracht  werden : 

(Ua)  ...   ^  =  -^^  —  +  — ^^^j^-     +  •  •  •  -g;^-, 

welche  nicht  illusorisch  wird,  so  lange  Cq  nicht  identisch  für 
alle  Werthe  der  y<*);  yW  .  , .  y(9)  verschwindet. 


*)  Cfr.  Eronecker:  Ueber  die  congrnenten  Transformationen  der 
biUnearen  Formen  ^  1,  III  im  Monatsberichte  der  Berliner  Akade- 
mie 1874. 
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Es  gilt  auch  das  umgekehrte  Theorem: 

(13)  Wenn  eine  quadratische  Form  ^  der  will- 
kürlichen Veränderlichen  Xq,  x^  .  .  Xn  durch  eine 
lineare  Substitution  (1)  in  eine  Funktion  der  Ver- 
änderlichen X  übergeführt  wird,  in  der  Xq,  X,  .  . 
Xg^i  fehlen,  so  ist  Cg-ii^O. 

Dieses  Theorem  ergibt  sich  unmittelbar  aus  der  folgen- 
den   fundamentalen   Eigenschaft   der   Ausdrücke   Cq^  Ci,  .  . 

(I3a)  Wenn  durch  irgend  eine  Substitution  von 
der  Gestalt  (1)   die  quadratische  Form  ££  Cafi  ^a  Xß 

und  die  q  linearen  Ausdrücke  2^yo<*^  Xa  (i  =  1,  2,  .  .  q) 

a 

respective  übergeführt  werden  in  UUCaßXaXauiid 
27  v«^*^  Xa  {k  ==  1,  2, .  .  q),  so  ist  das  Product  aus  C,  in 

a 

das  Quadrat  der  Substitutionsdeterminante  gleich 
dem  Ausdrucke  Oq,  der  aus  Cq  vermöge  Ersetzung 
der  Caß  und  yaS^^  durch  die 

und 

hervorgeht. 

Man  kann  nämlich  die  Substitutionsdeterminante: 
27  +  ^o"  ^1 '  •  "  •  c«*  ^''s  ®^^®  Determinante  (w  +  g[  +  1)  Grades: 
2;'+  ^0^  ^1*  e«*»  eJil-cj  +  J  darstellen,  indem  man  jedes  Ele- 
ment Ck^y  in  welchem  mindestens  einer  der  beiden  Indices  h 
und  l  grösser  als  n  ist,  gleich  Null  oder  gleich  der  Einheit 
setzt,  je  nachdem  k  einen  von  l  verschiedenen  Werth  hat 
oder  nicht.  Multiplicirt  man  alsdann  üq  zweimal  successive 
nach  dem  Multiplicationstheorem  der  Determinanten  mit 
27  +  ^0^  ^1^  •  •  •  ^+3*  so  findet  man  der  Behauptung  gemäss 
das  Product  gleich  Cq* 

Wofern  insbesondere  die  Function  ^  durch  eine  lineare 
Substitution  derart  transformirt  wird,  dass  sämmtliche  Cap 
verschwinden,  in  denen  einer  oder  jeder  der  Indices  a,  % 
kleiner  als   q  ist,   so  werden  sämmtliche  Subdeterminanten 


»» 
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(n  —  2  -f  2)ten  Grades  von  C^  zu  Null  und  dahe.r  auch 
Cq^\.  Da  nun  die  Veränderlichen  Xa  völlig  willkürlich 
und  durch  keine  Gleichung  verknüpft  sind,  so  hat  in  (1)  die 
Substitutionsdeterminante  £  ^  e^^  e^^  -  •  Cn^  sicherlich  einen 
von  Null  verschiedenen  Werth.     Wegen 

0  =  C,-i  =  C,-i  (-2:+  6o«  e,i .  •  en^f 

muss  somit  Cq-i  verschwinden. 

Eine  Form  ^,  für  welche  Cq  von  Null  verschieden,  kann 
demnach  nicht  in  eine  Summe  von  weniger  als  (n  —  ^  +  ^ ) 
Quadraten  linear  transformirt  werden.  Denn  wäre  eine  solche 
Form  die  Summe  von  bloss  {n  —  A:  +  1)  Quadraten  {k  >  q), 
so  verschwindet  Gt-i  und  daher  auch  C,,  was  der  Voraus- 
setzung vriderstreitet. 

Auf  so  manchfaltige  Art  auch  eine  quadratische  Function 
^,  für  welche  Cq  —  i  nicht  aber  Cq  identisch  verschwindet,  in 
eine  Summe  von  (n  —  ^*-{-  1)  Quadraten  durch  lineare  homo- 
gene Substitutionen  transformirt  werden  kann^  so  befolgen 
doch  diese  Transformationen,  im  Falle  die  Goefficienten  der 
Funktion  ^  und  der  Substitutionen  reell,  ein  gemeinsames 
Gesetz,  das  sogenannte  Trägheitsgesetz,  dass  nämlich 
die  Anzahl  der  Quadrate,  welche  ein  gegebenes 
Vorzeichen  besitzen,  bei  jeder  Transformation  die- 
selbe bleibt. 

Mit  anderen  Worten,  wenn 

(14;  .  . 

^  =  ^«  W  +  ^9  +  1  6«  +  l*   +    •  •  V«  \r? 

irgend  zwei  verschiedene,  aber  reelle  Darstellungen  von  ^ 
durch  eine  Summe  von  Quadraten  bedeuten,  so  ist  stets  die 
Anzahl  der  positiven  (respective  negativen)  ft  gleich  der  An- 
zahl der  positiven  (respective  negativen)  v. 

Wir  beginnen  den  Beweis,  indem  wir  zeigen,  dass  die 
Ausdrücke  X,,  X,  4.  i  •  •  X«  sich  als  lineare  homogene  Funk- 
tionen von  %qy  Sj  +  i  -  •  •  Sn  darstellen  lassen. 

*    Sind  die  X  und  %  in  (14)  durch  das  System  Gleichungen 
definirt: 
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6i_i  =  60^  ^0  +  6|^  «I  +  •  •     +  M  ^» 

so  fügen  wir  denselben  noch  beliebige  q  andere  Gleichungen 
hinzu: 

X,_  1  =  yo^«)  X,  +  y/«)  a;,  +  •  +  ^n^''^  ^»/('^  =1,2,..  q\ 
deren  CoefScient^n  ya<*)  reell  und  nur  der  Bedingung  unter- 
worfen sein  sollen,  dass  sie  die  Determinante  Cq  in  (^) 
nicht  verschwinden  machen.  Alsdann  ist  nach  dem  Theo- 
rem (13  a)*) 

.  ^9  +  1  •  •  •  f*n  a^J+y,^')  y/«)  .  •  .  y,-i<^)  a,<'+^>  a^l^V  '  '  '  ««^"  +  '0'=  C',, 
und  daher  die  Determinante 

Yon  Null  verschieden.  Femer  ergibt  sich  durch  Differentia- 
tion der  Identität 

(I4a) ^ (ix-^i  Xi^i^  =  Svi^i  |i_  1^ 

a^q+l,  g  +  2,...n+l) 

nach  irgend  einer  der  Variabeln  x«: 

II,  Oa'+i  X,  -I \-  ft,o„»  +  i  X,  =  V,  6««  +  i  5,  H f-  v,  fc«"  +  i  I,. 

Multiplicirt  man  diese  Relation  mit  0—^,  setzt  der  Reihe 

nach  a  =s  0,  1,  .  .  n  und  addirt,  so  erhält  man  Xi^i  als 
lineare  homogene  Function  der  g,,  g,  +  i..gn  mit  reellen 
Coefficienten  ausgedrückt. 

Diesen  ersten  Punkt  festgestellt,  nehmen  wir  an,  dass 
unter  den  Coefficienten  (ix  —  i  und  vi_i  etwa  f^gi  ^g  +  i  •  .  f^g+p 
und  Vg,  Vq^i  .  .  t/^ +  ;,  positiv,  dagegen  f*^+^  +  i,  ^ig^p^i.  .  . 
ftn  und  Vg^jt-^i,  Vg  4,^  +  2  •••  Vn  negativ  seien.  Setzt  man 
nun  an  Stelle  von  /fi^  X^,  /ft^nTi  ^«  +  1  •  . .  VfJ^q-^p  Xq^p, 
/— /*9+i>  +  i  Xq^p^i,  .  .  .  y—fin  Xn  beziehungsweise  0^,  z^ 


*  Für  den  vorliegenden  Fall  sind  die  oben  mit  xa,  Xa,  SZcafi  Xa  xß^ 
£ya^^^  Xa,  ZZcaßXa  Xß  xxad  S Va^^)  Xa  bezeichneten  Grössen  resp. 

a 

zn  ersetzen  durch  Xa,  Xa,  £  fil  —  i  Xi-^i*,  Xjb,  2  Zcaß  Xa  xß  und 
Sya^  Xa. 


458  Supplement  I. 


.  .  Zp,  Zp^i  .  .  Zn-q  und  an  Stelle  von  Yvg  ^,  yvg  +  i  l^  +  i   • 

j/vg^n  iq-\-n,  y^V^n^iq  +  n  +  i  •  •  /— V«  Sn  respective 
Z^y  Z^  .  .  Zn,  Zn^i  .  .  Zn-qj  so  geht,  »nter  Anwendung  des 
Zeichens  m  für  n  —  g,  die  Identität  (I4a)  über  in: 

(15)    .    .    .    .V  +  ^l'+-      +V~-^l>  +  l' ^m^ 

m 

während  igr^,  jer,,  .  .  .  jSf,«  homogene  lineare  Punktionen  der  Z,,, 
Z,  .  .  .  Z,„  mit  wesentlich  reellen  Coefficienten  von  der  Ge- 
stalt werden: 

(16)  .  .  ;srifc  =  «40  ^0  +  a*i  -^1  H h  «*»«  2^m,  *  =  0,  1,  .  .  .  m. 

Das  zu  beweisende  Trägheitsgesetz  sagt  aus^  dass  die 
Zahl  p  nicht  von  jt  verschieden  sein  kann.  Nehmen  wir*', 
um  die  Vorstellung  zu  fixiren,  %  >  p^  also  sr  —  1  mindestens 
gleich  jp  an,  so  lässt  sich  die  Unmöglichkeit  einer  solches 
Voraussetzung  zeigen,  indem  man  aus  der  gegebenen  Substi- 
tution (16)  eine  andere  reelle,  gleichfalls  die  Identität  (15 
erfüllende  Substitution  ableitet: 

(17)  0*  =  |3to  .  ^0  +  13*1^1  +  •  •  +  /»*»«  Zrn  (fc  =  0,  1,  . .  m«. 
für  welche 

(18) /J^^,  =  /J,^  =  .  .  =  /Jä-1.0  «=  0, 

und  für  welche  also  wegen 

die  widersinnige  Gleichung  bestände: 

"~  /'i>  +  M^  —  /'pH-«/  •  •  —  /'mo'  =  1- 

Eine  Substitution  wie  (17)  findet  man  folgendermassec 
Die  Gleichung  (15)  ändert  sich  nicht,  wenn  in  ihr  Z^  ur«. 
Z,  ersetzt  werden  durch  Z^  cos  tp  -{'  Z^sm  fp  und  Z^  sin  ? 
—  Z^  cos  9,  während  das  System  (16)  übergeht  in: 


*)  Wir  folgen  hier  der  Ableitimg,  welche  von  Henoite  in  Bochardt^ 
Journal  Bd.  68  pag.  271  ff.  mitgetheüt  worden.  Andere  Beweise  habei 
gegeben:  Jacobi  in  demselben  Journal,  Bd.  53  pag.  275;  BrioscU 
Nouvelles  Annales  de  Math^matiques  Bd.  XV,  1856;  Kronecker  is 
Monatsberichte  der  Berliner  Academie  1873  S.  127. 
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(19)  jßf  jfc= (a^o  cos  9)  +  ofa  shiq>)Zf^-\-(ccto  sin  9  —  ccn  cos  fp)Z^  -( 

(]c  =  0,  l  .  .  m). 

Ueber  den  willkührlichen  Winkel  q)  kann  man  aber  so 
verfügen,    dass    in    dem    Auadruck    für    iSq    der    Goefficient 

^00  ^^^  9  4"  ^01  ^^^  9  ^^^  ^0  ^^^  wird.  In  der  so  bestimm- 
ten Substitution  (19)  ersetzen  wir  sodann  Z^  und  Z^  durch 
Zj  cos  9  -f"  ^2  ^^^^  9^  ^^^  Z,  sin  9  —  ^2  cos  9  und  bringen 
durch  passende  Verfügung  über  9  den  Coefficienten  von  Z, 
in  j^o  zum  Verschwinden,  während  die  Gleichung  (15)  wieder 
ungeändert  bleibt.  Durch  eine  Reihe  ähnlicher  Bestimmun- 
gen kann  man  so  eine  Substitution  ableiten;  in  welcher  der 
Ausdruck  für  g^  die  Grössen  Z^,  Z^  .  .  Zn^i  nicht  enthält. 
In  ganz  analoger  Weise  lassen  sich  aus  dem  Ausdruck  von 
j9j  durch  eine  Reihe  stets  ausführbarer  Operationen  die  Un- 
bestimmten Zq^  Z^  .  ,  Zn-~t  fortschaffen,  ohne  dass  in  dem 
.  .  Ausdruck  für  »^  die  schon  eliminirten  Zq,  Z,,  Zn-\  wieder 
zum  Vorschein  kommen.  Derart  fortfahrend  kann  man  aus 
dem  Ausdruck  von  z^  die  Grössen  Zq,  Z,  .  .  Z«_3  u.  s.  w., 
aus  dem  Ausdrucke  von  jer^  - 1  die  Unbestimmte  Z^  entfernen, 
so  dass  nach  Ausführung  der  letzten  Operation  eine.Substi- 

L  '  tution  (17)  vorliegt,  für  welche  die  Gleichungen  (18)  erfüllt 
sind  und  überhaupt  jeder  Substitntionscoefficient  /5xi  ver- 
schwindet, sobald  in  demselben  die  Summe  der  Indices :  x  4~  ^ 

:  ^  kleiner  als  %  ist. 

Das  Trägheitsgesetz  zeigt,  dass  alle  reellen  quadratischen 
Formen,  für  welche  die  Zahl  q  in  (12a)  denselben  Werth 
besitzt,  in  (w  —  g  -|-  2)  wesentlich  verschiedene  Species  zer- 
fallen. Die  Formen  der  ersten  Species  sind  darstellbar  durch 
eine  Summe  von  (w  —  g  +  1)  negativen  Quadraten,  die  der 
zweiten  durch  eine  Summe  von  einem  positiven  und  (n  —  q) 
negativen  Quadraten  .  •  . ,  die  Formen  der  letzten  Species 
endlich  durch  ein  Aggregat  von  lauter  positiven  Quadraten. 
Welcher  Species  eine  Form  angehört,  kann  leicht  bestimmt 
werden  vermittelst  der  Reihe 

(20) Cg,  Cg  +  i,  .  .  On,  1*), 


> 


^.-  *)  Nach   dem  Theorem  der  Anmerkung  zor  Seite  (451)  ist  Cn-f  1 

gleich  (-S  ±^0^^^  V)}^^  •  •  y  «»•♦•*)•»  »l»o  immer  positiv. 


i\  •■• 
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indem  dieselbe  nach  (12  a)  genau  so  viele  Zeichen  Wechsel 
darbietet;  als  die  Form  ip  negative  Quadrate  enthält.  Dabei 
sind  die  ya^^\  ya^^^  •  •  .  ya^^^  irgend  welche  reelle  Zahlen,  welche 
keinen  der  Ausdrücke  Ck  verschwinden  machen.  Im  Allge- 
meinen wird  man  natürlich  die  y  derart  wählen,  dass  die 
Berechnung  der  Beihe  (20)  sich  möglichst  einfach  gestaltet. 
Wir  wollen  auf  eine  solche  specielle  Wahl  im  Palle  Cq^O 
etwas  näher  eingehen. 

.Bedeutet  die  Gruppe  von  (n  +  1)  Zahlen 

(21) a ,  j3  .  .  .  t,  iy,  ^  .  .  .  ft,  v 

irgend  eine  bestimmte  Permutation  von  0,  1,  .  w  und  setzt  man 
die  n  Grössen  ya^^\  y^!-^^  .  .  .  yf^^''^\  Vv^^^  gleich  1 ,  dagegen 
alle  übrigen  y  gleich  Null,  so  geht  wegen  (10)  die  Reihe 
für  q  =  0  über  in: 

^^^ ^0,  ä^,  a?^^>  •  •  •'   ^^>  ^' 

Dieselbe  kann  die  Reihe  (20)  vertreten,  wenn  keinies 
ihrer  Glieder  verschwindet.  Sollte  der  letztere  Fall  stattfin- 
den, so  vermag  man  zunächst  immer  eine  Permutation  (21) 
derart  anzugeben,  dass  keine  zwei  unmittelbar  auf  einander 
folgende  Glieder  in  (22)  Null  werden.     Bedeutet  nämlich 

ein  Glied  in  (22),  für  welches 

(23a)  n_ .  <0,  ^-^=.  0  ^-p^  =0 . . .  ^-*  =  0  ^-fi=-'  =.  0, 

V       /     «     *  p^   ;  ßcnn  dc^9  dc/ifi  dcw  ' 

so  lassen  sich  jedenfalls  zwei  von  einander  und  gleichzeitig 
von  a,  j3,  .  .  S  verschiedene  Zahlen  i^,   d  au3   der  Reihe  0, 

1,  . .  n  bestimmen,  so  dass  x-    ^^^  nicht  verschwindet.  Denn 

wegen  A-i  ^0  existirt  ein  derartiges  Zahlenpaar  iy  und  0", 

für  welches  die  Grösse     ^*""^;  und  mit  Rücksicht  auf 

^    ^ •-»*-!   ^rirfic»»  \    den»     > 

auch  der  Differentialquotient  ^ — |^^  von  Null  verschieden 
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gefanden  wird.  Sobald  also  in  der  Reihe  (22)  irgend  ein 
Glied  nicht  verschwindet  —  und  diess  ist  beim  ersten  Cq 
ex  hyp,  gewiss  der  Fall  — ;  so  kann  man  auch  das  zweit- 
nächste als  von  Null  verschieden  betrachten. 

Eine  solche  Reihe  (22),  in  der  vereinzel  te  Glieder 
verschwinden,  ist  gleichfalls  zur  Bestimmung  der  unveränder- 
lichen Anzahl  negativer  Quadrate  in  ^  geeignet^  wenn  man 
bei  der  Zählung  der  Zeichenwechsel  die  Nullen  weglässt. 
Wir  machen,  um  diess  zu  zeigen^  die  Voraussetzung,  es  sei 
rV^i  das  erste  in  (22)  auftretende  Glied,  welches  den  Be- 
dingungen (23  a)  Genüge  leistet.  Alsdann  kann  für  g  <=  0 
die  Reihe  (20)  ersetzt  werden  durch: 

oder,  wenn  man  die  zwei  Grossenpaare  y,,W,  y^^*^,  yj^^*  +  ^^ 
und  —  y^<*  +  ^^  gleich  der  positiven  Einheit,  die  übrigen  yW 
und  y<*  +  i)  dagegen  gleich  Null  annimmt,  durch  die  Reihe 

(25)    Co;  ^w  A-i,  -j^^^y  -  amalA  ^  ^*  +  ^'  ^*  +  ^'  •  •  • 

In  derselben  darf  bei  Z&hlung  der  Zeichenwechsel  das 

Glied  -ö-^*  angelassen  werden,  da  nach  (24)  A  — i  und  F*  +  i 

entgegengesetzte  Vorzeichen  besitzen.  Lässt  man  überdiess 
die  6*4-2,  C(t-i-3  .  .  mit  A  +  g,  A  +  s .  .  .  zusammenfallen,  bis 
wieder  ein  verschwindendes  Glied  auftritt,  und  verfahrt  man 
mit  diesem  ähnlich  etc. ,  so  wird  schliesslich  die  Reihe  (20) 
in  eine  von  der  Gestalt  (22)  übergehen. 

Bei  identisch  verschwindendem  Cq  —  i  kann  jederzeit  eine 
Permutation  (21)  gefunden  werden  derart,  dass  Fq  nicht  ver- 
schwindet und  dass  die  Reihe 

■^  Qf  "^j-f-l;   •   •   •  ■'«;   ■■■ 

nur  Nullen  enthält,  welche  vereinzelt  stehen  und  behufs  der 
Zählimg  der  Zeichenwechsel  übergangen  werden  können*). 

*)  Znr  Ergänzung  des  Textes  vergleiche  man:  Kronecker,  Ueber 
die  congruenten  Transformationen  der  biiinearen  Formen.  Monatsber. 
der  Berliner  Akademie  1874. 


IL    Ueber  die  Eintheilung   der  Flächen  zweiter 
Ordnung  und  ihrer  Schnitte  mit  Ebenen. 

Vermittelst  der  Sätze  ^  welche  in  dem  vorhergehenden 
Supplemente  über  eine  quadratische  Form  von  (n  +  1)  Ver- 
änderlichen entwickelt  worden,  kann  man  im  Falle  n  =  3  die 
Flächen  zweiter  Ordnung  und  ihre  Schnitte  mit  Ebenen  in 
einfacher  Weise  classificiren,  wie  hier  in  Kürze  ausgeführt 
werden  soll. 

Bedeutet  unter  der  Voraussetzung  reeller  Caß» 

(1)    .    .    .  *  =  Coo  a^o^  4-  2Coi  a?o  ^1  H +  ^33  ^s^  =  0 

die  Gleichung  irgend  einer  Fläche  zweiter  Ordnung ,  sei  es 
in  homogenen  oder  sonst  welchen  linearen  Goordinaten,  so 
hat  man  wesentlich  vier  Hauptfalle  zu  unterscheiden.  Jeder 
derselben  wird  charakterisirt  durch  die  geringste  Anzahl  — 
Ay  3;  2  oder  1  —  Quadrate ;  als  deren  Summe  sich  die  Funk- 
tion t^  darstellen  lässt. 

Indem  man  die  im  Supplemente  I  für  ein  allgemeines  n 
eingeführte  Bezeichnung  auch  bei  n  =»  3  anwendet^  kann  man 

im  ersten  Hauptfalle:  Co  =  2J+  Cq^  Cj,  c^^  C33  ^  0  nach  (8a) 

1.  c.  tf;  in  die  Gestalt  transf ormiren : 

^^^ * — cr  +  ~^+  ~cr'^~cr' 

Von  den  vier  Quadraten  auf  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung  können  entweder  sämmtliche  von  gleichem  Vor- 
zeichen^ oder  zwei  positiv  und  zwei  negativ  oder  endlich 
eines  von  einem  anderen  Vorzeichen  sein  als  die  drei 
übrigen. 

Gleiches  Vorzeichen  können  die  vier  Quadrate  nur  dann 

C      G      G      G 
besitzen,  wenn  das  Product  tt-  '  tt  '  yr  '  tt,  d.  h.  wenn  die 

U|       Oj       Oj       O4 


Clasfiification  der  Flächen  zweiter  Ordnung.  463 

» 

Determinante  Cq  positiv  ist*).     Ueberdiess  müssen  die  beiden 
Ungleichungen  bestehen 

(3) C,  >  0    C,C^>0. 

Eine  solche  Fläche  enthält  selbstverständlich  keinen 
reellen  Funkt  und  ist  ein  imaginäres  EUipsoid. 

Werden  bei  Co  >  0  die  zwei  Ungleichungen  in  (3)  nicht 
gleichzeitig  erfüllt,  so  sind  in  ^  zwei  der  Quadrate  positiv 
und  die  beiden  übrigen  negativ.  Wir  machen,  um  die  Vor- 
stellung zu  fixiren,  die  Annahme,  dass  in  (2)  etwa  X,^  und 
Xj^  gleichen  Vorzeichens  seien.  Wir  schreiben  also,  unter 
Cq,  Cj,  C2,  C3  reelle  Cbnstanten  verstehend,    ^  in  der  Form 

t 

und  erhalten  die  Fläche  analytisch  dargestellt  durch: 

(4) (Co  Xo  +  Cj  Xj)  (Co  Xo  —  Ci  X,) 

—  (C2  Xj  +  C3  X3)  (^2  Xj  —  Cs  X3)  —  0. 

Auf  derselben  liegen  zwei  Schaaren  von  reellen  Geraden. 
Bedeutet  nämlich  A  irgend  einen  bestimmten  reellen  Zahlen- 
werth,  so  ist  ganz  in  der  Fläche  (4)  enthalten  der  Schnitt 
der  beiden  Ebenen: 

(co  Xo  +  c,  Xi)  —  A  (Cj  X2  +  C3  X3)  =  0 

(Cj  Xj  —  C3  X3)  —  A  (co  Xo  —  c,  X,)  =  0, 

und  überdiess  die  Gerade: 

.  {Cq  Xq  +  ^1  -^l)   —  ^  (^2  ^2  ^3  ^3)  =  0 

(Cj  X2  +  C3  X3)  —  A  (Co  Xo  —  Cj  X,)  —  0. 

Eine  derartige  geradlinige  Fläche  ist  entweder  ein  Hyper- 
boloid mit  einer  Mantelfläche  oder  ein  hyperbolisches  Para- 
boloid;  wie  sich  leicht  zeigen  lässt,  wenn  man  die  auf  Seite 
252  zusammengestellten  Ergebnisse  der  19.  Vorlesung  zu 
Hülfe  nimmt.  Nach  denselben*  lassen  sich  die  Gleichungen 
der  beiden  letzteren  Flächen  beziehungsweise  in  die  Gestalt 
bringen : 


*)  C4  iBt  gleich  {£±yoW  yti^)  y^i^)  y,(4))*,  also  nicht  negativ. 
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«t  -1-  6t       et       1»   •=  " 

worin  x,  y,  g,  p  lineare  homogene*)  Funktionen  der  Xq, 
.r,,  a?2;  x^  mit  reellen  Coefficienten  bedeuten.  Wegen  des 
Tragheitsgesetzes  der  quadratischen  Formen  enthält  also  die 
Gleichung  ij;  =  0  eines  einfachen  Hyperboloids  oder  eines 
hyperbolischen  Paraboloids,  so  oft  ^  als  eine  Summe  von 
vier  Quadraten  dargestellt  wird,  zwei  positive  und  zwei  nega- 
tive Quadrate.  Zugleich  findet  ein  solches  Verhalten  nur 
bei  diesen  zwei  Flächen  statt;  da  nach  der  pag.  252  gegebe- 
nen Classification  für  das  reelle  EUipsoid,  das  zweimantelige 
Hyperboloid  und  das  elliptische  Paraboloid  eines  der  Quadrate 
verschiedenes  Vorzeichen  von  den  drei  übrigen  hat  und 
demnach  mit  Rücksicht  auf  (2)  Cq  negativ  angenommen  wer- 
den muss. 

Will  man  wissen ;  welche  der  drei  zuletzt  erwähnten 
Flächen  im  Falle  Cq  <  0  vprliegt,  und  wie  man  f ür  C©  >  0 
das  einfache  Hyperboloid  vom  hyperbolischen  Paraboloide 
unterscheidet;  so  hat  man  diese  fünf  Flächen  in  ihrem  Ver- 
halten zur  unendlich  fernen  Ebene 

(6)  .  .   .  .  1?  =  jPo  ^0  +  Pl  ^1  +  P'Z  ^2  +  Ps  ^3  =  0 

zu  untersuchen. 

Wir  führen  zu  dem  Behufe  die  Ausdrücke  ein: 

welche  respective  aus  Cj,  C^,  6^  durch  Vertauschung  der 
willkührlichen  ffa^^^  (a  =  0,  1,  2,  3)  mit  den  p^  entstehen. 

Im  Falle  eines  der  beiden  Paraboloide  vorliegt;  ist  offen- 
bar F|  cB  0;  weil  die  unendlich  ferne  Ebene  jedes  derselben 
berührt.    Für  eine   der   übrigen  Flächen   kann  man  wegen 

F]  ^  0  in  (2)  die  ya^^^  mit  den  pa  zusammenfallen  lassen.     Da 

alsdann  der  Ausdruck  Xq  nach  (8)  des  vorhergehenden 
Supplements  mit  —  p  identisch  wird;  so  sieht  man;  dass  die 


*)  Man  vergleiche  die  Transformationsformeln  (6)  auf  Seite  S24. 
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Fläche  (1)  stets  eines  der  beiden  Ellipsoide  ist,  sobald  die 
beiden  Bedingungen  P,  F3  >  0  und  F^  >  0  gleichzeitig 
erfüllt  sind;  dass  dagegen  im  entgegengesetzten  Falle  durch 
^  =  0.  eines  der  beiden  Hyperboloide  reprasentirt  wird. 

Indem  man  auf  ähnliche  Weise,  mit^Zugrundelegung  der 
Gleichung  (12  a)  des  Supplements  I,  auch  in  den  Fällen  ver- 
fahrt, in  denen  ^  durch  eine  Summe  von  weniger  als  vier 
Quadraten  darstellbar  ist,  erhält  man  schliesslich  für  die  ver- 
schiedenen Gattungen  der  Flächen  zweiter  Ordnung  sehr  ein- 
fache Kriterien.  In  dieselben  gehen  ein:  die  drei  Determi^ 
nanten  Fj,  F^  F3  in  (7)  und  die  Ausdrücke  C^,  Cj,  Gj,  welche 
in  (5)  des  Supplements  I  schon  für  ein  allgemeines  n  definirt 
worden.  Ueberdiess  können  die  ya^^K  ya^^\  Va^^^  («  =  0,  1,  2,  3) 
beliebige  Gonstanten  derart  sein,  dass  Fj,  F3,  C,  und  C^  nicht 
zu, Null  werden^  wenigstens  so  lange  nicht  diese  Grössen 
identisch  verschwinden. 


I.   Co^O,  Flächen  2.  Ordnung  mit  einer  doppelt- 
unendlichen Schaar  von  Berührungsebenen. 

a)  Cq  >  0:  imaginäres  Ellipl^oid  und  geradlinige 
Flächen. 
a)  F,  F3  >  0,  F2  >  0;  imaginäres  Ellipsoid. 

ß)  F,  ^  0,  und  die  beiden  Ungleichungen  in  («)  bestehen 

nicht  gleichzeitig:  einfaches  Hyperboloid, 
y)  Fi  =  0:  hyperbolisches  Paraboloid. 

^)  C^o  <  0-  nichtgeradlinige  Flächen*. 
a)  F,  F3  >  0,  F2  >  0:  das  reelle  Ellipsoid. 

ß)  F,  ^  0,  und  die  beiden  Ungleichungen  in  (a)  bestehen 

nicht  gleichzeitig:  das  getheilte  Hyperboloid, 
y)  F|=0:  das  elliptische  Paraboloid. 


^)  Bei  C7o  <  0  kann  die  Fläche  ^  »  0  nach  (2)  keine  reelle  Ge- 
rade ganz  in  aich  enthalten,  da  diese  Gerade  jede  der  vier  Ebenen 
Xq  =»  0,  Xi  =  0,  X,  s=  0,  Xg  =  0  in  einem  reellen  Punkte  treffen  würde, 
während  diejenige  Ebene  Xa  =  0,  für  welche  Xa'  ein  anderea  Vor- 
zeichen besitzt  als  die  drei  übrigen  Qnadrate,  mit  der  Fläche  nnr  eine 
imaginäre  Ellipse  gemein  hat 

HassK ,  analyt.  Geometrio  d.  Ranmei.  S.  Aufl. '  30 
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IL    60  =  0,  nicht  aber  C^^O:  Eegel  und  Cylinder. 

a)  Fj  r*3  >  0  Fj  >  0:  der  imaginäre  Kegel. 

b)  Fj  ^  0,    während   die    Ungleichungen   in    (a)   nicht 

gleichzeitig  bestehen:  der  reelle  Eegel. 

c)  Fj  =0:  Cylindergattung. 

a)  Fj  >  0:  der  elliptische  Cylinder,  imaginär  oder 

reell,  je  nachdem  C,  F3  >  0  oder  <  0. 
ß)  Fj  <  0:  der  hyperbolische  Cylinder. 
y)  Fj  =  0:  der  parabolische  Cylinder. 

in.   C,  ^0,  nicht  aber  C2  i=0:  das  Ebenenpaar. 

a)  F2  >  0:    zwei    imaginäre,     nicht    parallele 
Ebenen. 

b)  Fj  <  0:  zwei  reelle,  nicht  parallele  Ebenen. 

c)  Fj  =  0:  zwei  parallele  Ebei)en,  imaginär  oder 
reell,  je  nachdem  C2  >  0  oder  <  0. 

IV.  C^ErrO:  Doppelt  zu  rechnende  Ebene. 

Wofern   die   Variabein  Xq,  rc,,  x^,  x^  homogene 

(rechtwinklige    oder    schiefwinklige)    Coordinaten 

bedeuten,    kann  man  in    dem    soeben  aufgestellten 

Systeme  von  Kriterien  die  Grössen  F,,  Fj,  F3  respec- 

.  tive  ersetzen  durch  die  Coeff icienten Verbindungen: 

z/q  =  27  +  ^00  Cjj  Cjj, 
^\  =  ^00  ^n  H"  ^11  ^22    1    ^22  ^00       ^02        ^12        ^20  f 

^1  =^  ^00  "T  *'ll  "T  ^22' 

Da  nämlich  nunmehr  p^^  =  p,  ==  jJj  =  ^  "'^^  ft  ==  1 
anzunehmen  ist,  so  werden  F^,  Fj,  F3  genau  gleich  den 
Grössen,  welche  in  (5)  des  Supplements  I  aus  C«,  C„  C,  fßr 
n  =  2  hervorgehen.  Die  Anzahl  Zeichenweehsel,  welche  also 
im  vorliegenden  Falle  die  Reihe  F,,  Fj,  F3  darbietet,  ist 
identisch  mit  der  constanten  Zahl  negativer  Quadrate,  die 
bei  der  Transformation  von  %^  x^  +  2^0,  a?©  a?i  +  •  •  •  +  C33  5:3- 
in  eine  Summe  von  Quadraten  auftreten.  Nach  den  Ergeb- 
nissen der  19.  Vorlesung  wird  diese  constante  Zahl  auch  gleich 


I 
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der  Anzahl  Zeichenwechsel  in  der  Reihe  z/g,  z/^,  ^d^.  Diese 
letzteren  Ausdrücke  können  daher  an  Stelle  von  T^y  F^  F3 
in  den  obigen  Kriterien  substituirt  werden. 


Um  die  verschiedenen  Gattungen  des  Schnittes  einer  ge- 
gebenen Ebene 

ZO)  =  yo<»  X,  +  y.^^y  X,  +  y,^^^  x,  +  93^  x,=0 

mit  der  Fläche  ^  =  0  kennen  zu  lernen,  kann  man  sich 
mit  YorÜieil  der  Formel  (12)  des  vorigen  Supplements  be- 
dienen. 

Für  C,  ^  0  und  für  n  =  3,  3  =  1  geht  dieselbe 
über  in: 

^^) '"er er  +  c\-  +  -777- 

Die  Determinante  (  ,  ,]  lässt  sich  vermittelst  einer  schon 

öfters  angewandten  Transformation  der  letzten  Horizontal« 
und  Yerticalreihe  in  die  Gestalt  bringen: 

Die  Fläche  ^  =  0  wird  daher  von  der  Ebene  X<^>  =  0 
in  derselben  Curve  getroffen,  wie  die  Oberfläche  des  Kegels: 

^^^ ~sr  +  ""^~  +  "^  ~ 

Dieser  Kegelschnitt  kann  nicht  zerfallen,  da  in  seiner 
analytischen  Darstellung  durch  veränderliche  Ebenencoordi- 
naten  y^,  y^  yj,  y^i 

die  linearen  homogenen  Funktionen  Y^,  Yj»  ^3  ^®^  y«  wesent- 
lich unabhängig  von  einander  sind.    Behufs  der  Entscheidung, 


*)  Cfr.  Gleichung  (13)  auf  pag.  179  und  Formel  (6)  des  vorliegen- 
den Supplements. 

30* 
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wann  der  Kegelschnitt  eine  Parabel  und  wann  eine  Hjperbel 
oder  eine  Ellipse  darstellt,  hat  man  die  Lage  desselben  gegen 
die  unendlich  ferne  Ebene  zu  untersuchen. 

Nennt  man,  analog  der  Bezeichnung  in  (7),  y^j  Vh  ^^^ 
y^,  die  Grössen  y   die  aus  (T^^  C^  und  C^  vermöge  Ersetzung  * 
der  ya^^^  (« ««  0,  1,2,  3)  durch  die  Coefficienten  p«  hervor- 
gehen ,  so  hat  man  sicherlich  för  die  Parabel  j^j  "^  ^>  indem 
dieselbe  von  der  unendlich  fernen  Ebene  berührt  wird.    Im 

Falle  y^  ^0  lassen  sich  in  (8)  an  Stelle  der  ya^^^  geradezu  die 

Pa  substituiren,  und  somit  auch  an  Stelle  von  X,  der  lineare 
Ausdruck : 

/y'Uf\  {y'\ 

Da  dieser  letztere  für  X^  =  0  sich  auf  p  reducirt,  so 
zeigt  sich,  dass  bei  ^^^  <  0  jederzeit  eine  HyperJ^el,  dagegen 
bei  ^2  ^  ^  ^^^^  Ellipse  vorliegt,  welche  reell  oder  imaginär 
ist,  je  nachdem  C^  y^  positiv  oder  negativ. 

Wofern  (\  =  0,  kann  man  von  der  Gleichung  (12)  des 
ersten  Supplementes  für  g «»  2  ausgehen  und  finden,  dass 
der  Schnitt  der  Ebene  X^^>  =  0  und  der  Fläche  ^  =  0  nun- 
mehr in  das  Geradepaar  ausartet: 

Xci)  =  0    ^  +  p.  =  0. 

Wäre  endlich  Cj  i^  0,  so  würde  aus  der  citirten  Gleichung 
für  9  e=  3  folgen,  dass  die  Ebene  X^'>  «==  0  mit  der  Fläche 
^  sss  0  eine  Doppelgerade  gemein  hat.  Berücksichtigt  man 
noch  das  Verhalten  des  Geradenpaares  und  der  Doppelgera- 
den zur  unendlich  fernen  Ebene,  so  ergeben  sich  für  die  ver- 
schiedenen Schnitte  einer  Ebene  und  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung  folgende  Kennzeichen: 


I.  C\  ^  0:  ein  nicht  zerfallender  Kegelschnitt. 

^)  ^2  >  ^}  eine  Ellipse,  imaginär  oder  reell,  je 
nachdem  C^  y^  >  oder  <  0. 

b)  y^  <  0,  eine  Hyperbel. 

c)  y^  ==  0,  eine  Parabel. 
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II.  C,  =0,  ohne  dass  Cj^^O:  ein  Geradenpaar. 

^)  72  >  ^9  zwei  imaginäre  Geraden,  deren  reeller 
.  Schnittpunkt  im  EndUclien  liegt. 

b)  ^2  <  0,  zwei  reelle,  nicht  parallele  Geraden. 

c)  ^2  ='  0;  zwei  parallele  Geraden,  imaginär  oder 
reell,  je  nachdem  y^^  C2>  0  oder  <  0. 

d)  y2  =  0y3=s0,  zwei  reelle  Geraden,  von  denen 
die  eine  iy  Unendlichen  liegt. 

III.  C2:^0,  nicht  aber  03^:  0:  eine  doppelt  zu  rech- 
nende Gerade. 

a)  y^  ^0,  eine  im  Endlichen  gelegene  Doppel- 
gerade. 

b)  ^3  =  0,   eine    unendlich    entfernte   Doppel- 
gerade. 

lY.  63^0,  die  schneidende  Ebenebildet  einenTheil 
der  Fläche  zweiter  Ordnung. 

Bedeuten  in  ^  die  a?^,  x^,  x^y  x^  homogene  (rechtwink- 
lige oder  schiefwinklige)  Coordinaten,  und  sind  daher  die 
Grossen  p^,  p,,  p^y  g^^i^^h  Null  und  p^  gleich  der  Einheit,  so 
geht  in  den  letzten  Kriterien  die  Determinante  y^  über  in: 


72  =  — 


^00 

^20 


^21 


'02 
'!2 
'22 


y„U)y,a)y.,<.)0. 


An  Stelle  von 


ys 


^»y„(3)y(3)  +  2|iyo<"y/"  + 


+  ä  »3'*>  y3<'> 


kann  man  alsdann  wegen  der  Willkürlichkeit  der  ya(^>  irgend 
einen  nicht  verschwindenden  unter  den  drei  Differentialquo- 


tienten 


dyt    dft     dyt 
dcoo' den' dcn' 


somit  auch  die  Summe 


^Vt     I    dyt 


dyt 


selbst  setzen. 


iL  4-  zll.  4-  ^^I* 


IIL    Ueber  den  Plächenbüschel  zweiter 

Ordnung  *. 

Damit  eine  Fläche  zweiter  Ordnung 

durch    irgend   ein    System    harmonischer .  Pole    der    Fläche 
zweiter  Classe: 

gehe,  muss   nothwendig  die    auf  Seite   190  angeführte    Be- 
dingung bestehen: 

*00  -^00  "T  2*01  -^01  +  •  •  •      +  ^33  -^33  "^^  ^' 

Dass  diese  Bedingung  auch  hinreicht;  ist  zwar  in  der 
16.  Vorlesung  vielfach  benützt,  aber  nicht  bewiesen  worden. 

Wir  wollen  diese  Lücke  hier  ausfüllen  und  überhaupt 
die  geometrische  Bedeutung  mehrerer  algebraischen  Formen 
untersuchen,  die  beim  Studium  zweier  Flächen  zweiter  Ord- 
nung auftreten. 

§  1.    Beziehungen  zwischen  zwei  Flächen 
zweiter  Ordnung  und  einer  Geraden. 

Die  Gleichungen  der  beiden  gegebenen  Flächen  seien 
in   homogenen    oder    irgend   welchen   linearen    Coordinaten 

1*  ^f*  1^  ^W     • 

'^Of   •*'17   '*'2i    •*'3  • 


*)  Die  analytischen  Methoden  dieses  Supplements  sind  eine  Nach- 
bildung deijenigen,  welche  Weierstrass  angewandt  in  seiner  „Theorie 
der  bilinearen  und  quadratischen  Fornien^S  Monatsberichte  der  Berliner 
Academie  1868. 


Ueber  den  Flächenbüechel  zweiter  Ordnung. 
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/'=  «00  ^ü^  +  2aoi  ^0  ^1  H 1-  «33  ^3^  =  0, 

>  =  6oo  ^0*  +  26oi  a?o  a:,  H [-633  ^32  =  0. 

In  dem  Büschel  von  Flächen;  welche  durch  die  Gleichung 
mit  dem  willkürlichen  Parameter  ki 

m 

I 

(1) .  .  A9)  —  /•=  Coo  V  +  2co,  a^o  a?i  H (-  ^33  ^3^  =  0 

dargestellt   werden^   gibt   es   alsdann  zwei,   welche  eine  ge- 
gebene Gerade      « 

Vo  ^0  +  yi^i  +  Vi  ^2  +  y^  a?3  =  0 
'  Vo  ^0  +  ^1  ^i  +  ^2  ^2  +  «^3  ^3  =  0 

berühren.    Nach   (13)   auf  pag.  179  muss  nämlich   für  eine 
solche  Fläche  der  Factor  X  die  Bedingung  erfüllen: 


(2) 


(3) 


^00    ^01    ^02    ^03   yo    ^0 


•            • 

C50  ''si 

• 
^i2 

•          ■ 

C33  Vz 

• 

yo  9i 

Vi 

93  0 

0 

»0  »1 

t»j 

fj   0 

0 

-G^*-»' 


d.    h.    wenn   man   nach   Potenzen   von   l    entwickelt ,    eine 
Gleichung  der  Form: 

(3a) Q  —  2XH+l^  K=--  »Fj  (A)  =  0. 

Darin  bedeutet  Q  (resp.  K)  einen  quadratischen  Aus- 
druck der  Va  (a  =  0,  1,  2,  3),  dessen  Verschwinden  aussagt, 
dass  die  Ebene  v  die  Schnittcurve  der  Ebene  y  mit  der 
Fläche  /•  =  0  (resp.  9  =  0)  berührt. 

Um  auch  die  Gleichung  H  =0  geometrisch  zu  deuten 
und  andere  damit  im  Zusammenhang  stehende  Theoreme  zu 
gewinnen ;  gelien  wir  davon  aus,  dass  nach  der  Ausführung 
auf  Seite  129  die  Gleichung  des  Schnittpunktepaares  der  Ge- 
raden (2)  mit  der  Fläche  (1)  in  yariabeln  Ebenencoordinaten 
w^j  tVyf  W2f  tt^3  dargestellt  ist  durch :    _ 


'•'«-e:^-''' 


')  Man  vergleiche  über  diese  Bezeichnung  das  Supplementr  I. 
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oder,  wofern  die  Coefficienten  von  P  und  A*  in  W^  (A)  mit      , 
P  und  —  n  bezeichnet  werdiBn,  durch: 

(4) P— Ai7  =  0. 

Speciell  für  eine  der  beiden  Wurzeln  A^,  A,  der  quadra- 
tischen Gleichung  (3  a)  geht  das  Schnittpunktepaar  über  in 
den  doppelt  zu  nehmenden  Berührungspunkt,  so  dass  man 
setzen  kann: 

p  -  Ao  n^{z,^o,  Wo  +  ü,  ^«)  w,  +  ^,(0)  ^^  +  0,^<>yw,y^  w,^ 

Vermöge  dieser  beiden  Relationen  kann  man  P  und  U 
durch  Wq^  und  W^"^  ausdrücken  und  erhält  so  das  Punkte- 
paar (4)  in  der  Gestalt: 

(6)    TFo^  —  ^-^  W^^  =  0. 

,     Die    Form    dieser    Gleichung    liefert    unmittelbar    das 
Theorem: 

Das  Punktepaar,  in  welchem  eine  beliebige 
Fläche  des  Büschels  (1)  eine  gegebene  Gerade  trifft, 
ist  harmonisch  zu  den  Berührungspunkten  derjeni- 
gen beiden  Flächen,  welche  die  gegebene  Gerade 
berühren. 

Für.  A  =  0  und  A  =  c»  ergeben  sich  aus  (6)  die  Punkte- 
paare, in  denen  die  Flächen  /*  =  0  und  97  =  Ö  die  Gerade 
(2)  schneiden: 

(TT,  -  TT,)  (TTo  +  W,)  =  0,  (TT,  +  /^  W{)  (W,  -/i»  W,^  =  0. 

Das  Doppelverhältniss  a  des  ersten  Punktepaars  zam 
zweiten  Punktepaare  ist:  ^ 

m 

Bringt  man  diese  Gleichung,  um  sie  rational  zu  machen, 
auf  die  Form: 

(Ao  +  AJ  (a  -  1)  =  2  ^A7A,  (a  +  1), 
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und  quadrirt;  so  wird  die  Beziehung  zwischen  dem  Doppel- 
verhältnisse a  und  den  Coefficienten  der  quadratischen  Glei- 
chung (3  a): 

(7) H2(a—  1)2-  QK{a  +  \y=0. 

Wenn  a  =  —  1  ist,  hat  man  H^  =  0.  Das  Verschwin- 
den von  H  sagt  also  aus^  dass  die  Gerade  (2)  von  den  beiden 
gegebenen  Flächen  f=0  und  g?  =  0  in  zwei  harmonischen 
Punktepaaren  getroffen  wird.  Betrachtet  man  die  v»  (cc  =  0, 
l,  2,  3)  als  venlnderliche  Coordinaten  einer  Ebene  v,  so 
stellt  H  ^^  0  eine  Fläche  zweiter  Classe  dar,  die  nach  pag. 
175  in  eine  Grenzfläche  ausartet.  Denn  jede  Ebene,  welche 
durch  die  Schnittgerade  von  y  und  einer  beliebigen  Tangenten- 
ebene von  JET  =  0  gelegt  ist,  schneidet  die  beiden  Kegel- 
schnitte Q  ^^0  und  iC  SS  0  gleichfalls  in  zwei  harmonischen 
Punktepaaren,  berührt  daher  wieder  die  Fläche  jET  =  0.  Man 
kann  somit  das  Theorem  aussprechen: 

Alle  Geraden,  welche  zwei  in  einer  und  der- 
selben Ebene  gelegenen  Kegelschnitte  (>  =»  0  und 
KsssO  in  zwei  harmonischen  Punktepaaren  treffen, 
sind  die  Tangenten  eines  dritten  Kegelschnittes 
J?— 0. 

Unsere  Betrachtungen  hatten  bis  jetzt  wesentlich  zur 
Voraussetzung,  dass  die  beiden  Wurzeln  Aq  und  A,  der  Glei- 
hung  (3  a)  verschieden  seien.  Um  auf  den  Fall  Xq  «»  A,  näher 
einzugehen,  ersetzen  wir  in  der,  für  ein  beliebiges  A  und  für 
alle  Werthe  der  Wa  bestehenden  Identität: 

'^.  w  - '-^  <  + 2 '-gr  «-.".  +  ■■  + '^1- < 

• 

die  Grösse  A  durch  die  Doppelwurzel  Aq  und  die  Quadrate 
und  Producte  Wq^,  w^w^  .  .  .  w.^  durch  h^y  \y  .  .  633.  Als- 
dann wird  die  rechte  Seite  «der  letzten  Identität  gleich  dem 

—  verschwindenden  —  Differentialquotienten  —J^^.  während 

GJ.Q 

die  linke  Seite  nach  (5)  übergeht  in: 

Per  auf  der  Fläche  Aq  9  —  /*  =  0  befindliche  Berührung«- 
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punkt  0^  liegt  demnach    gleichzeitig  auch  auf  den  Flächen 
9  =  0  und  f=  0. 

Die  Bedingung  Q  K  —  H^  =  0  für  das  Zusammenfallen 
Yon  Iq  mit  l^  drückt  daher  in  geometrischer  Deutung  aus^ 
dass  die  Ebene  v  durch  einen  der  vier  Punkte  geht,  in  wel- 
chem die  Raumcurve  /"  =  0  qp  ==  0  von  der  Ebene  y  ge- 
troffen wird.  Man  kann  hierzu  die  Form  vergleichen,  unter 
der  diese  Bedingung  auf  S.  128  angegeben  worden. 


§  2.    Eigenschaften  des  Kegelsohnittbüschels, 
in  welchem  eine  Ebene  den  Flächenbüschel  trifft. 

Bei  der  Untersuchung  der  Beziehungen  zwischen  dem 
Flächenbüschel  Xq> — f=^0  und  einer  gegebenen  Ebene: 

(1) ^o  =  yo^o  +  y\^i  +  Vi  ^2  +  ys  ^3  =  0 

sind  von  besonderer  Wichtigkeit  die  Flächen  des  Büschels, 
welche  diese  Ebene  berühren.  Es  giebt  offenbar  drei  der- 
artige Flächen,  und  für  dieselben  erfüllt  der  Factor  X  die 
Bedingung 

(2)  .  (^^  =E  i^—  3  A  Z  +  3  A2  Ä  —  A3  *  =  ?p-o  (A)  =  0. 

Nennen  wir  A, ,  X^  und  A3  die  Wurzeln  dieser  cu bischen 
Gleichung  und  t^^^,  t^<^\  t^^%  ^3«  (i  =  1,  2,  3)  die  Coordinaten 
des  Berührungspunktes  der  Fläche  A,-  g?  —  f  =  0  mit  der 
Ebene  y,  so  bestehen  nach  den  Ausführungen  auf  Seite  179 
und  180*)  Identitäten  der  Form: 

(3) -  ^1  (A,)  EE^Q-2XiH+Xi''H 

= W^  V,  +  ^z»-)  v^  +  ^./o  V,  +  t,i^  v,y,  i  =  \,  2, 3. 

Vermittelst  derselben  kann  man,  die  Wurzeln  A,  als  ver- 
schieden angenommen,  Q,  H  und  K  oder  allgemeiner  5'",(A) 
durch  die  drei  Quadrate  rechter  Hand  ausdrücken,  und  zwar 
entweder  vermittelst  direkter  Auflösung  oder  kürzer  vermit- 
telst der  bekannten  Formel  für  Partialbruchzerlegung: 


•)  Vgl.   auch   die   Formel  (6)  in  Suppl.  I  für  n  =  3  und  g  =»  0. 
Nach  derselben  ist  Wi  ein  vollständiges  Quadrat,  ivenn  W^  «>  0. 
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Diese  letztere  liefert  unter  Einführung  der  Bezeich- 
nung: 

sofort  die  gesuchte  Darstellung:    ** 

und  damit  das  Theorem: 

Die  drei  Berührungspunkte  Vi  =  0  bilden  ein 
Poldreieck*)  für  jede  Curve  zweiter  Ordnung,  in 
welcher  eine  beliebige  Fläche  des  Büschels  X<p  —  f=0 
die  Ebene  Xq  =  0  trifft. 

Sollen  nämlich  zwei  Ebenen  mit  den  Coordinaten  Va  und 
Va  {a=0,],2,  3)  harmonische  Polaren  einer  beliebigen  Fläche 
zweiter  Classe  ^|  (vq,  t;„  Vj,  v^)  =  0  sein,  so  muss  der  Coeffi- 
cient  von  f**  in  ^,  {Vq  +  ^Vq,  v,  +  ftv,'  •  +  t^g  +  f  v'3)  ver- 
schwinden. Repräsentirt  insbesondere  W^  (^o>  ^1  ^2?  ^3)  =  ^ 
die  Grenzfläche  VF^(^)  =•  0,  so  wird  dieses  Verschwinden  aus- 
gedrückt durch 

w x-;i,  +  z-i,  ^^  1-^3  ~  ^^' 

wenn  die  F/  (i  «=  1,  2,  3)  die  Grössen  bedeuten,  die  aus  den 
Vi  durch  Vertauschung  der  Va  mit  den  Va  hervorgehen.  Die 
letzte  Gleichung  (5)  ist  aber  offenbar  durch  jedes  Ebenen- 
paar V  und  V  befriedigt,  welches  durch  zwei  verschiedene 
Seiten  des  Dreiecks  Fj  =0,  Fj  ==  0,   F3  =  0  geht. 

Eine  weitere  Eigenschaft  der  Berührungspunkte  F,-  =  0 
ist  in  dem  Satze  enthalten,  dass  sie  die  Spitzen  der  drei 
Ger  adenpaare  sind,  in  denen  die  Flächen  A,g)  —  /*=0 
von  der  Ebene  X^  =  0  getroffen  werden. 


*)  Es  soll  in  der  Folge  anstatt  der  Bezeichnung  „System  barmo> 
niscber  Pole*^  welche  auf  Seite  205  definirt  ist,  auch  die  Ausdrucks- 
weise  y,PoLdreieck'*  zugelassen  werden. 
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Behufs  näherer  BegrQnduiig  substituiren  wir  in  Gleichung 

(4  a)  an  Stelle  der  willkürlichen  v«  die  Differeotiaiquotienten 
V2  v'  i^a)  «"  ^a  und  erhalten: 

^^ Vo{l)  ~  X  —  li  "^  X-A,  "1"  i— i,' 

Entwickelt   m^   auf  der   rechten   Seite   von   (6)   nach 
fallenden  Potenzen  von  l  und  setzt: 

(8) A  =  Aj*  X,2  +  A2*  X,'  +  As*  XaS 

so  hat  man  fQr  alle  Werthe  von  X,  deren  absoluter  Betrag 
grösser  ist  als  der  absolute  Betrag  einer  jeden  der  Wur- 
zeln Xii 

Diese  Gleichung  multipliciren  wir  mit  A^,  ersetzen  darin 
—  A*  (        I  durch  seinen  Werth  aus  der  Identität: 

(9)     -  *'  (y  J)  -=•  (^+  * 9^)  ^»^^^  +  ^'  ^^  ±<i»  c„  c„  c„) 


-^^•0-e/T 


und  gewinnen  durch  Yergleichung  der  beiderseitigen  Coeffi- 
cienten  von  X*  und  A'  schliesslich  folgende  Darstellungen: 

(10)    f+  X„M«  "2^^-B«/»««/*  — 3J5Ä)  *-»-  2  XoiSSBaayaf^)  <!>-' 

a    /jf  o    /9 

=  A,  X,»  +  Aj  Zj»  +  A,  Xj»  *•). 


*)  Diese  Identität  wird  erhalten,  wenn  man  in  1  ^  ^  |  die  vier  er* 
sten,  resp.  mit  ^  ,   ~  ,   ^^ ,  ~  multiplicirten  Verticalreihen  von  der 

A>  K  K  Ar 

letzten  abzieht  und  hernach  das  gleiche  Verfahren  auf  die  Horizontal- 
reihen anwendet. 

**)  Es  ist,  in  Uebereinstimmung  mit  Früherem,  S -j^h^hnh^bu^^  B 
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Bildet  man  nunmehr  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen 
(10)  die  drei  Differenzen  Xt  q)  —  fy  so  ergibt  sich,  dass  die 
drei  Flächen  Xiq>  —  /"  «==  0  von  der  Ebene  X^  =  0  in  den- 
selben Curven  geschnitten  werden,  wie  beziehungsweise  die 
drei  Ebenenpaare : 

(Aj  -  10  X^i  +  (^3  -  A.)  X,'  =  0 

(A,  -  A,)  X,«  +  (A,  -  Aj)  X,*  =  0 

(A,  -  Aj)  X,*  +  (A,  ,-  A3)  X,2  -  0. 

Diese  drei  Schnittcurven  sind  also  Geradenpaare ,  deren 
Spitzen  nach  der  Definition  der  Ausdrücke  Xi  in  (7)  respec- 
tive  mit  ifn  Punkten  F^  =  0,  Fj  =  0,  F3  =  0  zusammen- 
fallen. 

Die  Ausdrücke  von  f  und  g>  in  (10)  führen  überdies 
dazu,  in  eleganter  Weise  die  Coordinaten  der  vier  Punkte 
zu  bestimmen,  in  welchen  die  Ebene  Xq  =  0  die  Raumcurven 
f  =:  0,  9)  -=  0  trifft.  Für  jeden  dieser  vier  Punkte  ist 
nämlich : 

oder,  da  es  nur  auf  die  Verhältnisse  der  Xq,  x^y  x^,  x^  aiv 
kommt: 


(ii)Xo  =  o  x,  =  yx^--x^  X2^±y%^^t  ^3=±A-^2. 

Um  diese  vier,  in  den  Xa  linearen  Gleichungen  aufzu- 
lösen, leiten  wir  in  etwas  allgemeinerer  Weise  eine  Relation 
ab,  welche  die  Xa  durch  Xq,  X|,  X,,  X3  und  gleichzeitig  die 
Vu  durch  F„   Fj,   Fg  und 

(12) r^^{£2:BaßyaVfi)0-' 

ausdrücken  lehrt. 

Wir  substituiren  zu  dem  Behufe  in  (4  a)  an  Stelle  der 
willkürlichen  Veränderlichen   Va   die  Grösse  Va  -^  iiq>a  und 


nnd    -^T —  ='  Ba(t  gesetzt.    Der  Coefficient  ^  in  (2)  kann  stets   als 

nicht  verschwindend  angenommen  werden,  so  lang^  nicht  Wq{X) 
ijlentisch  für  alle  Werthe  von  X  Null  wird.  Man  vergleiche  darüber 
die  analogeo  Entwickelangen  im  nächstfolgenden  Supplemente  §  2. 
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vergleichen  auf  beiden  Seiten  die  Goefficienten  von  (i*.  Als- 
dann entstellt  die  Formel 

die  einer  analogen  Behandlung  fähig  ist  wie  die  Gleichung 
(13).  Für  unsere  Zwecke  genügt  eS;  mit  l  zu  multipliciren 
und  hernach  A  =»  oo  anzunehmen.    Da  der  Coefficient  von  A' 

in  A  ,(        I   vermittelst  einer  leichten  Transformation   iden- 

\y  V 

tisch  mit 

(Vo  Xq  +  Vt  a?,  +  ^2  X^  +  t?3  a?3)  a>  —  Xo  1^2^  Map  ya  Vfi 

a    (S 

gefunden  wird^  so  erhält  man  auf  diese  Art  die  gesachte 
Relation: 

(13)  .  .  Vo  ^0  +  «^1  ^1  +  ^2  ^2  +  ^3  ^3  =  ^0  ^0  +  T^i  ^i 

+  Fj  Xj  +  r  3  Xj. 

Vermittelst  derselben  kann  man  die  Xa  (resp.  Va)  durch 
die  Xa  (resp.  Va)  ausdrücken,  indem  man  von  den  willkühr- 
liehen  Va  (respective  Xa)  je .  eines  gleich  der  Einheit;  die 
übrigen  gleich  Null  setzt.  Der  Zusamnuenhang  zwischen  den 
vier  Systemen  von  Veränderlichen  Xa,  X«,  v«,  Va  ist  somit 
ganz  analog  demjenigen,  der  in  der  18.  Vorlesung  durch  die 
Gleichungen  (5) — (8)  zwischen  den  vier  Systemen  x,  y^  Sf,  p^ 
X,  r,  Z,  P;  u,  V,  Wy  r\  U,  F,  W,  B  festgestellt  ist.  Die 
vier  Ebenen  X^  =  0  X,  =  0  Xj  =  0  Xg  =  0  bilden  ein 
Tetraeder,  dessen  Ecken  resp,  Fq  =  0  F^  =  0  Fj  *=  0 
F3  =  0  sind. 

Gleichzeitig  lehrt  die  Relation  (13),  dass  die  Gleichungen 
der  4  Schnittpunkte  (11)  aus 

(14)  .    .    K^7=^3    ^1   ±  V'^~^X    V2  ±  V^^»^2    »"3  =  0 

hervorgehen,  wenn  man  darin  die  verschiedenen  positiven 
und  negativen  Vorzeichen  auf  alle  Arten  combinirt.  Aehn- 
lieh  werden  die  Gleichungen  der  vier  Ebenen,  die  durch 
den  Punkt  Fq  =  0  und  je  eine  von  den  vier  gemein- 
samen Tangenten  der  beiden  Kegelschnitte  Q  =  0  und  X  =  0 
gehen : 
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Denn   nach   (4a)  genügen  die  Coordinaten  einer  jeden 
solchen  Ebene  den  Elelationen: 

Fo  =  0,  ^|-  +  -^^  +  ^f  =  0,  F,»  +  V,^  +  F3»  =  0, 

oder,  was  das  Gleiche,  der  Proportionenreihe: 

Fo:F.:F,:F3  =  0:/rr^:+y^7^:+/T3^^ 


Die  bisherigen  Entwickelungen  dieses  Paragraphen  ver- 
lieren ihre  Giltigkeit,  wenn  die  kubische  Gleichung  ^o(^)  =™  ^ 
eine  Doppel-  oder  dreifache  Wurzel  besitzt.  Zur  tieferen 
Erforschung  dieses  Falles  ist  es  vortheilhaft,    die  zur  viel- 

fachen  Wurzel  gehörigen  Partialhrüche  van  qf-)d  zu  bestim- 
men, indem  man  die  Beiträge  summirt,  welche  in  der,  für 
beliebige  ha  und  !„  bestehenden  Formel: 

'  /y  v\*  jy  h  vx« 


^olA) 


\y)\yh)      K^kJK^ki)  Kyki) 


die  einzelnen  Summanden  rechter   Hand   bei   ihrer  Partial- 
uchzerlegung  liefern. 

Wenn  zunächst  für  eine  «fache  Wurzel  A,  (e  =  2  oder  3) 
^  ,  I  und  daher  auch  (     ,  , )     nicht  bei  völ- 

y  V  \y}  V 

*  Diese  Gleichung  geht  aus  (11)  des  Supplements  I  hervor,  wenn 
man  die  Zahlen  n  und  q  durch  3  und  1  ersetzt  und  die  ya^^^,  ^a^'^i 
yai^\  ya  respective  die  ya,  ka,  Ja  und  Va  bedeuten  lässt. 

**  Allgemein  gilt  der  Satz:  Wenn  für  beliebige  Werthe  der  .ka 
und  la  die  Grösse  At  eine  «fache  Wurzel  von  Wq(1)  =»  0,  eine  «'fache 

Wurzel  von  (    T)  =="  ^  °^d  eine  «"fache  Wurzel  von  (^  ^  2I  bedeutet, 

so  hat  man  stets  f  >  «'  >-  e". 
Ist  nämlich  in 
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liger  Willkürlichkeit   der  Tca  und  la  verschwindet^    so    wird 
nach  passender  Annahme  der  Tca  und  la  nur  der  erste  Term 

^   ^  Theilbrüche  veranlassen,  die  zur  Wurzel  A,  crehoren. 

©Sä 

Bekanntlich  ist  die  Gesammtheit  derselben ,  wofern 

gesetzt  wird,  repräsentirt  durch: 

Führt  man  daher  die  Bezeichnungen  ein: 
(l6a)[F],,,.  =  jr<'.,[^,^;  =  F(«,  i  [^]i»,.  =  F.- 

SO  erhält  man  für  „ma;  J®  nachdem  c  =  2  oder  e  =  3,  die 
Darstellung:  ' 

oder  diese  andere: 

Darin  sind  V^^\  F<*^,  F<^>  lineare  homogene  Funktionen 
der  Va,  die  durch  (16)  und  (16a)  definirt  sind,  während    F, 


der  Factor  Z  —  l,  c'fach  enthalten ,  so  zeigen  die  Substitationen 

K^  =  Cboi  *o  *i  =  Coi,  •  •  V  =  Cm  ^^^  V  =  ^00»  *o  ^1  =  ^01»     •  V  =  ^ö. 

dass  derselbe  Factor  auch  in  ^q{X)  nnd      ^y      mindeatena  zur  e'teo 

Potenz  erhoben  vorkommt.    Es  wird  alao  immer  g  >>  s\ 
Aehnlich  beweist  man  mittelst  der  Relation: 

dass  f '  >  e". 
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mit  dem  bereits  früher  aufgetretenen  und  ähnlich  bezeichneten 
Ausdrucke  (4a)  übereinstimmt.  Ist  die  Grosse  l^  eine  Doppel- 
wurzel von   ?P"„(A)  =  0  und  gleichzeitig  für  beliebige  Werthe 

der  Jca  eine  einfache  Wurzel  von  (    j\  =0,    so   wird   bei 

passender  Bestimmung  der  Constanten  la  nur  jeder  der  beiden 
ersten  Summanden  in  (15)  Theilbrüche  mit  dem  Nenner 
A  —  A,  liefern  und  eine  Gleichung  der  Gestalt  sich  ergeben: 

Die  beiden  letzten  möglichen  Specialfölle  wären  endlich 
diejenigen^  bei  denen  der  Factor  A  —  Aj  in  Wq{^)  zur  dritten 

Potenz    erhoben   vorkommt   und  überdiess  in  (     ,  i   einfach 

\yJcJ 

oder  doppelt*)  enthalten  ist.  Analytisch  sind  dieselben  da- 
durch   charakterisirt,    dass    die    Partialbruchzerlegung    von 

jj  fA  nunmehr  beziehungsweise  eine  der*  beiden  Formen  an- 

nimmt: 

Dabei  bedeuten  die  F^*"^  (i  =  1,  2,  3)  lineare  homogene 
Funktionen  der  Yariabeln  Va,  deren  nähere  Form  sich  mit 
leichter  Mühe  nach  Analogie  des  Vorhergehenden  aus  (15) 
angeben  lässt. 

*  unter  der  zuletzt  gemachten  Vorauasetzung  ist  nach  der  Iden- 
tität (cfr.  Supplement  I,  Gleichung  3) 

0/y  Ä  K  _  /y  Ä\  /y  Zx  _  /y  K« 
\^kl)  —  \^k)\il)       Vy  l) 

die  Doppelwurzel  von  (     j[)  =  0  gleichzeitig   eine   einfache  Wurzel 

Hwsx,  analyt.  (Geometrie  d.  Raumes.    3.  Aufl.  f\\ 
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Im  Falle  die  letzte  Gleichung  (21)  besteht^  werden  offen- 
bar die  sämmtliehen  Flachen  des  Büschels  lg) — f=0  von 
der  Ebene  X^  =  0  in  demselben  Kegelschnitte  getroffen, 
dessen  Gleichung  in  veränderlichen  Ebenencoordinaten  r« 
durch 

7(1)  -p^ci)  »|_  ^(8)  yd)  -|-  7(3)  7(8)  —  0 

dargestellt  ist. 

Ebenso  leicht  ist  die  geometrische  Deutung  der  Gleichung 
(19).  Dieselbe  hat  nämlich  eine  ähnliche  Gestalt  wie  (4  a), 
nur  dass  in  ihr  A,  gleich  Aj,  und  dass  die  Grössen  F<*^,  F'** 
an  Stelle  von  V^  und  V.^  getreten  sind.  Sämmtliche  an  (4  a) 
angeknüpfte  Folgerungen  lassen  sich  daher  mit  den  passen- 
den Modificationen  auf  den  Fall  (19)  übertragen.  Sind  ins- 
besondere X,,  X2  und  X3  die  Ausdrücke,  welche  aus  V^^\ 
F^^J  und  F3  vermöge  der  Substitution  Va  =  V?  ¥  i^a)  her- 
vorgehen, so  kann  man  sagen,  dass  die  beiden  Flächen 
^1  9>  —  f  =  0>  h9  —  f=^0  von  der  Ebene  X^,  =  0  in 
denselben  Curven  geschnitten  werden,  wie  die  Ebenenpaare : 

JL^  -A.3  s=  U,    Jlj  Jx|  -j-  .A.2  -a.^  =b=  y). 

Wenn  also  für  eine  Doppelwurzel  von  ^o(^)  ==  ^  gleich- 
zeitig sämmtliche  Partialdeterminanten  ^-  —  (a,  /3  =  0, 1,  2,  3) 

verschwinden,  so  berühren  sich  die  beiden  Kegelschnitte 
/*=  0  X„  ==  0  und  g?  =  0  Xq  =  0  in  zwei  Punkten,  deren 
Coordinaten  aus  den  Gleichungen  zu  bestimmen  sind: 


(22)  .  .  .  Xo  =  0,  X3  =  0,     X,  :  X2  =  +  ^^  -  1. 

Die  Auflösung  der  letzteren  (22)  erfolgt  wieder  am  ein- 
fachsten vermittelst  der  Identität  (12),  so  dass 


(23)  .  .    F(i)  +  y  — "i  FW  =  0     F(»)  —  /—  1  FW  =  0 

die  analytischen  Darstellungen  der  Berührungspunkt  werden. 

um  auch  für  die  Formel  (17)  eine  geometrische  Deutung 
zu  gewinnen,  ersetzen  wir  in  derselben  die  .Veränderlichen 
Va  durch  die  DifiFerenLiaiquotienten  V2  9>'  i^a)  =  <Pa  und  er- 
halten, wenn  die  vermöge  dieser  Substitution  aus  F^'^,  V^'\ 
Fj  hervorgehenden  Ausdrücke  beziehungsweise  Xj ,  X, ,  X3 
genannt  werden: 
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/y\        U-  ^i)*  "^     A  —  A,  "T"  ii- A3  ' 

Entwickelt  man  auf  der  rechten  Seite  vermöge  der 
Fonnel 

nach    absteigenden    Potenzen    von    A    und   setzt   der   EUrze 
wegen  : 

r^  =i>  Aji»-!  x^»  +  g  V  ^2  ^1  +  V  ^3',  p  =  0, 1,2 . . . 

so  ergibt  sich: 

und    daraus   durch    Vergleichung   der    Coefficienten   von    A* 
und  P  nach  (9) : 

(24)  /•+x„2  (a^2;2:i^„^a„^-3Bii)a>-«-2Xo(2;zJS„^y./'^)  a>-^ 

-X,2  +  2A,X,X,  +  A3X32. 

Diese  Darstellungen  von  9  und  /"  zeigen,  dass  die  Flächen 
^1  9^  —  /*  «=  0  und  A3  9)  —  /*=  0  nunmehr  von  der  Ebene 
Xq  =  0  in  den  gleichen  Geradenpaaren  getroffen  werden,  wie 
die  zwei  Ebenenpaare: 

(A3  -  A,)  X32  +  X,^  =  0,    X^^  +  2  (A,  -  A3)  X,  X,  =  0. 

Von  den  vier  Schnittpunkten  der  beiden  Kegelschnitte 
Q  und  K  fallen  daher  zwei  mit  dem  Punkte  Xq  =  0  Xj  =  0 
X3  =  0  zusammen,  während  für  die  beiden  übrigen  die  Pro- 
portionenreihe Geltung  hat: 

Xo  :  Xi  :  Xj  :  X3  =  0  :  1  :  2  (A3  —  Aj)  :  +  2  }/i]—T^'. 

Da  auch  hier  die  Identität  (13)  besteht,  so  ist  die  Glei- 
chung des  Berührungspunktes  F^^)  =  0 ,  während  die  zwei 
anderen  Schnittpunkte  repräsentirt  sind  durch: 

(25)   .  .   F<^)  +  2  (A3  -  A,)  FC«)  +  2  Kyl,  -  A3  F3  -  0. 

Eine  völlig  analoge  Behandlung,  wie  der  eben  durch- 
geführte Fall  (17),  gestattet  auch  die  Gleichung  (20),  wenn 

31* 
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man  A3  mit  Aj   und    F3   mit  F^^^  zusammenfallen  lässt.     Es 
ergibt  sich  so  nach  (25): 

Die  vier  Schnittpunkte  der  beiden  Kegel- 
schnitte f=  0,  Xq  =  0  und  ^  =  0,  Xq  =  0  fallen  in 
einen  einzigen*  zusammen,  wenn  für  eine  dreifache 
Wurzel   von  'l*'o  W  =  ^  gleichzeitig  alle  Partialde- 

terminanten     ^  "   ^  (a,  Ä  =  0,  1,  2,  3)    einfach    ver- 

schwinden. 

Es  bedarf  nur  einer  Wiederholung  der  früheren  Betrach- 
tungen, um  auch  den  letzten  noch  übrigen  Fair  (18)  geo- 
metrisch zu  deuten  imd  das  Theorem  abzuleiten  : 

Besitzt  die  Gleichung  ^F^  (A)  =  0  eine  dreifache 
Wurzel,  ohne  das s  gleichzeitig  sämmtliche  Partial- 

determinanten    ^         Null  werden,    so   fallen   drei 

Schnittpunkte  der  Kegelschnitte  ^  =  0  und  X  =  0 
in  den  Punkt  F(^>  =  0,  während  der  vierte  durch 
7(1)  =  0  dargestellt  wird. 

In  den  Untersuchungen  dieses  Paragraphen  konnte  die 
Ebene  X^  =  0  irgendwie  im  Räume  gelegen  sein.  Wir  wollen 
nun  noch  genauer  auf  den  Fall  eingehen,  dass  ihr  Pol 
Fo  =  0  in  Bezug  auf  die  Fläche  g?  =  0  (cfr.  12)  mit  ihrem 
Pole  in  Bezug  auf  dife  Fläche  f=0  identisch  ist. 

Hat  die  cubische  Gleichung  ?Fq  (A)  =  0  verschiedene  Wur- 
zeln, so  bilden  jetzt  nach  (4a)  für  jede  der  beiden  Flächen 
/•=  0  und  9  =  0  die  vier  Punkte  Fp  =  0  F^  =  0  F-^  =  0 
F3  =  0  ein  System  harmonischer  Pole  und  somit  die  durch 
je  drei  dieser  Punkte  gelegten  Ebenen  X^  =  0  Xj  =  0  Xj  «=  0 
X3  =  0  ein  System  harmonischer  Polarebenen*). 

Auch   wenn  Wq  (A)  =  0  eine  Doppelwurzel  besitzt ,    die 

gleichzeitig    eine     Wurzel     der    Gleichungen      ^  °^      «=a   0 

(a,  /3  =  0,  1,  2,  3)  ist,  gibt  es  bei  der  besonderen  Beschaffenheit 
von  Xq  =  0  Tripel  von  Punkten,  und  zwar  unendlich  viele, 
welche  zusammen  mit  V\  =  0  ein  den  beiden  Flächen  /"=  0 
und  9  =  0  gemeinsames  System  harmonischer  Pole  darstellen. 


*)  Cfr.  pag.  184  und  186. 
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Bestimmt  man  nämlich  irgend  zwei  Ausdrücke  V  und  F" 
linear  und  homogen  in  Bezug  auf  die  Va  derart;  dass  sie 
mit  den  Ausdrücken  F<*>  und  F<*)  in  (19)  durch  die  Glei- 
chung zusammenhängen 

V'  V  4.  F"  F'  =  F<^J  F^^)  +  F«)  F<*), 

so  repräsentiren  F'  =  0  F"  =  0  F3  =  0  ein  solches  Tripel 
von  Punkten. 

Ebenso  bilden  beim  Vorhandensein  eines  in  sämmÜichen 

Partialdeterminanten    -0-^    enthaltenen   Doppelfactors    die 

drei  Punkte  F^*)  =  0  F^^)  =  0  F^«)  =  0  in  (21)  zusammen 
mit  Fß  =  0  ein  System  harmonischer  Pole  für  jede  Fläche 
des  Büschels  A9  —  /*•  Allgemeiner  haben  dieselbe  Eigen- 
schaft irgend  drei  andere  Punkte  F  =  0  F"  =  0  V"  =;  0, 
für  welche  die  Identität: 

Y  T  ^  V'  V  ^  V"  V"  =  F<^>  F^)  +  F<*)  F*>  +  F<'>  F^^) 

besteht. 

Die  Voraussetzung,  die  über  die  Ebene  Xq  =  0  gemacht 
worden,  ist  offenbar  erfüllt,  wenn  durch  X^  =0  die  unend- 
lich ferne  Ebene,  sowie  durch  /*  =  0  und  9  =  0  zwei  con- 
centrische  Flächen  2.  Ordnung  dargestellt  werden.  Die  drei 
Geraden,  in  denen  sich  die  Ebenen  X^  =  0  Xj  =  0  X3  =.  0 
schneiden,  bilden  dann  ein  System  conjugirter  Durchmesser*), 
welches  den  concentrischen  Flächen  gemeinsam  ist.  Die 
analytische  Bestimmung  eines  solchen  Systemes 
ist  vollständig  durch  die  Gleichung  (10)  gegeben. 
In  derselben  bedeuten  X,,  X2,  X.^  lineare  homogene  Funk- 
tionen der  Xay  welche  vermöge  der  Substitution  v«  =  V2  9  (^a) 
aus  den  Ausdrücken  F<  (resp.  F»)  in  (4)  oder  in  (19)  oder 
in  (21)  hervorgehen,  je  nachdem  die  beiden  Flächen  /  =  0 
und  9  =  0  vier  verschiedene  oder  zwei  Paar  zusammenfallende 
oder  sämmtliche  Asymptotenebenen  gemein  haben. 


*)  Vgl.  darüber  pag.  202. 
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§  3.    Ueber  die  geometrische  Deutung  einiger 

algebraischen  Formen. 

^m  vorhergehenden  Paragraphen  wurde  hauptsächlich 
untersucht;  welche  Eigenthümlichkeiten  in  der  Lage  der  beiden 
Curven  zweiter  Ordnung  /*  s=  0  Xq  =«=  0  und  9  ==»  0  X^  «=  0 
gegen  einander  auftreten,  wenn  die  Gleichung  'J^o(^)  =  0  in 
§  2y  2  mehrfache  Wurzeln  besitzt,  wenn  also  zwischen  den 
Coefficienten  von  ^o(^)  gewisse  besondere  Relationen  be- 
stehen. Die  folgenden  Betrachtungen  sollen  zeigen,  welche 
geometrische  Bedeutung  es  hat,  wenn  die  einzelnen  Coeffi- 
cienten X  und  Sl  selbst,  und  einige  andere  damit  zusammen- 
hängende algebraische  Formen  verschwinden. 

Als  Ausgangspunkt  nehmen  wir  die  Formel,  welche  durch 
Vergleichung  der  beiderseitigen  Coefficienten  von  P  in  (9) 
des  vorigen  Paragraphen  sich  ergibt.  Bezeichnet  man  mit 
^  (.9>Qt  9^1;  9^29  9^3)  ^^^  Ausdruck,  welcher  aus  JET  in  §  1,  3a 
vermöge  der  Vertauschung  der  v«  mit  den  V2  9  (^«)  =  9^« 
hervorgeht,  so  ist  diese  Formel  von  der  Gestalt: 

(1)  H{tp,,tp,,q>,,ip,y=Za^^fO--X,^ZEBaßa:af-^'4X,ZEBaßy 

aß  a  ^ 

Wofern  nun  die  Coordinaten  der  Ebene  X^  =  0  der 
Relation  Sl  =  0  genügen,  ist  jeder  Punkt  jp  der  Schnittcurve 
f=0  Xq  =  0^ gleichzeitig  der  Fläche  H (tp^y  g>^,  tp^^  q>^  =  0 
angehörig,  d.  h.  ein  Punkt,  dessen  Polarebene  in  Bezug 
auf  die  Fläche  9?  =  0  die  beiden  Kegelschnitte  (?  «=  0  und 
If  =  0  in  zwei  harmonischen  Punktepaaren  j), ,  pj  ^'^^  ^1 7  ^2 
schneidet.  Offenbar  bilden  die  drei  auf  dem  Kegelschnitte 
(Ö)  gelegenen  Punkte  p,  p^ ,  p^  ein  Poldreieck  des  Kegel- 
schnitts K,  Mit  Rücksicht  auf  den  Umstand,  dass  ü  =  0  in 
veränderlichen  Ebenencoordinaten  eine  Fläche  zweiter  Classe 
darstellt,  kann  man  daher  den  Satz  aussprechen: 

(2)  Jede  Tangentenebene  der  Fläche  Sl  =  0  schnei- 
det die  beiden  Flächen  /*=0  und  9)  =  0  in  zwei 
Kegelschnitten  Q  und  K,  von  denen  der  erstere  Q 
durch  unendlich  viele  Poldreiecke  des  letzteren 
geht.  Die  Seiten  "dieser  Poldreiecke  berühren 
sämmtlich  die  Grenzfläche  H=0, 
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Umgekehrt  kann  man  auch  zeigen: 

(2a)  Wenn  von  den  Schnittcurven  einer  Ebene 
Xq  =  0  mit  2  Flächen  f=^Q  und  9?  =  0  die  eine 
(/*=  0  Xq  ==  0)  durch  irgend  ein  Poldreieck  der  an- 
deren   geht,    so    berührt    diese    Ebene    die    Fläche 

ii  =  0. 

Die  Coordinaten  Xa  irgend  einer  Ecke  p  dieses  Dreiecks 
P7  P\9  P2  genügen  nämlich  nach  der  Voraussetzung  den  drei 
Relationen : 

■^0  =  0, /"=  0,  if  (9?o,  qpi,  9J2,  93)  =  0, 

und  somit  wegen  (1)  d^r  Gleichung: 

Da  die  Gerade  j?,  |?2  Dicht  durch  })  gehen  soll,  kann 
der  Punkt  p  nicht  auf  9  =  0  liegen,  sondern  muss  Sl  ver- 
schwinden. 

Hält  man  die  beiden  letzten  Theoreme  zusammen,  so 
folgt : 

(3)  Wenn  ein  Kegelschnitt  durch  irgend  ein  Pol- 
dreieck einer  Curve  zweiter  Ordnung  geht,  so  geht 
der  Kegelschnitt  stets  auch  noch  durch  unendlich 
viele  Poldreiecke  der  Curve. 

Vertauscht  man  in  (1)  die  Coefficienten  a^^  mit  den 
Coefficienten  6«/*,  so  erhält  man  die  Gleichung 

und  aus  dieser  vermittelst  ähnlicher  Betrachtungen,  wie  sie 
an  (l)  angeknüpft  wurden: 

(4)  Jede  Tangentenebene  der  Fläche  X=0  trifft 
die  beiden  Flächen  zweiter  Ordnung  f=0  und 
9  =  0  in  zwei  Kegelschnitten  Q  und  K,  von  denen 
der  letztere  (K)  durch  unendlich  viele  Poldreiecke 
des  ersteren  (§)  geht. 

Bei  der  Fassung  der  Theoreme  (2)  und  (4)  war  die  An- 
nahme gemacht  worden,    dass  O  und  F  nicht  verschwinden. 

Wird  JP'  =  0,  so  berührt  die  Ebene  X,,  ^  0  die  Fläche 
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/*=0.  Man  hat  alsdann  nach  §  2^  2  und  3  eine  Identität 
der  Form: 

in  der  die  ta^^^  die  Coordinaten  des  Berührungspanktes  be- 
deuten,  und  in  der  unbeschadet  der  Richtigkeit  die  Quadrate 
und  Producte  Va  Vß  durch  die  haß  ersetzt  werden  dürfen.  Die 
vermöge  dieser  Substitution  entstehende  Gleichung 

3  X-  ^^  ^  6,^  =  g,  (*„(»,  t,W,  t^W,  ^,(1)) 

lehrt: 

(5)  Die  Spitze  des  Geradenpaares,  in  welchem  die 
Fläche  f=0  von  einer  ihrer  Tangentenebenen  ge- 
troffen wird,  liegt  auf  der  Oberfläche  qp  =  0,  wenn 
diese  Tangentenebene  auch  die  Fläche  X  =  0  be- 
rührt. 

Wären  dagegen  die  beiden  Relationen  F  =0  und  Ä  =  0 
gleichzeitig  befriedigt,  so  hat  nach  (1)  jeder  Punkt  des  Ge- 
radenpaares, f  =  0,  Xq  =  0,  insbesondere  also  auch  der 
Scheitel  desselben,  die  Eigenschaft,  däss  sich  von  ihm  an 
die  Curve  9  =  0  X^^  =  0  ein  Tangentenpaar  legen  lässt,  das 
harmonisch  ist  zu  dem  Geradenpaar  selbst.  Oder  in  Form 
eines  Satzes: 

(5a)  Das  Geradenpaar,  in  welchem  die  Fläche /*=  0 
von  einer  ihrer  Tangentenebenen  Xq  =  0  getroffen 
wird,  bildet  ein  harmonisches  Polarenpaar  des 
Kegelschnitts  q)  =  0  Xq  =  0,  wenn  Sl  verschwindet. 
Wenn  von  vier  harmonischeu  Strahlen  zwei  in  eine 
Gerade  fallen,  wird  bekanntlich  gleichzeitig  noch  ein  dritt-er 
Strahl  mit  dieser  Geraden  identisch.  Durch  Verbindung  der 
Theoreme  in  (5)  und  (5a)  ergibt  sich  daher:    " 

(5b)  Bestehen  die  drei  Relationen  2^=0,  X=sO, 
^  =  0  neben  einander,  s4  hat  die  Ebene  Xq  =  0  mit 
der  Fläche  f=0  ein  Geradenpaar  gemein,  in  dessen 
Scheitel  die  Fläche  g?  =  0  von  der  einen  Geraden 
dieses  Paares  berührt  wird*). 


*)  Die  Umkehrungen  der  Theoreme  (4)— (5  b]  sind  offenbar  gleich- 
falls richtig  und  leicht  erweisbar. 
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Mit  den  beiden  Flächen  zweiter  Classe  X  =  0  und  Ä  =  0 
hängen  vermöge  des  iPrincips  der  Reciprocität  zwei  gewisse 
Flächen  zweiter  Ordnung  zusammen  ^  die  für  die  tiefere  Er- 
forschung der  möglichen  Beziehungen  zwischen  f=0  und 
9  =  0  von  Wichtigkeit  sind  und  nunmehr  einer  näheren 
Betrachtung  unterworfen  werden  sollen. 

Es  sei  durch: 


(6) 


F  =  Äoa  Vo^  +  2  Aoi  yo  Vi -\"  ■    +^35^3^  =  0 

irgend  ein  Paar  Flächen  zweiter  £[lasse  in  variabeln  Ebenen- 
coordinaten  j^q,  t/„  .Vj?  ^3  reprasentirt  und  mit  dem  Ausdrucke 
„Poltrieder  einer  Kegel-Fläche  zweiter  Ordnung"  ein  System 
von  drei  Ebenen  bezeichnet^  welche  durch  den  Scheitel  dieser 
Eegelfiäche  gehen  und  zu  je  zweien  harmonische  Polarbenen 
derselben  sind.    Setzt  man  überdiess: 


(ßa)- 


^^30+  V-B30  f*Al+  VJE?3, 


Xr 


Xi 


ft  ^03  +  ^-^03^0 
Ml3  +  ^^I3^1 

/lA^33-f  1/^33  3^3 

iCo  0 


-f  3^1/V2  +  ^^y3, 


so  kann  man  unmittelbar  das^  den  Sätzen  (2)  und  (4)  dua- 
listisch gegenüberstehende  Theorem  aussprechen: 

(6b)  Die  Fläche  ^2  "^  ^  (respective  y,  =0)  ist  der 
geometrische  Ort  aller  Punkte,  von  denen  aus  an 
die  Flächen  F=0  und  0  =  0  sich  zwei  Tangenten- 
kegel derart  legen  lassen,  dass  der  Tangentenkegel 
der  Fläche  jP==  0  (resp.  4)  =  0)  Poltriedern  des  Tan- 
gentenkegels von  0  =  0  (resp.  i^=0)  eingeschrie- 
ben ist. 

Wenn  speciell  in  F  und  O  die  Coefficienten  Aaß  und  Ba{i 
die  Partial  -  Determinanten  von^  -^  =  ^  dt  (^00  '  '  ^s)  ^^^ 
5=2/'+  (600  •  •  ^33)  hedeuten  ^  sind  y^  =0  und  y^  =  0 
die  eben  erwähnten  zu  -X  =  0  und  Sl  =  0  reciproken  Flächen 
zweiter  Ordnung.  Man  kann  unter  dieser  Annahme  die  Aus- 
drücke y^  und  yj  ^  ^^^  wesentlich  einfachere  Form  bringen. 
Zu   dem   Zwecke   stellen   wir   A  und  B  als  Determinanten 


(7)- 
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fünften  Grades  27+  Qqq  a,i  «22  %3  ^11  ^^^  ^d^^m  ^n  ^n  ^33 
641  dar,  indem  wir  a^^  =  644  =  1  und  ays  =  fe^j  =  0  setzen, 

sobald  einer  der  beiden  Indices  y  und  d  (y  ^  *)  gleich  vier 

wird.  Alsdann  erhält  man  durch  Multiplication  der  Gleichung 
(6  a)  mit  der  Identität 

U  +  «00  «11  «22  «33  «44  •  -^  +  ^00  ^11  ^^22  ^33  ^^44  =  -4B, 

nach  zweimaliger  Anwendung  des  Multiplicationstheorems 
der  Determinanten,  das  Ergebniss,  dass  der  Ausdruck 

9o  '  '  9^3  Ö 

durch  die*  Substitution  x  =  vB      X  =:^  ^A  übergeht  in 

(f*Vo  +  3  H^^v^y^  -}-  3  ^iv^y^  +  1/^3)  •  ^^, 
und  dass  daher  folgendes  System  von  Gleichungen  besteht: 

(8)  ,  ,  .  .  y^  =  A'^f,  7,  =  Ax,  Vi  =  B(D,  y^  =  £>. 

Indem  man  A  und  B  als  nicht  verschwindend  betrachtet^ 
gewinnt  man  so  aus  (6b)  das  Theorem: 

(9)  Die  durch  (7)  definirte  Fläche  0  =  0  (resp.  ;c  =  0) 
ist  der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  von  denen 
aus  an  die  Flächen  /'=0  und  g?  =  0  sich  zwei  Tan- 
gentenkegel derart  legen  lassen,  dass  der  Tangen- 
tenkegel der  Fläche  /*=  0  (resp.  g)  =  0)  Poltrieder'n 
des  Tangentenkegels  von  g?  =  0  (resp.  f  s=i  0)  einge- 
schrieben ist.        ^  ' 

Den  Punktionen  %  und  o  sowie  A  9?  und  Bf  lässt  sich 
eine  Gestalt  geben,  aus  welcher  man  ohne  Mühe  die  beson- 
deren geometrischen  Beziehungen  ableiten  kann,  die  zwischen 
/■  ===  0  und  g?  =  0  eintreten,  wenn  einzelne  Coefficienten  der 

Potenzen  von  A  in  27  +  (^2>oo  —  «00  •  *  '  ^^33  —  «»3)  ^®^" 
schwinden.  Wir  setzen,  um, hierauf  näher  einzugehen,  in  der 
Determinante   (7)   die   Variable   x  =  —  1   und  addiren  die 


•)  Die  Grössen  %  und  oi,  wie  sie  durch  diese  Gleichung  (7)  definirt 
werden,  sind  ersichtlich  auch  identisch  mit: 

V«  <PoX' (/o)  +  •  •  +  729^3  ^'(/i)  und  V,  qp„  ß'(/i)  +  . .  +  %  93Ä'(^,). 
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resp.  mit  x.,  x.,  x,,  x,  multiplicirien  vier  eisten  Vertical- 
reihen  sämmtiich  zur  letzten  Verticalreihe,  so  dass  sich  mit 
Anwendung  der  bereits  im  Eingangs  des  §  1  definirten  Be- 
Zeichnung  ergibt: 

♦  Nennt  man  F  {(Pq,  9),,  <p2,  q)^),  X  (90;  9i)  92?  ^3)  ®*^-  ^^® 
Ausdrücke,  welche  aus  F,  X,  etc.  vermöge  der  Substitution 
ya  =»  V2  ^\^ci)  heryorgeheO;  und  führt  man  die  Zeichen  ein : 

[F,  (f]  =  ^00  *00  +  2  ^01  *01   -I f-  ^3  *33; 

[O,  f]  =  Boo  «00  +  2  J?oi  «0,  -^ h  ^33  «33  U.  8.  W., 

SO  entsteht  durch  Vergleichung  entsprechender  Glieder  auf 
beiden  Seiten  der  letzten  Identität  (10): 

3(o  =  —  F  (g?g,  9,,  92^  9>z)  +  9'  [F>  ^l 
(13)  3  X  =  —  3  A" (9o,  9„  g>2,  93)  +  %  9  [^,  ¥]*)> 

Bf  =  —  3Sl  (q>Q,  9i,  92»  9^3)  +  9  •  [^7  fi, 
und  hieraus  durch  Vertauschung  der  aaß  niit  den  baß'- 

3  a: <i>  (^,  /„  /i,  ^)  +  /■  •  [*.  f] 

(13a)  3 6,  =  -  3  ß  (/ö,  /;,  /•„  Q  +  »/,/••  [ß,  /1 

^9  =- 3  j?  (/;,/•„/•„/•,)+/•■  [F,  9.J. 

Wenn  nun  [F^  9]  verschwindet,  wird  zufolge  der  ersten 
Gleichung  in  (13) 

F(9>o^  9i>  929  93)  =  0 

mit  0  =  0  identisch;  d.  h.  von  jedem  Punkte  a?,  dessen  Polar- 
ebene (E)  in  Bezug  auf  die  Fläche  9  =  0  die  Fläche  f  =0 
berührt,  lassen  sich  alsdann  gleichzeitig  an  /*  =  0  und  9  =  0 
Tangentenkegel  derart  legen,  dass  der  Tangentenkegel  von 
^  «=  0    Poltriedem    des    Tangentenkegels    von  9  =  0  ein- 


*)  Man  erwäge,  dass 

3  X^  £S  ^-—  byd  «  SS  SS  -  -—  ya  yß  •  feyj,  (a,  (J,  y.S  =  0,  1,  2.  3), 

«     und  dass  der  Coefficient  TOn    ;i'  in  S  +  c^o  Cn  Cn^n  ^^^^  ^^^  Mac- 
laurinschen  Theoreme   mit  Uf  S SS  S  -^ x — --    6a/*  6yJ    iden- 

a  ß  y   d       caaßOaYd  '        ' 

tisch  ist. 
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geschrieben  ist.  Ein  jedes  solche  Poltrieder  bildet  zusammen 
mit  der  Ebene  {E)  ein  der  Fljiche  /'=0  umgeschriebenes 
Poltetraeder  von  9  »=  0.     Man  hat  also  den  Satz: 

(14)  Wenn  [F,  9]  =  0  ist,  können  der  Fläche  /*=  0 
unendlich  viele  Poltetraeder  von  9)  =  0  umgeschrie- 
ben werden.  Die  Ecken  aller  dieser  Poltetraeder 
liegen  auf  der  Fläche  i^(g?o,  9j,  fp^f  9^3)  =  0*). 

Von  dem  letzten  Theoreme  gilt  auch  die  bereits  auf  Seite 
190  bewiesene  Umkehrung: 

(14a)  Ist  die  Fläche  f=  0  irgend  einem  bestimmten 
Poltetraeder  von  9>  =  0  eingeschrieben,  so  wird 
[F,  «p]  =  0. 

Die  Coordinaten  Xa  einer  beliebigen  Ecke  eines  soeben 
Poltetraeders  erfüllen  nämlich  die  Gleichungen 

0=0,        F{<PQy      9),,      92,      9)3)     =     0, 

somit  wegen  (13)  auch  die  Relation  [F,  9]  =  0. 

Mit  Rücksicht  auf  die  erste  Gleichung  in  (13  a)  kann  das 
Verschwinden  [F,  q>]  noch  in  anderer  Weise  gedeutet  werden. 
Nach  dieser  Gleichung  triflFt  beim  Bestehen  von  [F,  9]  =  0 
die  Polarebene  jedes  Punktes  x  auf  9  =  0  die  beiden  Flächen 
/*  =  0  und  9  =  0  in  zwei  Kegelschnitten  Q  und  K,  so  dass 
K  durch  Poldreiecke  von  Q  geht.  Ein  jedes  Poldreieck  der- 
art bildet  im  Verein  mit  dem  Punkte  x  ein  der  Fläche  9  =  0 
eingeschriebenes  Poltetraeder  von  f  =  0,  Da  auch  um- 
gekehrt die  Existenz  irgend  eines  bestimmten,  der  Fläche 
9  =  0  eingeschriebenen  Poltetraeders  von  /*=  0  die  Gleichung 
\Fj  9]  =  0  zur  Folge  hat,  so  hat  man: 

(15)  Die  Bedingung  [jP,  9]  =  0  ist  nbthwendig  und 
hinreichend,  damit  die  Fläche  9  =»  0  unendlich 
vielen  Poltetraedern  von  /'=0  umgeschrieben  wer- 
den könne.  Die  Qeitenebenen  aller  dieser  Polte- 
traeder berühren  die  Fläche  X=0. 

« 

Vertauscht  man  in  den  Theoremen  (14)— (15)  die  Goeffi- 


*)  Man    vergleiche    über   die   Bedeutung   dieser  Fläche   die  Ent- 
wickeluDgen  auf  Seite  148  uud  149. 
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cienten  aa^  mit  den  haß,  also  f  mit  9,  F  mit  O  und  X  mit 
£1,  so  ergibt  sich  die  geometrische  Bedeutung  der  Beziehung 
\Oy  f]  =  0.  Ueberdiess  lehrt  die  Verbindung  der  Theoreme 
(14)  und  (14a)  mit  (15): 

(16)  Wenn  die  Fläche  f=0  PoltetraeSern  von 
g)  ss=  0  eingeschrieben  ist,  so  lässt  sich  gleichzeitig 
die  Fläche  9  =  0  Poltetraedern  von  /'=0  umschrei- 
ben^ und  umgekehrt. 

Die  Sätze  (9)  und  (14) — (16)  sind  an  die  Voraussetzung 
geknüpft^  dass  die  beiden  Determinanten  A  und  B  nicht 
Null  werden. 

Verschwindet  A,  nicht  aber  B,  so  artet  die  Fläche  f=0 
in  einen  Kegel  aus,  und  F  =0  repräsentirt  die  ins  Quadrat 
erhobene  Gleichung  seiner  Spitze.  Nach  der  zweiten  Iden- 
tität (13a)  stellt  also  0  =  0  den,  von  dieser  Spitze  um  die 
Fläche  9)  =  0  gelegten  Tangentenkegel  dar.  Die  Bedeutung 
von  X  =  ^^  wi^^  durch  folgendes  Theorem  charakterisirt:' 

(17)  Von  jedem  Punkte  der  Fläche  x^=0  lassen 
sich  an  den  Kegel  /*  =  0  zwei  Tangentenebenen 
legen,  die  harmonische  Polaren  der  Fläche  9}  =  0 
sind. 

In  der  That  ist  das  Paar  von  Tangentenebenen,  die  sich 
von  einem  Punkte  {Xq,  x^^  x^,  x^)  an  /"=()  legen  lassen, 
in  veränderlichen  Punktcoordinaten  |^,  |,,  627-^3  repräsen- 
tirt durch: 

-  {U  lo^  +  2  /;  A  60  St  +  •  •  •  +  fz'  ii")  =  0»). 

Damit  dieses  Ebenenpaar  ein  harmonisches  Polarenpaar 
der  Fläche: 

sei,  muss  nach  (5)  auf  Seite  (146)  die  Bedingung  erfüllt 
werden: 

f  [*,  'f\  -  (J^oo  U  +  2  i^oi  /i  A  +  •  •  +  -033  m  =  0. 
Zufolge   der   ersten  Formel  des  Systems  (13  a)   ist  aber 
diese  Bedingung  identisch  mit  ;|r  =  0# 

Die  Relation  [F^  9]  =  0  sagt  jetzt  offenbar  aus,  dass  die 


*)  Cfr.  Glchg.  (20)  auf  pag.  171. 


•    • 
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Spitze  des  Kegels  /*«=  0  auf  der  Fläche  9?  =  0  liegt,  während 
nach  (5  a)  und  nach  der  zweiten  Gleichung  in  (13  a)  das 
Verschwinden  von  [X,  q)]*)  nothwendig  und  hinreichend  ist^ 
damit  die  Kanten  und  Seitenebenen  von  Poltriedem  des  Kegels 
/•=0  beziehungsweise  die  Flächen  9?  =  0  und  Ä  *«  0  be* 
rühren.  Ferner  zeig£  die  letzte  Gleichung  in  (13)|  dass  bei 
[0^  f]  =  0  der  Kegel  f=0  durch  unendlich  viele  Poltrieder 
des  Tangentenkegels  o  =:  0  geht.  Da  gleichzeitig  nach  der 
ersten  Identität  in  (13  a)  der  Tangentenkegel  o^^^O  unend- 
lich vielen  Poltriedem  von  /"^O  eingeschrieben  ist,  so  hat 
man  mit  Rücksicht  auf  die  Allgemeinheit  der  Funktion  q> 
das  Theorem: 

(18)  Wenn  irgend  ein  Kegel  zweiter  Ordnung  Pol- 
triedem eines  anderen,  mit  ihm  concentrischen 
Kegels  zweiter  Ordnung  umgeschrieben  ist,  so 
wird  immer  auch  dieser  zweite  Kegel  Poltrie- 
dem des  ersten  Kegels  eingeschrieben  sein,  und  um- 
gekehrt. 

Zufolge  des  Princips  der  Reciprociiat  bleibt  dieser  Satz 
noch  richtig,  wenn  in  demselben  die  concentrischen  Kegel 
durch  ein  Paar  complanarer  Grenzflächen  zweiten  Grades  und 
gleichzeitig  die  Poltrieder  durch  Poldreiecke  ersetzt  werden. 

Verschwindet  neben  Ä  und  [JP,  9]  auch  [X,  9],  so  wird 
im  Systeme' (13)  und  (13a): 

3  o  =  —F  (9o,  9^1,  •  9z\  X  ifopfi .  ^3)  =  0,  o =  —  Ä  (fo,  /;, .  Q. 

Gemäss  der  ersten*  dieser  drei  Gleichungen  repräsentirt 
CD  s=  0  die  doppelt  gerechnete  Berührungsebene  der  Fläche 
9)  =  0  im  Scheitel  des  Kegels  /*=(),  während  die  beiden 
letzten  im  Vereine  mit  (5b)  lehren,  dass  von  jedem  Punkte 
dieser  Doppelebene  an  /"  =  0  sich  zwei  Tangentenebenen 
legen  lassen,  von  deren  Berührungskanten  die  eine  gleich- 


*)  Aach  wenn  /^os  0  und  <p  =»  0  allgemeine  Flächen  zweiter 
Ordnung  sind,  lassen  sich  ans  je  der  zweiten  Formel  in  (1$)  und  (13  a), 
sowie  aus  dem  Satze  (18)  geometrische  Deut^gen  für  das.  Yersch winden 
von  [Xj  ^]  ableiten.  Diese  Deutungen  erscheinen  jedödi  in  ihrem 
wahren  Lichte  erst  bei  der  —  hier  ausgeschlossenen  —  genaueren 
Betrachtung  der  Tangentencomplexe  von  /  »  0  und  qp  =»  0. 
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zeitig  Tangente  an  9)  «»  0  ist.  Die  eine  dieser  beiden  Tan* 
gentenebenen  fallt  also  ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach  in 
die  Doppelebene  o  =^  0.  Wir  drücken  diess  als  Satz  folgender- 
massen  aus: 

(J9)  Wenn  die  drei  Relationen  ^  =  0,  [F,(p]  =  0, 
[Ä,  9]  =  0  neben  einander  bestehen,  liegt  der  Schei- 
tel des  Kegels  /*  =  0  auf  9  =  0.  Die  Tangenten- 
ebene der  Fläche  g?  =  0  in  diesem  Punkte  berührt 
auch  den  Kegel  f=  0. 

Die  im  letzten  Theoreme  erwähnte  Tangentenebene 
schneidet  die  Fläche  9  =  0  in  einem  Geradenpaare  und  den 
Kegel  /*=  0  in  einer  doppelt  zu  nehmenden  Kante.  Nach 
der  letzten  Gleichung  in  (fS)  und  nach  (5b)  bildet  diese 
Kante  einen  Theil  des  Geradenpaares,  wenn  noch 
die   Bedingung  [0,f]  =0  hinzutritt. 

Aehnlich  lässt  sich  das  Verschwinden  der  Ausdrücke 
[F,  9],  [X,  9)  und  [<P,  f]  deuten,  wenn  die  Fläche  f=0  oder 
9  =  0  noch  weiter  ausartet.  Stellt  beispielsweise  f=0  ein 
Ebenenpaar  dar,  wird  also  f  gleich  einem  Producte  von  der 
Form: 

ö/o  ^0 + Vi  «r+  2/2  ^2+^3^3)  K  ^0+^1  ^1  +«^2  ^2 + ^3  ^3); 

so  repräsentirt  nach  (5)  auf  S.  146  [<!>,  /*]  =  0  die  Bedingung 
dafür,  dass  das  Ebenenpaar  f=0  ein  harmonisches  Polaren- 
paar der  Fläche  9  =  0  sei.    Ferner  wird  nunmehr: 

(«,  ß,Y,S  =  0,  1,  2,  3) 

identisch  mit  der  in  §  1  definierten  Determinante  K,  Also, 
da  Ä  und  [jP,  9]  von  selbst  verschwinden: 

(20)  Die  Schnittlinie  des  Ebenenpaares  /*  «=  0 
ist  eine  Tangente  der  Fläche  9  =  0,  wenn  die  Deter- 
minante -^+(^00  •  •  ^533)  den  Factor  P  enthält. 

Fallen  von  vier  harmonischen  Ebenen  zwei  zusammen, 
so  ist  stets  auch  eine  dritte  unter  ihnen  mit  dieser  Doppel- 
ebene identisch.  Beim  gleichzeitigen  Bestehen  von  [<]>,/]=  0 
und  [*,  /"]  =  0  ergibt  sich  daher: 

(20a)  Die  Determinante  ^4:(coo-*^33)  ist  durch  V 
theilbar,  wenn  ausser  derKttnte  des  Ebenenpaares 
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/"s^Oaucheine  seiner  Ebenen  von  derFläche  9?  =  0 
berührt  wird. 

Ist  neben  F  auch  X  ftir  alle  Werthe  der  ya  gleich  Null, 
so  wird  man  vermittelst  ähnlicher  Schlüsse,  wie  beim  Satze 
(5),  finden: 

(20b)  Sämmtliche  Subdeterminanten  dritten  Gra- 
des von  -27  +  (coo .  .  C33)  enthalten  den  Factor  A^,  so- 
bald die  Kante  des  Ebenenpaares  /'=0  ganz  auf 
der  Fläche  9  =  0  liegt. 

Wir  wollen  nicht  unterlassen;  zum  Schlüsse  auf  die  Reihe 
interessanter  Theoreme  aufmerksam  zu  machen,  welche  sich 
ergeben,  wenn  man  die  Untersuchungen  dieses  Supplementes 
über  die  Flächen  /*  ==.  0  und  tp  =  0  vermittelst  des  Principe 
der  Reciprocität  auf  die  Einhüllenden  F  =0  und  0  =  0  in 
(6)  unter  der  speciellen  Voraussetzung  überträgt,  dass  die  y« 
(a  =  0,  1,2,  3)  homogene  rechtwinklige  Ebenencoordinaten 
bedeuten,  und  dass  O  von  der  Gestalt  wird: 

.     ^  =  yo^  +  yx"  +  y^' 

Die  Gleichung  ftiP  +  i/<^  =  0  mit  dein  willkürlichen 
Parameter  —  repräsentirt  alsdann  in  dem  auf  S.  343  defi- 
nierten Sinne  die  Schaar  der  mit  i^  =  0  canfocalen  Flächen 
zweiter  Ordnung,  während  gleichzeitig  je  zwei  harmonische 
Polarebenen  der  Grenzfläche  4>  =  0  auf  einander  senkrecht 
stehen.  Es  wird  genügen,  einige  .Beispiele  zur  Erläuterung 
der  Uebertragungsweise  anzuführen. 

Aus  dem  Theoreme  auf  Seite  472  folgt: 
(21)  In  der  Schaar  confocaler  Flächen:  ftJ^-j-v<&  =  0 
gibt  es  zwei,  welche  eine  gegebene  Gerade  berüh- 
ren. Die  Tangentenebenen  dieser  beiden  Flächen 
in  den  Berührungspunkten  halbieren  die  Winkel, 
welche  ein  jedes  Tangenten-Ebenenpaar  bildet, 
das  durch  die  Gerade  an  irgend  eine  andere  Fläche 
der  Schaar  gelegt  wird. 

Dieser  Satz  ergänzt  die  Ergebnisse,  welche  auf  Seite 
312—313  gewonnen  worden  und  hier  aufs  neue  sich  ableiten 
lassen,  indem  man  die  Gleichung  (4  a),  §  2  in  der  dualistisch 
gegenüberstehenden  Betrachtungsweise  geometrisch  deutet. 
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Dem  Theoreme  (6b)  kann  man -bei  der  speciellen  Form 
von  O  mit  Berücksichtigung  von  (18)  die  Fassung  geben: 
(22)  Von  jedem  Punkte  der  Fläche  y,  =  0  (resp. 
^2*=  0)  lässt  sich  an  JF  »=  0  ein  Tangentenkegel 
legen,  welcher  Systeme  von  drei  zueinander  recht- 
winkligen Kanten  (resp.  Berührungsebenen)  besitzt. 

• 

Es  wird  insbesondere  für  ^33  ^  0  der  Asymptotenkegel 

der  Fläche  F  =  0  solche  Systeme  von  Kanten  oder  Berührungs- 
ebenen haben^  wenn  die  homogenen  Coordinaten  (^30,  ^3^ 
-^32,  -^33)  des  Mittelpunktes  der  Gleichung  y^  =  0  oder  y^  =0 
genügen;  wenn  also  in  der  Determinante 

IiAqq  +  V  ft^oi  f*A2  ^' 


(23)  .  .  . 


^03 


Ä 


13 


flA^^  +  V  ^23 
A. 


/*-^20  f^-^21 

(1A2Q  f^-^SI  /*-^32  -^33 

der  Coefficient  von  fc'v  oder  fiv^  verschwindet 

Bedeuten   die  Aaß  die    partiellen    Differentialquotienten 

K —   der   Determinante  -4  =  27+  («üo  ^11  ^22  ^33);   ^^  kann 
der  Ausdruck  (23)  in  die  Form  gebracht  werden: 


(23  a) 


ft^-f  vaoo  vöo,  vaQ2 


va 


10 


va* 


IlA  +  va,,  va|2 

■^20  ^^21  f*-^  +  ^^22 

indem  man  denselben  zuerst  mit  A  nach  dem  Multiplications- 
theorem  der  Determinanten  multiplicirt  und  hernach  wieder 
durch  A  ^ividirt.  Mit  Bezug  hierauf  hat  man  also  das 
Theorem : 

Der  Asymptotenkegel  der  Fläche  /"««O  besitzt 
Systeme  von  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Kan- 
ten oder  Berührungsebenen^  je  nach  dem:  «00+0^11  +  ^22 
•oder:  a^^,  a,,  +  a„  a^^  -+-  «22 
schwindet*). 


(Ina    ■—   Öai       —^   öio      ü 


^00 


"Ol 


12 


^20 


ver- 


*)  Man  vergleiche  zn  dem  Inhalte  dieses  Paragraphen  die  bereits 
auf  pag.  184  citirte  Abhandlung  von  Lüroth. 


Hcsaa,  analyt.  (Geometrie  d.  Räumet.    3.  Aufl. 


32 


IV.    Lineare  Transformation  zweier  quadratischen 

Formen*). 

Auf  Seite  270  und  fif.  findet  man  ilie  Aufgabe  behandelt, 
die  linearen  homogenen  Substitutionen: 

a:„  =  e„o  Xo  +  6a«  X,  H f-  ^«"  ^n,  «  =  0,  1,  2  •  -  n  • 

zu  bestimmen,  welche  zwei  gegebene  homogene  Funktionen 
zweiter  Ordnung: 

/'(^o;  ^u  •  •  ^n)  =  f=  a^^  V  +  2  a^^  x^x^-\ [-  «"*  ^«^ 

g>  (Xq,  a?„  .  .  a;^)  =  9  =  a^Q  Xq^  +  2  «o,  a^o ^i  + h  öt«, a:,' 

transformiren  in: 

9)  (a?o,  a:„  •  •  a;«)  =  v«  Xo^  +  v^  X,«  -| [-  v,  X«^ 

Die  Transformation  ist  jedoch  am  erwähnten  Orte  nur 
unter  der  speciellen  Voraussetzung  durchgeführt  worden,  dass 

die  Gleichung  (w  -j-  l)ten  Grades  für  -: 

2  +  (f*«oo  —  va^^,  ^a^^  —  va^^  •  •  •  ^Unn  —  va"*)  =  0 

lauter  verschiedene  Wurzeln  besitze.  Es  soll  nunmehr  diese 
Beschränkung  aufgehoben  und  nach  Vorgang  von  Weier- 
strass  die  Untersuchung  auf  alle  die  Fälle  ausgedehnt  wer- 


^)  Von  den  schon  in  der  Anmerkung  zu  pag.  281  angefiihrten  Ab- 
handlungen vergleiche  man  für  das  Folgende  namentlich:  Weierstrass, 
Zur  Theorie  der  bilinearen  und  quadratischen  Formen,  Monataberichte 
der  Berliner  Akademie  1868;  Kronecker,  lieber  Schaaren  von  quadra- 
tischen Formen,  ebendaselbst  Mäns  1874. 
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den,    in  denen   die  letzte  Gleichung  nicht  identisch  für  alle 
Werthe  von  ft  und  v  befriedigt  ist. 


§  1.   Definition 
und  Eigenschaften  der  Elementartheiler  von 

Die  Determinante  der  quadratischen  Form 

(1)  .  .  ^  =  |ii9>  —  vf==  Cüo  x^^'  +  2co,  iCo  a;,  H +  c««  Xn^ 

ist  als  eine  ganze  homogene  Funktion  (n  -f~  l)ten  Grades 
von  /x  und  v  zerlegbar  in  ein  Product  von  (n  +  1)  Factoren, 
welche  linear  und  homogen  in  Bezug  auf  fi  und  v  sind.  Es 
sei  iiVk  —  vfijt  irgend  einer  derselben  und  l  der  höchste 
Exponent,  zu  welchem  erhoben  er  in  dieser  Determinante 
vorkommt.  Derselbe  Factor  möge  gleichzeitig  in  ihren  sämmt- 
lichen  Partialdeterminanten  nten  Grades  genau  Tfach ,  in 
ihren  sämmtlichen  Partialdeteoninanten  (w  —  l)ten  Grades 
Tfach,  allgemein  in  ihren  sämmtlichen  Partialdeterminanten 
(n  —  g  +.l)ten  Grades  genau  ?<«>fach  enthalten  sein*). 

Alsdann  hat  man  stets: 

(2) i>r>r>  ..??-»>  j*. 

Der  Beweis  dieser  Ungleichungen  folgt  leicht  vermittelst 
Einführung  der  Determinanten  Cq,  C^,  Cj  .  .  C,,  die  in 
Suppl.  I  Gleichung  (5)  definirt  worden  sind.  Nach  dem  1.  c. 
angegebenen  Systeme  (10)  ist  es  nämlich  für  die  Theilbarkeit 
sämmtlicher  Subdeterminanten  (n  —  2  "f"  ^  )*®^  Grades  durch 


*)  Sind  beispielsweise  f  and  q>  deBnirt  durch : 

Mo  Vo  —  Yon^  0, 

*  

so  ist  nach  späteren  Entwickelungen  des  §  3  der  Factor  fivo'—vfiQ  in 
cler  Determinante  von  ^tp  —  vf  viermal,  in  deren  sämmtlichen  Subde- 
terminanten dritten  Grades  zweimal  und  in  sämmtlichen  Subdetermi- 
nanten zweiten  Grades  einmal  enthalten. 

32* 
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die  Z^^^te  Potenz  von  (iVk  —  vfit  nothwendi^  und  ausreichend^ 
dass  diese  Potenz  als  Factor  in  Cq  bei  völliger  Willkürlich- 
keit  der  Constanten  y„(^),  ya^*>,  .  .  y„^«^  (a  =  0,  1,  2, ...  w) 
enthalten  sei. 

Es  müssen  daher  durch  ((iVk  —  vft*)?«)  auch  noch  die 
Ausdrücke  theilbar  sein,  welche  aus 

hervorgehen,  wenn  man  die  Quadrate  und  Producte  ya^^^  J//*^^^ 
{a,  /5  =  0,  1,  .  .  w)  durch  die  Caß  oder  die  üaß  oder  die  a"^ 
ersetzt.  Da  die  drei  sich  derart  ergebenden  Ausdrücke  be- 
ziehungsweise (n  —  g  -f-  2)  Cq-i,     -§—-^  ^^^ /~^sind, 

so  hat  man  sicherlich  l^  —  ^  >  Z^. 

Eine  weitere  Eigenschaft  der  Exponenten  l,  t,  T  .  .  . 
wird  durch  die  Relationen  ausgedrückt: 

(3)  i  —  r>r  —  r>r  —  r'  >i9-i  —  i9>i<i^i<i+K 

•   ~'~ 

Nach  Supplement  I,  Gleichung  (3)  hat  man  nämlich  für 
irgend  welche  Grossen  ya<*>,  y«^*^  .  .  ya^'\  y«: 

Wy^  "  y^y)    Vy*  ...!/*- 7 

^  /</  y' .  • .  y*\    /y*  y^  • .  y-*  y\  • 
Wy^ ' .  .yv    \y*y^-  .y^~^y/ 

_(y^y^^'y^-^y\^^ 
W  y'^ '-y^'-^yy  ' 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  enthält  nach  der  Vor- 
aussetzung den  Factor  {(iVk  —  vfik)  zur  (/^«-*) -|- ^**"*"*^)teu 
Potenz,  die  rechte  Seite  dagegen  mindestens  (2  Z<9))fach.  Da- 
her ist 

d.  h.  der  Behauptung  gemäss 

Diese  DifiFerenzen  P«— i)  —  JC«)  spielen  im  Folgenden  eine 
hervorragende    Rolle.     Nimmt   man  an,   dass   in  der   Reihe 
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Zahlen  l,  l\  T  . .  .  die  letzte  von  Null    verschiedene  dfen  In- 
dex (r  —  1)  hat,  und  setzt  man: 

so  wird 

Jede  einzelne  der  r  Potenzen  rechter  Hand  nennt  man 
nach  Weierstrass  einen  Elementartheiler  der  Determinante 
C/Q,  so  dass  diese  selbst  das  Product  aller  ihrer  Elementar- 
theiler in  einen  von  ft  und  v  unabhängigen  Factor  ist. 

Den  Namen  ,, Elementartheiler"  hat  Weierstrass  durch 
das  folgende  fundamentale  Theorem  gerechtfertigt: 

(4)  Wenn  zwei  Formen 

et    ß 

durch  eine  lineare  Substitution: 

(5)  ic„  =  e«^ö>  Zo  +  e„^)  Zi  +  .  .  Ca^-)  X„  (a  =  0,  1,  2  .  .  n) 

mit  nicht  verschwindender  Substitutionsdetermi- 
n'ante  27+ Cq^®)  ej(*>  .  .  e«^"^  übergeführt  werden  in  die 
Formen  /*'  und  q>  der  Veränderlichen  X«,  so  stim- 
men die  Determinanten  von  ftg?  —  vf  und  ^g>'  —  vf 
in  ihrenElementartheilern  überein  und  umgekehrt: 
(4a)  Wenn  zwei  quadratische  Formen  /"und  q>  der 
Veränderlichen  x^,  a?,  .  .  Xn,  sowie  zwei  andere  /"  und 
y'  der  Veränderlichen  Xq  ,  .  X«  derart  gegeben  sind, 
dass  die  Determinante  von  fi(p  —  vf  diq  gleichen 
Elementartheiler  besitzt  wie  die  Determinante  von 
(ig>*  —  vf,  so  kann  man  jederzeit  eine  lineare  Sub- 
sititution  (5)  angeben,  vermöge  deren  f  in  /"  und 
gleichzeitig  (p  in  9'  übergeführt  wird. 

Das  Theorem  (4)  ist  eine  unmittelbare  Folge  der  Haupt- 
eigenschaft, welche  den  Grössen  Ca  (a  =  0,  1,  .  .  n)  innewohnt 
und  in  Supplement  I,  (12)  bewiesen  worden  ist.  Setzt  man 
nämlich : 

fl^'-vf  =  C„o'  Xo^  +  2Co,'  Xo  Zj  +  .  .  +  cn:  X,^ 
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und  nennt  Cq  den  Ausdruck,  der  aus  Cq  vermöge  Ersetzung 
der  Caß  und  y«^'')  durch  die  c  a^^  und  t;«^^^  hervorgeht,  so  ist 
nach  dieser  Haupteigenschaft: 

Wenn  also  der  Factor  ftv*  —  v/i*  i^^^mal  und  nicht  öfter 
in  Cq  für  beliebige  ya^^^)  J/«^*^ .  .  J/a^*^  enthalten  ist,  so  kommt 
derselbe  Factor  auch  genau  f^«'mal  in  Cq  vor,  und  zwar  bei 
völliger  Unbeschränktheit  der  t;a<*>,  Va^^^  .  .  .  Va^'^    da  diese 

Grössen  wegen  j^^  0  durch  eine  passende  Bestimmung  der  y 

irgend  welche  vorgeschriebene  Werthe  annehmen  können. 
Die  zu  einem  beliebigen  Factor  yLv^  —  v^ik  gehörigen  Ele- 
mentartheiler 

stimmen  also  für  die  beiden  Determinanten  Cq  und  Cq' 
überein. 

Zum  Beweise  des  umgekehrten  Theoremes  sollen  vorher, 
in  UebereinstimmuDg  mit  Weierstrass,  die  Formen  /*undq> 
in  geeigneter  Weise  umgestaltet  werden. 


§  2.    Umgestaltung  der  Formen  /*imd  9?.    Ueber 

die  hinreichenden  Bedingungen  für'  die  Aequi- 

valenz  zweier  Formen  f  und  9?  mit  sswei 

anderen  f  und  tp. 

Da    die    beiden    Determinanten    E  +  a®®  a**  a**  und 

^  ih  ^00  *ii  •  •  ^«t  ^^^  f  ^^^  ^  gleichzeitig  'verschwinden 
könnten,  so  sollen  zunächst  zwei  quadratische  Formen 

(6)  .  .  .  .  X  =  -^  -^  &a/?  Xa  Xfl  und  o  =  2^2^  6*»/*  Xa  Xß 

betrachtet  werden,  von  denen  mindestens  eine,  etwa  %,  eine 
von  Null  verschiedene  Determinante  27+  6q^  6,,  . ,  6„„  besitzt. 
Die  Behandlung  eines  Formenpaares  f  und  97,  für  weldhes 
diese  Restriction  nicht  zulässig  ist,  wird  alsdann  aus 
den  für  %  und  ca  gewonnenen  Ergebnissen  mit  leichter  Mühe 
folgen. 
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Versteht    man    unter   l   eine    willkürliehe    Grösse    und 
setzt: 

^  =  A  ;C  —  CD  =  Coo  V  +  2Coi  ^0  ^1  +  •   '  +  C«»  ^n^7 

so  ist  für  die  reciproke  Funktion  ^^Cy©,  ffx ,  yn)  der  Form  ^ 
in  Supplement  I,  Gleichung  (7  a)  folgende  Darstellung  durch 
eine  Summe  von  Quadraten  gefunden  worden: 

Um  nun  zu  der  am  Schlüsse  des  §  1  erwähnten  Umge- 
staltung zu  gelangen^  werden  wir  die  in  A  rationale  Funktion 

—  ^  in  Partialbrüche  zerlegen,  jedoch  nicht  direkt,  son- 

dem  indem  wir  die  Beiträge  summiren,  welche  die  einzelnen 
Glieder  rechter  Hand  in  (7)  dazu  liefern. 

Bedeutet  Xk  irgend  eine  vielfache  Wurzel  von  (7o  =  0 
mit  den  zugehörigen  Elementartheilem 

{X  -  A*)S  (A  -  A*^  .  .  (A  -  A*>-i  *) 

so  werden  nach  passender  Annahme  der  willkürlichen  Con- 
stanten  yj^^,   ya^^^  •  .  ya^""^   nur   die   r    ersten    Summanden 

-^-y  -^—  '  '  — >i— ^—  zu  den  dieser  Wurzel  zugeordneten 

Oq  Ol  Cr— 1 

Partialbrüchen  etwas  beitragen.  Bekanntlich  wird  die  Ge- 
sammtheit  der  zur    Wurzel  Xk   gehörigen    Theilbrüche    von 

^"*^^ — ^  (j}  =  0,  1,  2  .  .  r  —  1)  erhalten,  wenn  man 

nach  aufsteigenden  Potenzen  von  A  —  Xk  entwickelt,  bei  der 

*)  In  den  Factoren  n,vk  —  v^kk  des  §  1  kann  man  ^k  und  vk  durch 
irgend  zwei  andere ,  ihnen  proportionale  Grösse  ersetzen,  also  durch  1 

und  —  ,    wenn  kein  vk  verschwindet.    Bezeichnet  man  überdiess  das 
Vk 

# 

Yerhältniss    — ,  das  allein  in  den  Theoremen  des  §  1  auftritt,  mit  X  und 

V 

entsprechend   '—  mit   Xk^   so   ergeben  sich  für  die  Determinante  von 

Vk 

1%—m  Eiementartheiler  der  Form  (X  —  X*)<So,  (X  —  X*)«i,  (X  —  Xjfc)««  .  .  .  . 


504  Supplement  IV,  §  2. 

{Cp  —  l)ten    Potenz    (incl.)   abbricht   und    durch    (A  —  kkYp 
dividirt. 

Setzt  man  also 


(8) (A-A,)V,^^/-^^rp 

so    wird    derjenige    Theil    der    Partialbruchzerlegung    von 
^"^^ — ^,  welcher  zur  Wurzel  A*  gehört: 

/'öo\    Yp^^^  Yp*'p'''^+Ypii)Yp'p'-^+Yp^^^  Y^«p-3  +  ..  r/p-i)  Fp<^» 
(öaj ^-^^ 

.    Yp^Q^  Yp^'p-'^^+Yp^^^  r^^/>~^  +  ■  ■  rp<^/>-^^  Fpt^)  iVIZp^"! 

In  diesem  Ausdrucke  (8a)  sind  die  Yp^^\  Yp(^\  Y^^'p-«) 
zufolge  ihrer  Definition  in  (8)  lineare  homogene  Funktionen 
der  ya  von  der  Gestalt: 

(8b)  r,(«)-=  ^^  {ypo<»>  yo  +  yi.i'«^  y.  +  •  •  +  yp.<''  vA  > 

V  y  p 

g  =  0,  1,  .  .  Cp—  l, 

während  die  Grössen  ypo^^\  y^i^'^  •  •  ypn^^\  Vp  ganze  Funk- 
tionen von  A*  und  von  den  Coefficienten  der  Formen  %  und 
Q)  sind. 

Nimmt  man  in  (8  a)  die  Zahl  ^  der  Beihe  nach  gleich 
0,  1  .  .  r  —  1  an  und  summirt  alle  so  entstehenden  Grössen, 
so   erhält   man   die   sämmtlichen   zur  Wurzel  A«  gehörigen 

D 

_,  Theilbrüche  von  —  -^-.  Indem  man  für  die  übrigen  Wur- 
zeln von  Cq  =  0  ähnliche  Summen  ableitet  und  dieselben  zu 
einander  addirt,  ergibt  sich  schliesslich  als  Gesammtwerth 
die  Funktion  W  {j/oy  Vi  -  »  Vn)  selbst.  Um  diesen  Gesammt- 
werth einfach  schreiben  zu  können,  empfiehlt  es  sich;  die 
Wurzeln  der  Gleichung  Cq  =  0  nach  einer  von  Weierstrass 
angegebenen  Methode  zu  benennen.  Es  soll  nämlich  das 
System  der  zu  A*  gehörigen  Elementartheiler: 

(A--A*)%(A-A,)^^..(A-A»)*-i 
in  Zukunft  mit 

(A  -  Ao)%  (A  —  Ai)%  .  .  (A  -  A;wi)  'f-i 


(9) 
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bezeichnet  und  also  an  Stelle  von  Ijt  das  Symbol  A^  oder 
A,  .  .  oder  X,^i  gesetzt  werden,  insofern  dieser  Wurzel  Ele- 
mentartheiler  mit  den  Exponenten 

zugeordnet  sind.  Wenn  überhaupt  q  die  Anzahl  der  sämmt- 
liehen  Eleiqentartheiler  ist,  welche  den  verschiedenen  gleichen 
oder  ungleichen  Wurzeln  der  Gleichung  Cq  =^  0  entsprechen, 
so  hat  man  darnach  die  Elementartheiler  in  den  Formen 
zu   schreiben : 

4 

wobei  die  Exponenten  ^q,  e^^  .  -  Cq  der  Bedingung 

«0  +  «1  +  ^2  +  •  •  Cj  =  (W  +  1) 

genügen.    Nach  solchen  Festsetzungen  gestaltet  sich  die  oben 

gewonnene  Partialbruchzerlegung  von  —  ^  folgender- 
massen : 

_© 

Co 

4  V  M 


^    I  X  —  Xv 


yp(i> 


0  ^ 


,    rp<'"rp<''p-"+yp'.yy"p-'"+y„<'i'-''>  yp<"'  y^^Yj^\ 

(i-ip)«  .  +■■+  {x-XpYp  S 

m 

Ersetzt  man  in  dieser  Gleichung  die  willkürlichen  Varia- 
bein ya  durch  die  Differentialquotienten  Vj  x  (p^a)  =  Xa  und 
nennt  Xp(«>  den  vermöge  dieser  Substitution  aus  Yp^^^  her- 
vorgehenden Ausdruck,  so  ergibt  sich: 

(10) -  ^ 


=^1 


X  —  X 


,   Xp^  Xp^'p-*'  +  Xp<'>  Xp"p- »>  •  +  Xp('p-'>  Xp«  ,_  Xp""  Xp"» » 

(10a)    XpW)  =  ^  {  y,,(,)  j;'(a;„)  +  y,,w)  ;j'(a;,)  +  •  .  +  yp,'»)  z(a;«) }, 

j  =  0, 1 . .  Cp  —  1. 


\ 
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Die  gesuchten  Darstellungeti   von  %  ^^^  ^   kann  man 
nunmehr    ohne    Mühe    aus    (10)    ableiten.     Entwickelt   man 

nämlich   —  {^  :  Cq  nach  absteigenden  Potenzen   von  X ,    so 

werden  wegen : 

„n  _Q-.  +  ._Q'      • 

die  Coefficienten  von  A-^  und  A— *  beziehungsweise  x  ^^^  <«'• 
Indem  man  dieselben  mit  den  Coefficienten  von  A"*  und  A-« 
in  der  analogen  Entwickelung  des  Ausdrucks  auf  der  rechten 
Seite  in  (10)  vergleicht  und  indem  man  der  Kürze  halber  die 
Bezeichnungen  eihführt: 

c5p= Xp(«p-«)  Xp(o)  +  X^(*/>-3)  x^d)  + . .  +  X,(o)  Xpi^p- «), 
erhält  man: 

(12a).   Z  =  ^o  +  ^t  +  --  +  %, 

ö  =  hXg  +  ^iXi  +  '  \^QXQ+f^o  +  ^\  +  "  +  ^Qy 
worin  für  Cp  =  1  stets  ojp  gleich  Null  anzunehmen  ist**. 

Die  Grossen  X^W,  Xp<*),  .  .  Xp<*i»-»  in  (12)  bilden  für 
jj  =  0,  1,  .  .  p  ein  System  von 

^0  +  c,  +  «2  H 1-  c^  =  n+  1 


,  ^«  ™.  ta  ©  a^  <.  +  „  „..,  ,^..  ...  ^ 


7 


X|       ^n 


•    • 


multiplicirten  Verticalreihen  von  der  letzten  ab  und  verfährt 

hernach  in  ähnlicher  Weise  mit  den  Horizontalreihen,  so  entsteht  die 
mit  (11)  identische  Formel 

**)  Man  könnte  in  (10)  auch  die  beiderseitigen  Coefficienten  von 

irgend  einer  Potenz  l^^"^^^  vergleichen  und  dadurch  Ergebnisse  ab- 
leiten, die  als  Verallgemeinerungen  der  auf  Seite  273  mitgetheüten 
anzusehen  wären.  Wenn  nämlich  ^o  »»  ei  ^s  (^,  a^  en  a-  1 ,  so  wird  in 
(10)  dor  Coefficient  von  A -(*+»)  rechter  Hand  gleich: 

Ao*  x^(0)  Z^io)  +  X^kx^io)  X,(0)  -j (.  x,t  Xn(0)  X«(o) 
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linearen  homogenen  Funktionen  der  Xq,  x^  ,  .  Xn*  Umgekehrt 
kann  man  auch  die  Xa  als  lineare  homogene  Ausdrücke  dieser 
Xp^'i^  [q  =  0,  1  .  .  €p^i,  p  =  0,\  .  .  q)  darstellen.  Zu  dem 
Behufe  substituiren  wir  in  (9)  an  Stelle  der  willkürlichen  y« 
die  Grössen  yo  +  ^Za>  entwickeln  noch  Potenzen  der  Ver- 
änderlichen fi  und  finden  durch  Vergleichung  der  beider- 
seitigen Goefficienten  von  fi*: 


-f=i^ 


Yp^^^Xp^'p-^^+  Yp^^^Xp^'p-^^+'+  Yp^'p-^^Xp 


(0) 


^  a-^p) 


I  I     ■'■  P      -^P     { 

oder,  indem  man  mit  l  multiplicirt  und  hernach  A  =  oo  an- 
nimmt: 

(13) yo  «0  +  yi  a;,  -f  •  •  +  y,  «„ 

0 

Diese  Identität  liefert  den  Ausdruck  eines  bestimmten 
Xaj  wenn  man  y«  gleich  Eins,  und  die  übrigen  y  gleich 
Null  setzt. 

Sind  zur  Untersuchung  zwei  Formen  /'  und  q)  vorgelegt, 
für  welche  zwar  jede  der  beiden  Determinanten 

£  +  a^^  a^^ ' -a»**  und  2J  +  aoo  «n  .  .  «tm», 
nicht  aber  der  Ausdruck 

bei  völliger  Willkürlichkeit  von  fi  und  v  verschwindet,  so 
betrachte  man  an  Stelle  von  f  und  q>  irgend  zwei  lineare 
üombinationen: 

(14) j(^,=zgq)  ~hf        oj  =  gfp  —  h'f, 

und  linker  Hand  gleich  einer,  jederzeit  leicht  zu  bildenden  rationalen 
Funktion  der  Goefficienten  von  Cq  und  (^\' 

Aebnlicbe  Betrachtungen  lassen  sich  übrigens  auch  an  die  Iden- 
tität (9)  anknüpfen^  indem  man  auf  beiden  Seiten  nach  aufsteigenden 
Potenzen  von  l  entwickelt. 
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Darin  sind  die  Constanten  g,  ä,  g  und  K  irgend  welche 
Zahlen  und  nur  den  Bedingungen  unterworfen^  dass  die  Deter- 
minante von  gq)  —  hf  nicht  rersch winde  und  dass 

gh  -  Kg  =  1. 

Setzt  man  überdiess  mit  Einführung  der  willkürlichen 
Veränderliche  A: 

(15) l'^'^g^  —  g'        v  =  hX  —  h'f 

so  wird 

(16)  .  A;k  —  ö  =  figj  —  vf=  Coo  V  +  2co,  XqX^'\ [-  c»,  2:.^ 

und  damit  die  Betrachtung  der  Formenschaar  (i<p  —  vf  zu- 
rückgeführt auf  die  Betrachtung  einer  Formenschaar  A  ^  —  o, 
in  der  die  Funktion  X'^  gq>  —  hf  eine  von  Null  verschiedene 
Determinante  besitzt.  Da  in  der  §  1  gegebenen  Definition 
der  linearen  Factoren  [iVp  —  vfip  an  Stelle  der  Grossen 
lip  imd  Vp  irgend  welche  andere  ihnen  proportionale  Grossen 
substituirt  werden  dürfen  ^  so  lassen  sich  [ip  und  Vp  w^en 

gvp  —  Ä(iip  ^0  derart  fixiren^  dass 

gvp^hiip  =  1, 
und  dass  daher  nach  (15): 

(17)  ^^^  —  viip  =  X  —  {gVp  —  h'fip)  =  A  — Ap, 
f*p  =  ^p9  —  9y     Vj,  =  Ap  Ä  —  A'. 

Wendet  man  nun  auf  die  Funktionen  %  und  ^,  wie  sie 
durch  (14)  deiinirt  sind^  die  Umformungen  (12a)  an^  so  er- 
geben sich  für  fissgo  —  g'x  und  g)  =  7io*—  h'x  die  Dar- 
stellungen : 

MQ\     /'~f*oZo  +  fiZiH |-f*e2e+?(®o+fi>iH l-öf) 

^«»'oZo+ViZiH |-VeZe+Ä(Oo  +  öiH t-^e)- 

Diese  Gleichungen  enthalten  die  früheren  in  (12a)  als 
specieUe  FiUie  in  sich.  Denn  würde  die  Determinante  von 
ip  nicht  verschwinden,  so  konnte  man  ^  =  1^  A  =  0,  j'  =  0, 
A  «B  -  l  annehmen  und  die  Funktionen  f  und  q>  respective 
mit  CO  xmd  x  zusammenfallen  lassen. 

Das  am  Schlüsse  des  §  1   erwähnte  Theorem  lasst  sich 
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jetzt  aus  den  Umformungen  von  f  und  9?  in  (18)  leicht  ab- 
leiten. 

Wenn  nämlich  ausser  f  und  9?  zwei  andere  Formen  f 
und  ip  mit  den .  willkürlichen  Veränderlichen  S «  gegeben 
sind  und  wenn  die  Determinante  von  ft  9?  —  vf  die  gleichen 
Elementartheiler  besitzt,  wie  die  Determinante  von  ^9'  —  vf, 
so  können  f  und  q)   in  die  Formen  gebracht  werden: 

r  =  f*o  Zo'  +  l^\%(  ^ h  f^e  Ze'  +  9  (^0  +  0/  -I h  «e')^ 

9'  =  n  %o'  +  ^1  a:/  H h  v^  ac/  +  Ä  «  +  «i'H h  ßJ^')- 

Darin  haben  die  Constanten  (Iq^  (jl^  .  .  ft^,  i^o>  ^1  •  •  ^^;  9? 
h  dieselben  Werthe  wie  in  (18),  während  jede  Funktion  Xp 
oder  o'p  voii  gewissen  linearen  homogenen  Funktionen 
der  g«: 

Äp<«>,  Sp^'^y   .   .   ^A~^>   (P  =  0,   1,   .    .   p) 

in  der  ganz  gleichen  Art  abhängt,  wie  jede  Funktion  Xp  oder 
fijp  in   (12)    von   den  Xp^^\  Xp(^^  .  .  Xp^'p-^K    Kann  man, 
also   die  Xa    linear   und    homogen    durch  die  |a  derart  aus- 
drücken,    dass  jedes    Xp^^^  gleich   dem    entsprechenden  Ä(^> 
d.  h.  dass 

(19)    XpW  =  ^^(0),  x^(i)  =^^^(1), .  .  Zp(«p-i)  =  Sp^^p- 1), 

(j,  =  0,  1,  .  .  q\ 

so  werden  die  Funktionen  Xp  ^^^  ^p  ^  ^^^  analogen  Xp  und 
oj'p  und  damit  die  Formen  /^  und  q>  selbst  in  /"  und  qp'  über- 
geführt. 

Die  Auflösung  des  Systems  (19)  ist  aber  stets  möglich 
und  ergibt  sich  nach  (13)  sofort  aus  der  Identität 

%  ^0  +  J/i  ^1  H h  y«  ^» 

0 

wenn  man  von  den  willkürlichen  ya  der  Reihe  nach  je  eines 
gleich  der  Einheit  und  die  übrigen  gleich  Null  setzt. 

Man  hat  hiernach  in  der  Uebereinstimmung  der  Elemen- 
tartheiler von  Co  mit  denen  von  C^  ein  hinreichendes  und 
nothwendiges  Kriterium  dafür,  dass  die  Punktionen  f  und  q> 
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durch  eine  lineare  homogene  Substitution  in  f  und  q!  über- 
geführt werde,  oder,  wie'  man  nach  einem  in  der  Zahlen- 
theorie üblichen  Ausdrucke  zu  sagen  pflegt,  dafür,  dass  dies 
Formenpaar  f  und  fp  äquivalent  ist  dem  Pormenpaare 
von  f  und  q). 

um  festzustellen,  ob  die  Determinante  von  ft9?  —  vf  die- 
selben Elementartheiler  habe  wie  die  Determinante  von 
ftg)'  —  vf'j  ist  es  nicht  nöthig,  die  Zerlegung  der  beiden 
Determinanten  in  ihre  £lementartheiler  wirklich  auszuführen. 
Nennen  wir  nämlich  Bq  (^,  v)  den  —  von  den  willkürlichen 
Gonstanten  y«*  («  =  0,  1  .  .  w)  unabhängigen  —  grössten 
gemeinschaftlichen  Theiler  von  Co  und  Cq  (cfr.  §  1),  und 
geben  wir  Rq(iiyV)  eine  analoge  Bedeutung  für  die  Formen 
f  und  9',  so  ist  jede  der  Funktionen  Bq(ii,v)  und  iJ/(f»,v) 
bis  auf  einen  constanten  Factor  bestimmt^  den  wir  derart 
fixiren,  dass  der  Coefficient  der  höchsten  Potenz  von  (i  so- 
wohl in  Rq{(i,  v)  als  auch  in  Bq(fif  v)  gleich  Eins  werde. 
Nach  den  Theoremen  des  §  1  ist  dann  für  die  Identität  der 
Elementartheiler  von  Cq  und  C^  nothwendig  und  ausreichend, 
dass  folgende  (n  -{-  1)  Gleichungen  bei  völliger  ünbeschränkt- 

heit  von  ft  und  v  bestehen: 

I 

■Ro(5*>  v)= -Bo'  (^.  v);  J^i  (^?  v) =ü,  (^,  v) ; . .  i^«  (ft,  v)  =  JB'«(^,  v). 

Man  kann  also  stets  durch  einfiache  algebraische  Divisio- 
nen entscheiden,  ob  zwei  gegebene  Formenpaare  /*,  9  und 
ff  q/  äquivalent  sind. 


§  3.    Ueber  Formenschaaren  ft  <jr  —  v  f^  deren 
Determinanten  Elementartheiler  mit  vor- 
geschriebenen Exponenten  besitzen. 

Die  Sätze,  welche  bis  jetzt  über  die  Elementartheiler  der 
Determinante  -^  +  c^q  c^j  .  .  c^n  entwickelt  wurden,  geben 
noch  keinen  Aufschluss  darüber,  ob  sich  auch  stets  Formen 
f  und  9?  angeben  lassen,  für  welche  nach  der  Bezeichnung 

des  §  2  die  Quotienten  ^^,  ^.,^^   irgend   welche  von   ein- 
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ander  unabhängige  Grossen^  und  die  Exponenten  e^,  e^y  .  .  e^ 
ein  beliebiges  System  von  Lösungen  der  Gleichung 

(20) ^0  +  6,  +  .  .  -f  6^  =  »  +  1 

bedeuten  können.  Diesen  Aufschluss  gewährt  das  folgende 
Theorem : 

(21)  Bedeuten  e,,,  e^  .  ,  .  e^  irgend  welche  ganze  posi- 
tive, der  Gleichung  (20)  genügende  Zahlen  und  sind 

(w  +  1)  willkürliche  Veränderliche  in  den  beiden 
quadratischen  Formen: 

0 

0 

0 

so  hat  die  Determinante  von  ii^  —  vf  die  Elemen- 
tartheiler: 

welches  auch  die  Constanten  fip,  Vp,  yp,  r^p  {p=0,  !,..(>) 
sein  mögen,  wenn  nur  für  e^  «=  1  die  zugehörigen 
yp  und  rjp  verschwinden  und  wenn  für  irgend  zwei 
andere,  von  der  Einheit  verschiedene  Exponenten 

€p  und  eq  die  Differenz  (iptig  —  ^p^^^O  ist. 

Der  Beweis  ist  einfach,  wofern  nur  ein  einziger  Expo- 
nent vorhanden  ist,  wenn  also  zwei  Formen  fp  und  g>p  Ton 
der  Gestalt  vorliegen 

+yp{Xp'>Xp('p-'^  H h  V'"*'«^**") 

g,p==Vp  {XpW  Xpi'p-^>  -f  a;p(»)  Xp^'p-^^  -\ 1-  «pf'p- «a;,«»>) 

+ijp(Va:p<'i'-*'H \- Xp^'p-'^XpW). 
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Setzt' man  nämlich  der  Kürze  wegen 


f* 

Vp  —  viip  =  0p^  (lyp  —  vyp  —  Xpy 

so  wird  die  Determinante  ^p  von  vfp  —  (ifppi 

0    0    '  '  0  tp0p 
0    0    '  '  Xp0pO 

tp  0p  '  '  0  0  0 
0p   0    ..000 

=  (-1)72^-/- 

i'p-^)0p'p. 


Diejenige  Partialdeterminante  dp  vom  (ep  -*-  l)ten  Grade^ 
welche  aus  /Jp  durch  Unterdrückung  der  letzten  Horizontal- 
und  Verticalreihe  entsteht^  ist: 

*p = (- 1)  Vi  {'"-")  e*-*)  ^p'»-^^ 

also    wegen-   ftp  i^p  —  '^p  Vp  ^  ^    sicherlich    nicht    durph 

(iVp^-vfip  theilbar.     Die  Determinante  ^p    hat  daher  nur 
den  einen  Elementartheiler  {(iVp  —  v^ipYp, 

Ist  die  Anzahl  q  der  Exponenten  Cp  grosser  als  1;  so 
wird  die  Determinante  ^  von  ft  ^  —  v/"  vom  (Co  +  ^i  +  •  •  +  ^e)  ^^ 
Grade.  Man  kann  dieselbe  in  anschaulicher  Weise  bilden, 
indem  man  die  aus  ^p  für  |}  =  0,  1^  .  .  q  hervorgehenden 
Elementar-Determinanten  succes^ve  derart  an  einander  legt, 
dass  ihre  verschiedenen  Diagonalen  in  eine  und  dieselbe  ge- 
rade Linie,  in  die  Diagonale  d6r  zu  bildenden  Determinante 
jd  fallen ;  und  indem  man  die  übrig  bleibenden  Stellen  des 
Quadrats  durch  Nullen  ausfüllt. 

Durch  wiederholte  Anwendung  des  in  der  Anmerkung 
zur  Seite  (451)  l)ewiesenen  Satzes  findet  man  daher: 

Da  unter  den  Grössen  ^Vp  —  vfip  mehrere  gruppenweise 
identisch  werden  oder  wenigstens  bis  auf  constante,  von  fi 
und  V  unabhängige  Factoren  zusammenfallen  können  ^  so  sei 


(IVq  —  V(Iq,   [IV^   —  Vfl^ 


flVr^l  —  Vfir-l 


irgend  eine  solche  Gruppe  zusammenfallender  Differenzen,  die 
wir  so  geordnet  denken,  dass  von  den  zugehörigen  Exponenten 
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Co ,  e,  •  Cr-i  keiner  grösser  ist,  als  der  vorhergehende.  Als- 
dann ist  zu  beweisen,  dass  für  g>r  nicht  jede  Subdeter- 
minante  (w  —  g  +  l)ten  Grades  von  z^  den  Factor  iiv^ — v^Iq 
enthält;  und  dass  ((lv^^  —  v^^)  «9  +  ^9+iH — ^r-i  für  <?  <  r 
die  hjochste  Potenz  von  /ttv^,  —  vfi^  ist,  durch  welche  sämmt- 
liehe  Subdeterminanten  (n  —  g  +  l)ten  Grades  von  jd  theil- 
bar  sind. 

Wenn  q^r,  unterdrücke  man  in  z/  gleichzeitig  alle 
diejenigen.  Glieder,  welche  respective  mit  dem  e^ten,  dem 
{e^^  +  ßi)ten,  .  .  .  dem  (cq  +  c,  +  •  •  e^^i)  Elemente  der  Dia- 
gonale in  derselben  Horizontal-  und  Verticalreihe  liegen. 
Man  erhält  alsdann  eine  Subdeterminante  {n  —  g-f-l)ten 
Grades,  welche  nach  dem  soeben  benutzten  Determinanten- 
satze auf  S.  (451)  gleich  *o  *i  •  •  ^»^8  •  •  *9-i  ^g  ^q+i  .  .  .  -^^ 
ist,  also  sicherlich  nicht  den  Factor  (iv^  —  vfi^  enthält. 

Im  Falle  q  <  r  bilde  man-  wieder  ^zunächst  die  Subdeter- 
minante (n  —  (?  -f-  l)ten  Grades,  welche  durch  gleichzeitige 
Weglassung  aller  derjenigen  Elemente  entsteht,  die  mit  dem 
^^ten,  dem  (cq  +  e|)ten,  .  .  .  dem  (co  +  Ci  -|-  •  •  +  ^q-i)  Ele- 
mente der  Diagonale  in  gleicher  Horizontal-  und  Yertical- 
calreihe  siph  befinden.  -  Diese  Subdeterminante  ist  iden- 
tisch mit 

und  daher  durch  keine  höhere  als  die  (69  +  ^9+1  — f-  er-i)te 
Potenz  von  vfi^  —  /tVo  theilliar.  Jede  andere  Subdetermi- 
nante (w  —  g  +  l)ten  Grades  enthält  aber  den  Factor 
1/ftQ  —  f4Vo  mindestens  zu  dieser  Potenz,  da  sie  sich  ver- 
mittelst wiederholter  Anwendung  des  Theorems  auf  S.  (451) 
als  ein  Product  von  Determinanten  darstellen  lässt,  unter 
denen  wenigstens  r  —  q  zur  Reihe  der  Determinanten  z^q, 
-^j  .  .  .  jdr—i  gehören. 

Das  soeben  bewiesene  Theorem  lehrt  in  Verbindung  mit 
(4  a),  dass  die  Formen  f  und  q>  stets  durch  eine  homogene 

lineare  Substitution  in  die  Formen  f  und  9  übergeführt  wer- 
'den  können,  wenn  die  Constanten  ft^  und  Vp  in  (18)  die 
gleichen  Werthe  besitzen  wie  in  (2  y 

Hmsb,  analyt.  Geometrie  d.  BAumei.    3.  Xnfl.  83 
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Eine    andere    Folge    aus    (21)    ist   in   dem   Satze    aas- 
gesprochen : 

(22)  Zwei  gegebene  homogene  Funktionen  zweiten 
Grades  /  und  (p  der  Veränderliehen  Xq,  rr,  .  .  a;«  kön- 
nen durch  eine  Substitution 

Xa  =  «o**  a^"  +  «i"  a^i  + 1-  a„«  ÄJn  (a  =  0,  1  .  .  n) 

in  die  Form: 

/*=  ^ü  ^0^  +  f*i  ^1^  H f-  f*»'X»^ 

nur  dann  und  stets  dann  gebracht  werden,  wenn  die 
Determinante  von  inp  -—  vf  die  Eigenschaft  hat, 
dass  jeder  in  ihr  Zfach  enthaltene  lineare  Factor 
auch  ein  gemeinschaftlicher  Theiler  ihrer  sämmt- 
lichen  Subdeterminanten   (n  —  Z  +  2)ten  Grades  ist. 

Diese  Eigenscha^  ist  nothwendig.     Denn  nach  (21)  hat 
die  quadratische  Form  fi  (Uva  XJ)' —  v  (Ufia  XJ)  der  will- 

a  a 

kürlichen  Veränderlichen  Xqj  X,  .  .  X«  eine  Determinante^ 
für  welche  die  Exponenten  Cq,  Cj/ej  .  .  .  der  Elementartheiler 
sämmüich  gleich  Eins  sind.  Mit  demselben  Exponenten 
versehen  sind  nach  (4)  auch  die  Elementartheiler  der  Deter- 
minante Cq  von  fiip  —  vf,  da  diese  letztere  Form  der  An- 
nahme nach  durch  eine  lineare  Substitution  mit  nicht  ver- 
schwindender Substitutionsdeterminante  -27+  a^^  a,*  .  .  «»**) 
aus  (i  {2Jva  Xa^)  —  v{I]^a  X«^)  hervorgeht.  Sobald  also  in 
der  Determinante  Cq  irgend  ein  linearer  Factor  genau  zur 
Iten  Potenz  erhoben  vorkommt,  muss  derselbe  Factor  in 
sämmtlichen  Subdeterminanten  nten  Grades  {l — l)fach,  in 
sämmtlichen  Subdeterminanten  (w  —  l)ten  Grades  (Z— 2)fach, 
.  .  .,  in  sämmtlichen  Subdeterminanten  (n  —  l  -\-  2)ten  Grades 
einfach  enthalten  sein. 


*)  Die  Substitutionsdetcrniinante  27  +  Oq*^  a/  . .  an*  =^  A  kann  nicht 
gleich  Null  sein,  da  die  Determinante  Cq  nach  der  Fassung  des  Theo- 
remes  als  nicht  verschwindend  vorausgesetzt  wird  und  mit  A  durch 
die  Relation  verknüpft  ist: 
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Hinreichend  ist  ferner  die  in  (22)  angeführte  Bedingung, 
weil  bei  ihrer  ErfQUung  sämmtliche  Elementartheiler  der 
Determinante  von  iitp  —  vf  den  Exponenten  Eins  besitzen 
uud  daher  die  Formen  f  und  tp  nach  (18)  als  Summe  von 
Quadraten  dargestellt  werden  können. 

Eine  specielle  Classe  von  Schaaren  quadratischer  Formen^ 
deren  Determinanten  im  Allgemeinen  Elementartheiler  mit 
dem  Exponenten  Eins  haben^  wird  durch  folgendes  Theorem 
charakterisirt : 

(23)  Wenn  die  Schaar  von  Funktionen  (np  —  vf 
reelle  Coefficienten  und  eine  nicht  identisch  ver- 
schwindende Determinante  Cq  besitzt,  und  wenn 
in  dieser  Schaar  irgend  eine  specielle  Form: 
y(p  —  rjf  für  reelle  Xq^  x^  .  .  Xn  nur  Zahlenwerthe 
mit  demselben  Vorzeichen  (die  Null  einge'schlossen) 
annimmt;  so  sind  die  Elementartheiler  von  Cq  reell 
und  überdiess  sämmtlich  mit  dem  Exponenten  Eins 
versehen,  ausgenommen  diejenigen,  welche  zu  dem 
etwa  ein-  oder  mehrfach  vorhandenen  Factor 
liri  —  vy  gehören  und  welche  auch  die  Zahl  Zwei 
zum  Exponenten  haben  können. 

Wir  bringen,  um  den  Beweis  zu  unternehmen,  yfp  —  rif 
in  die  Form: 

(24)  ytp  -  nf  =^oXo+^i  Xi'\ b^QXff 

+  (yÄ  —  rjg)  (cöo  +  G>,  -I h  (0^), 

indem  wir  die  Bezeichnungen  in  (18)  und  (12)  beibehalten 
und  der  Kürze  wegen: 

mp  =  Vpy  -  (ipTi       (p  =  0,  1,  .  .  q) 

setzen. 

Wenn    nun    eine    bestimmte    Wurzel    —  ,    und    wegen 

gvp  —  h(ip=^l  auch  jede  der  Grössen  fip  und  Vp  selbst 
reell  ist,  so  haben  die  dieser  Wurzel  zugeordneten  Ausdrücke 
Xp(0),  Xp(i)  .  .  Xp(^p-i)  die  Gestalt: 

(25)  ....   Xp^  =  }/Tp  Spt«)    (2  =  0,  1  .  .  .  ep—  1), 

wobei  Xp^^^  eine  lineare   homogene  Funktion    der  Veränder- 

33* 
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liehen  Xa  mit  reellen  Coefficienten,  und  der  Factor  Sp  die 
positive  oder  negative  Einheit  bedeutet,  je  nachdem  der  Coeffi- 
cient  yp  in  (8b)  positiv   oder  negativ  ist.     Für  eine  solche 

Wurzel  -^  wird  also: 

Vp 

Wenn  dagegen  ^^  eine  complexe  Grösse  darstellt,  so  ist 

immer  neben  einem  Elementartheiler  {^iVp — viipYp  noch  ein 
anderer  ((iVn  —  vHnY"  derart  vorhanden,  dass  die  Exponen- 
ten ep  und  e^  identisch,  und  dass  die  complexen  Zahlen  ft« 
und  v„  conjngirt  sind  zu  fip  und  Vp,  Denn  es  ist  zufolge 
'  der  Annahme  jedes  Element  der  Determinante  Cq  reell,  und 
•  somit  auch  der  grosste  gemeinschaftliche  Theiler  sammtlicher 
Subdeterminanten  irgend  einer  bestimmten  Ordnung.  Spaltet 
man  die  Ausdrucke  mp  und  Xp^^>  in  ihre  reellen  und  rein 
imaginären  Theile  und  setzt  man: 

(26)  .  .  .  •  wp,=  iHp  +  fm'p,    Xp<9)  =  Jp(^»  +  taE/'^>, 
so  ergibt  sich: 

(26a)   .  .m„-=mp~  im'p,    X„o  =  3E,'«)  -  tX,'<«), 
und  daher:' 

=  2  nip  Xp  -  4  m'p  X',. 

! 

Op  +  a„=2  2  (XpW  Sp<'p-*  *)  -  Xp'W  3ep'<'p-«-*)) 

*  =  0,  1..  «p-2 

=  2i^p. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  unter  den  Quotienten 
y'7  ^-  •  •  l^  sich  (tf  -f  1)  reelle  befinden,  kann  somit  die 
Darstellung  in  (24)  geschrieben  werden: 
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(27)  .yq,-  rif=^  ^  ^*^  'p  ^^'^  +  ^2  ^"'^  Xp-2ni'p  X'^) 


+  (yh^V9)  fyi^P^^^+  ^2i2, 


^  ,  *P 


pz=a+\,a,.     g 


Diese  Gleichung  zeigt  zuvörderst,  dass  für  jedes  ver- 
schwindende nip  der  zugehörige  Exponent  ep  nicht  grösser 
als  2  sein  kann.  Denn  bestimmt  man,  im  Falle  das  Gegen- 
theil  stattfindet,  die  Xa  derart,  dass  Jp<o)  =  l,  a:p^*/.-2)=  + 1 
und  alle  übrigen  J  und  X'  gleich  Null  werden*),  so  nimmt 
die  Function  ytp  •—  rif  den  Werth  +  2  5jt,  {yh  —  iy^),  also 
gegen  die  Voraussetzung  entgegengesetzte  Vorzeichen  an. 

Wäre  ferner  für  irgend   einen  unter  ö  liegenden  Index 


*)  Diese  Bestimmung  ist  stets  auf  reolle  Art  möglich.    Die  Vcr- 
gleichung  der  Formeln   (8b)  und  (10a)  lehrt  nämlich,  dass  man  für 

eine  reelle  Wurzel  —  : 

vp 

Yp^'i^  =  YTp    ?)P^^^        (gr  «  0,   1  .  .  €p-\) 

annehmen  kann,  wobei  pp  dieselbe  Bedeutung  wie  in  (26)  hat  und 
'^p^^^  eine  lineare  homogene  Funktion  der  Veränderlichen  ya  mit  reel- 
len  Coefficienten   darstellt.     Spalten    wir    beim    Vorhandensein    einer 

complexen  Wurzel  —   in  Uebereinstimmung  mit  (26)  und  (26  a)  Ypi9) 

und  Yn^i)  in  ihre  reellen  und  in  ihre  imaginären  '^heile: 

80  nimmt  die  Formel  (13)  die  Gestalt  an: 


=  ^P^(?);>'"'  ^P"f-  "  +  •  •  +SA-'>  Xp*»') 


jB=0,  \  ..a 
P 

£rtheilt  man  in  dieser  Identität  denXp^^^  und  ^p'W)  irgendwelche 
reelle  Zahlen werthc,  so  findet  man  die  Xa  gleichfalls  als  reelle  Zahlen, 
wenn  man  von  den  ya  successive  je  eines  gleich  der  positiven  Einheit 
und  die  übrigen  gleich  Null  werden  lässt. 
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p  die  Grösse  nip  von  Null  verschieden,  und  der  zugehörige 
Exponent  ep>  1,  so  könnte  man  Jp<^)=  1  Jj,<*p- 1)  .=  +  1  und 
alle  anderen  3£  und  Je  gleich  Null  setzen^  um  den  Ausdruck 
y^  —  vif  das  eine  Mal  mit  2mp,  das  andere  Mal  mit  —  2m^ 
zusammenfallen  zu  lassen. 

Ist  dagegen  |)  >  <y,  so  geht  die  rechte  Seite  von  (27)  in 
+  4m'p  über,  wenn  man  Jp^®)  =  1  Tcp^^p-  *>  =  +  1  und  die 
übrigen  3E  und  %'  gleich  Null  annimmt.  Mag  also  in  diesem 
Falle  ßp  gleich  oder  grösser  als  Eins  sein,  so  niüsste  yq>  —  rif 
sein  Zeichen  wechseln.  Die  Determinante  von  fiq>  ^  vf  kann 
daher  nur  reelle  lineare  Factoren  besitzen,  womit  endlich  das 
Theorem  (23)  in  allen  seinen  Theilen  bewiesen  ist. 

Wofern  f  =  a;^^  +  a^^^  +  *  •  +  ^m^  i^^  ^  w)^  kann  man 
71  ssz  —  1  und  y  =  0  setzen.     Wir  erhalten  so : 

Die  Determinante  der  quadratischen  Form 
^q)  (a^o;  x^,  .  ,  Xn)  —  V  (x^  +  a;,2  +  ■  •  x„?)  (w  <  n)  ist  in 
lauter  reelle  lineare  Factoren  zerlegbar*). 

Im  Falle  m  =  w  wurde  von  diesem  Theoreme  bereits  auf 
Seite  281  ein  anderer  Beweis  angedeutet.  Derselbe  wird 
jedoch  beim  Vorhandensein  mehrfacher  Factoren  ungiltig. 


§  4.    Aufzählung  der  verschiedenen 
Lagen  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  gegen 

einander. 

Die  Ergebnisse  der  vorhergehenden  Paragraphen  werden 
besonders  anschaulich  im  Falle  n  =  3,  in  welchem  sie  zu 
einer  genuinen  Aufzählung  der  verschiedenen  möglichen 
Lagen  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  gegen  einander 
führen. 

Die  Gleichuug  (20)  lässt  nunmehr  fünf  verschiedene 
Arten  von  Lösungen  zu: 

1.  Cq  =  Cj  =  62  ™^  ^3  °"  r  5 
IL  Co  =  2,      6,  =  C2  =  1 ; 


*)  Ein  intereBsantcs  Beispiel  bietet  die  Gleichung  (14)  auf  Seite 
842  dar.  , 
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III.  ^0  =  3,       6,  =  1; 

IV.  00  =  2,       e,  =2; 
V.  e^  =  4. 

Hat  die  Lösung  I  statt,  so  könneu  nach  (18)  die  Funk- 
tionen f  und  q>  in  die  Gestalt  gebracht  werden: 

9?  =  VO  Xo^  +  V,   Z,2  +  1/2  X2^  +  V3  Z32. 

Die  Ausdrücke  Xp  (p  =  0,  1^  2,  3)  sind  dabei  identisch 
mit  den  in  (10a)  definirten  Xp^^^  und  reprasentiren ,  gleich 
Null  gesetzt,  ein  System  harmonischer  Polarebenen  für  jede 
Fläche  des  Büschels  figp  — i//"=0.  Es  existirt  nach  den 
Entwickelungen  der   16.  Vorlesung  nur  ein  einziges  System 

iterart,  wenn  die  Quotienten  la...-,  — ,  -,  ^  sämmtlich 

verschieden. 

Nicht  das  Gleiche  ist  der  Fall,  wenn  zwei  oder  mehrere 
dieser  Quotienten  einander  gleich  werden.     Wird  z.  B. 

Ib ILo^ti*) 

so  bilden  zusammen  mit  X^  =  0  X3  =  0  nicht  bloss  die 
beiden  Ebenen  Xq  =  0  X,  =  0  ein  Poltetraeder  des  Flächen- 
büschels, sondern  auch  irgend  zwei  Ebenen  X^^^  =  0  X^^^  =  0, 
für  welche  die  Identität  gilt: 

(^0  ^oY  +  (VFi  x,y  =  xfo)  X«»  +  x(«  x(". 

Bestehen  ferner  gleichzeitig  die  Relationen 
Ic  .  .  i^  =  ^       i^  =  ü? 

Vq  V\  V2  Vs' 


*)  Wir  rufen  zum  besseren  Verständniss  der  folgenden  Classification 
die  Formeln  (2)  und  (3)  dieses  Supplements  in's  Gedächtniss  zurück. 
Nach  denselben  ist  ein  linearer  Factor  /livo  —  ^f^o*  ^u  welchem  mehrere 
Elementartheüer 

iliv^  —  vf*o)\  {nvo—v(ioY'  .  .  ,  (jiv—  vfto)  *'■- 1,  (Co  ^  Ci . .  >  e^_i) 

gehören ,  («b  +  ^1  +  •  •  +  ^r— 1)  ^*^^  enthalten  in  der  Determinante 
Co.  (<?!  +  ••  +  ^r— 1)  ^^^^  ^^  sämmtlichen  Subdeterminanten  nten  Gra- 
des, (et  +  .  .  «,^1)  fach  in  sämmtiichen  Subdeterminanten  (n— l)ten 
Grades  etc. 
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so  lassen  sich  überdiess  die  Ebenen  X,  =  0  X3  =  0  er- 
setzen durch  irgend  zwei  andere  X<^^  =  0  X<^^  =  0  der- 
art;  dass 

(KiT.  x,y  +  iv^,  x^y  =  xw  x<»)  +  xw  xw. 

Hat  man  endlich 

Id  ^  a=  ^  =  ^« 

vq         Vi         Vf' 

so  repräsentiren  die  vier  Ebenen  X^'^^  =0  X^^^  ==  0  X<^>  =  0 
X3  =  0  ein  den  Flächen  f  und  9  gemeinsames  Poltetraeder, 
wenn  die  Summe  ft„  X^^  +  f^i  -X/^  +  |W'2  Xj^  identisch  mit 
X(0)  X(«)  +  Xt^)  X^i)  +  XW  X<2)  ist. 

So  lange  die  Gleichungen  /*  =  0  und  9?  =  0  nicht  die- 
selbe Fläche  darstellen,  haben  nach  (22)  die  Flächen  d^ 
Büschels  fig?  —  vf=0  Systeme  harmonischer  Polaren  nur 
in  den  hier  aufgezählten  Fällen  la  —  Id  gemein.  Für  jeden 
derselben  ist  gleichzeitig  der  Schnitt  von  f=0  mit  9?  =  0 
durch  eine  specielle  Eigenschaft  charakterisirt. 

Während  im  Falle  I  a  dieser  Schnitt  eine  Raumcurve 
vierten  Grades  ohne  Singularität  ist,  repräsentirt  beim  Be- 
stehen der  Gleichung  Ib  ft,,^  — VQf=0  ein  Ebenenpaar, 
welches  mit  irgend  einer  anderen  bestimmten  Fläche  des 
Büschels,  etwa  dem  Kegel  [i.tp  —  *':/=  0,  die  Curve*/'=  0 
^  =  0  gemein  hat.  Diese  letztere  zerfällt  also  nunmehr  in 
zwei;  nicht  ausartende  Kegelschnitte. 

Im  Falle  Ic  ist  die  Curve  /*=  0  qp  =  0  identisch  mit 
dem  Schnitte  der  beiden  Ebenenpaare:  ftQtp  —  VQf=0  und 
(i.^q)  — V2f=0,  also  mit  einem  einfachen  windschiefen 
Vierseit. 

Haben  dagegen  die  Relationen  in  Id  Kraft,  so  wird  die 
Curve  f=0  9  =  0  auf  der  doppelt  zu  nehmenden  Ebene 
ftQ^  —  Vq  /*==  0  und  auf  dem  Kegel  /tg  9?  —  v^f=0  liegen, 
also  ein  doppelt  zu  nehmender  Kegelschnitt  sein,  längs  dessen 
die  Flächen  des  Büschels  sich  berühren. 

Aehnlich  kann  man  die  Schnittcurve  /"==  0  9  =  0  stu- 
dieren, wenn  die  Exponenten  Cp  nicht  sämmüich  einander 
gleich  sind. 
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Im  Falle  II  bezeichnen  wir  die  Ausdrücke  Xq<®^,  ^o^*^ 
X,<«),  Z,«»  in  (10a)  resp.  mit  Zo,  X^,  X„  Xj. und  erhalten 
aus  (18): 

f=  2^0  ^0*^3  +  f*l  ^1^  +  H  ^2^  +  ff  V 

9?  =  2vo  Zo  X3  +  Vj  Xj^  +  i/j  Xi^  +  A  Xo*. 

Ha.  Sind  die  Verhältnisse  iip  :  Vp  (p  =  0,  1,  2)  sämmt- 
lieh  verschieden,  so  lässt  sich  .die  Curve  /'«^O  9?  =  0  be- 
trachten als  der  Schnitt  des  Kegels  f*o  9  "~  ^0  /  =  ^  ^^^ 
dem  Kegel  fi,  9?  —  .1/,  /*=  0,  welch  letzterer  in  dem  Scheitel 
(Xq  =  X,  =  Xj  =  0)  des  ersteren  von  der  Ebene  X^  =*  0 
berührt  wird.  Die  beiden  Geraden,  in  denen  der  Kegel 
/*o  9  —  ^0/^=0  ^^®  Ebene  Xq  =  0  trifft,  sind  also  in  die- 
sem Scheitel  Tangenten  an  zwei  verschiedene  Zweige  der 
Curve.  Die  letztere  hat  einen  sogenannten  Doppelpunkt. 
IIb.  Wird  f*i  :  V]  =  f*2  •  ^2*);  ^^  repräsentirt  ^,  9)  —  v,  /"=  0 
zwei  Ebenen,  auf  deren  einer  (Xq  =  0)  die  Spitze  des  Kegels 
N  9  —  ^0^*=  0  liegt.  Die  Curve  f=0  9?  =  0  besteht  so- 
mit aus  einem  Kegelschnitte  und  zweien,  ihn  und  sich  selbst 
schneidenden  Geraden. 

II  c.  fi,,  :  Vq  =  fti  :  V,.  Die  Gleichung  iX'o  g>  —-  Vq  f  ="  0  stellt 
nunmehr  ein  Ebenenpaar  dar,  dessen  Kante  Xq  =  0  Xj  =  0 
den  Kegel  (i^q)  —  v^  f=0  berührt.  Die  Curve  des  Büschels 
artet  demnach  in  zwei  sich  berührende  Kegelschnitte  aus. 
lld.  Es  sei  f*Q  :  Vo=» f*i  ^  ^i  =f*2  •  ^2-  Durch  ^i^tp  —  v^^f  ^=^  0 
wird  eine  Doppelebene  Xq^  =  0  charakterisirt,  welche  mit 
jeder  Fläche  des  Büschels  dieselbe  Curve  gemein  hat,  wie 
mit  dem  Ebenenpaar  X,'^  + -2^2^  =  0.  Die  Flächen  /'=0 
und  97  «s  0  schneiden  sich  also  in  einem  doppelt  zu  nehmen- 
den Geradenpaar. 

Im  Falle  III  führe  man  an  Stelle  der  Ausdrücke  Xq^*^), 
Xq^*^  Xq^'),  X/*^^  in  (10a)  beziehungsweise  die  Zeichen 
Xq,  X2,  X3,  X,  ein,  so  dass  die  Gleichungen  (18)  über- 
gehen in: 

/•=  ^,  (2  X«  X,  +  Xj')  +  ft,  X,2  -\-2gX,X, 

,,  =  vo  (2  Xo  X,  +  X,2)  +  V,  X,*  +  2Ä  X,  X,. 


*)  Man  vergleiche  die  Anmerkung  auf  S.  519. 
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III a.  Ist  ^0  :  Vq  von  /i|  :  v^  verschieden,  so  liegt  die  Spitze 
des  Kegels  /Hq  9  —  VQf=0  wie  im  Falle  II a  auf  der  Ober- 
fläche des  Kegels  /i,  9?  —  v,  /"c^  0,  mit  dem  Unterschiede, 
dass  nunmehr  die  Ebene  Xq  =0  auch  den*Kegel  ^i^g)  —  v^f^^O 
berührt,  dass  also  die  beiden  in  IIa  erwähnten  Tangenten 
zusammenfallen.  Die  Baumcurve  hat  einen  sogenannten 
Bückkehrpunkt. 

Illb:  f*o  •  ^0  *=  ^1  •  ^1-  ^^^  Fläche  /Xq  qp  —  v^  f=  0  ist 
identisch  mit  dem  Ebenenpaare  X^X^  =  0,  von  welchem 
die  Kante  (JTq  =  X2  =  0)  und  die  eine  Ebene  (X^  =  0) 
jede  Fläche  des  Büschels  berührt.  Die  Schnittcurve  besteht 
demnach  aus  einem  Geradenpaare  und  einem  Kegelschnitte, 
welcher  die  Ebene  des  Geradenpaares  berührt  und  gleich- 
zeitig durch  dessen  Spitze  geht. 

IV.  Substituirt  man  an  Stelle  der  Ausdrücke  Xq(^>,  X^^^^ 
X/^^  X/')  in  (10a)  resp.  die  Zeichen  X^,  Xj,  X,,  X3,  so 
entsteht  jetzt  aus  (18): 

/••=  2^0  X,  X,  +  2^,  X,  X3  +  <7  (X'  +  X.') 
ip  =  2vo  X„  Xj  +  21/,  X,  X3  +  Ä  (X.^  +  X,^). 

IV  a.  Es  seien  die  Verhältnisse  ft^  :  v^  und  fij  :  v^  verschie- 
den. Alsdann  repräsentiren  die  Gleichungen  (i^fp-^v^f^O 
und  |Lt,  9  —  Vj  /'=  0  zwei  Kegelflächen  zweiten  Grades,  von 
denen  jede  durch  die  Spitze  der  anderen  geht.  Die  Raum- 
curve  f=^  0  (p  =  0  zerfallt  in  eine  Curve  dritter  Ordnung 
und  eine  ihrer  ISecanten. 

IV b.  fto :  Vfl  =  =  (ly  :  v,.  Die  Kante  (Xq  =  0  X,  =  0) 
des  Ebenenpaares  ^q  <p  —  VQf=0  ist  sämmtlichen  Flächen 
des  Büschels  gemeinsam.  Die  Curve  f  =0  9?  *=  0  besteht 
daher  aus  dieser  doppelt  genommenen  Kante  und  zwei  an- 
deren windschiefen '  Geraden ,  deren  jede  mit  der  Kante  in 
einer  Ebene  liegt. 

V.  Schreibt  man  in  (18)  au  Stelle  von  Xq^^S  Xo<i>,  X^^^\ 
X^i^)  kürzer  X^,  Xj,  Xj,  X3,  so  entsteht: 

/•=  2(1,  (Xo  X3  +  X,  X,)  +  jr  (2  Xo  X,  +  X,') 
9  =  2v,  (Xo  X3  +  X,  X,)  +  Ä  (2  X«  X,  +  X,»). 
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Offenbar  ist  nunmehr  ^Iq  9?  —  v^f^O  eine  Kegelflache, 
welche  mit  jeder  anderen  Fläche 'des  Büschels  die  Berührungs- 
ebene Xq  =  0  und  die  Gerade  Xq  =  0  Xj  =  0  gemein  hat. 
Die  Schnittcurye  besteht  also  aus  einer  Curve  dritter  Ord- 
nung und  einer  ihrer  Tangenten. 

Dass  jede  hier  angeführte  specielle  Eigenschaft  der  Curve 
f=0  9)  =  0  auch  umgekehrt  die  Elementartheiler  der  Deter- 
minante Co  von  (iq)  —  vf  charakterisirt,  ergibt  sich  sofort 
aus  der  Giltigkeit  folgender  drei  Theoreme: 

Liegt  auf  der  Schnittcurve  zweier  Flächen  zweiter  Ord- 
nung /*  =  0  und  9?  ==  0  die  Spitze  eines  dem  Büschel 
(itp  —  vf^=0  angehorigen  Kegels  g'(p  —  A'/*==  0,  so  ist  der 
Factor  gv  —  li^i  in  der  Determinante  Cq  zwei-  oder  dreifach 
enthalten ,  je  nachdem  die  Tangentenebene ,  welche  den 
Flächen  fi<p  —  vf=0  in  der  betrachteten  Spitze  gemein- 
sam ist,  den  Kegel  g'(p  —  h'f==0  in  zwei  verschiedenen  Ge- 
raden schneidet  oder  längs  einer  Kante  berührt.  Liegt  im 
letzteren  Falle  die  Berührun^skante  gleichzeitig  auf  allen 
übrigen  Flächen  des  Büschels,  so  ist  g'v  —  h'(i  vierfacher 
Factor  von  Cq. 

Wenn  in  dem  Flächenbüschel  (iq>  —  vf  ein  Ebenenpaar 
g'ff  —  ///"«=  0  sich  befindet,  so  wird  der  Factor  gv  —  Kfi 
in  sämmtlichen  Subdeterminanten  dritten  Grades  von  Cq 
einfach  und  überdiess  in  Cq  doppelt  oder  dreifach  enthalten 
sein ,  je  nachdem  die  Kante  des  Ebenenpaares  mit  der 
Schnittcurve  f=0  (p  =  0  zwei  verschiedene  oder  zwei  zu- 
sammenfallende Punkte  gemein  hat.  Der  Ausdruck  g'v—K^ 
ist  ferner  ein  vierfacher  Factor  Cq  und  gleichzeitig  ein 
Doppel-  oder  einfacher  Factor  sämmtlicher  Subdeterminanten 
dritten  Grades  von  Cq,  je  nachdem  die  Kante  des  Ebenen- 
paares einen  Theil  der  Schnittcurve  bildet  oder  diese  bloss 
in  einem  Punkte  berührt,  der  gleichzeitig  der  Berührungs- 
punkt der  einen  der  beiden  Ebenen  gq)  —  A/  «=  0  mit  jeder 
anderen  Fläche  des  Büschels  ist. 

Gehört  dem  Büschel  fi^? — vf  =  0  eine  Doppelebene 
g'(p  —  Kf  =  0  an,  so  ist  g'v  —  h'fi  drei-  oder  vierfach  in  Cq 
und  überdiess  in  sämmtlichen  Subdeterminanten  zweiten 
Grades  einfach  enthalten,  je  nachdem  die  Doppelebene  jede 
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andere  Fläche  des  Büschels  in  einem  allgemeinen  Kegel- 
schnitte oder  in  einem  Geradenpaare  triffb. 

Behufs  des  Beweises  dieser  drei  Sätze  gehen  wir  davon 
aus,  dass  jeder  Punkt,  welcher  der  Fläche  gtp  —  /*/=  0  und 
irgend  einer  anderen  bestimmten,  nicht  ausartenden  Fläche 
des  Büschels  g^>  —  hf^=^0  angehört,  auch  auf  der  Schnitt- 
curve  f==0  (p  =0  liegt.  Setzt  man  alsdann  mit  Beibehal- 
tung der  Zeichen  in  (14)~(16)  dieses  Supplementes: 

Ajf  —  ö  =  ^qp  —  vf, 

so  ist  g'v  —  A'ft  in  der  Determinante  vou  f*  9  —  vf  und 
deren  sämmtlichen  Subdeterminanten  einer  bestimmten  Ord- 
nung genau  ebenso  oft  als  Factor  enthalten,  wie  X  in  der 
Determinante  von  1%  —  o  und  deren  entsprechenden  Sub- 
determinanten. Die  fraglichen  Sätze  —  sammt  ihren  üm- 
kehrungen  —  sind  also  eine  unmittelbare  Folge  der  hin- 
reichenden und  nothwendigen  Kriterien,  die  auf  den  Seiten 
494 — 496  für  die  möglichen  speciellen  Lagen  eines  Kegels 
zweiter  Ordnung  oder  eines  Ebenenpaares  gegen  eine  andere 
allgemeine  Fläche  zweiter  Ordnung  aufgestellt  worden.  Man 
hat  lediglich  die  1.  c.  angewandten  Zeichen  f  und  q>  durch  co 
und  X  zu  ersetzen. 

Um  die  verschiedenen  Ausartungen  der  Schnittcurve 
zu  charakterisiren ,  hätten  bereits  die  drei  letzten  Theoreme 
und  ihre  ümkehrungen  im  Vereine  mit  dem  Begriffe  der 
Elementartheiler  genügt.  Für  die  endgiltige  analytische 
Darstellung  der  dabei  auftretenden  singulären*  Linien  und 
Ebenen  waren  jedoch  die  Entwickelungen  des  §  2  unent- 
behrlich. 

Die  hier  gegebene  Eintheilung*)  wird  imzureichend,  wenn 
die  Determinante  (7,,  identisch  Null  wird,  wenn  also  sämmt- 
liche   P'lächen   des  Büschels  in   Kegel   oder  in  Ebenenpaare 

*]   Man    vergleiche    zu    derselben    die    Inauguraldissertation   von 
Killing:  „Der  Flächenbüschel  «weiter  Ordnung",  Berlin  1872. 
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ausarten.  Die  alsdann  eintretenden  Besonderheiten  lassen 
sieh  erforschen,  indem  man  von  der  Gleichung  (11)  auf 
Seite  458  für  w  =  3  und  g  =  1  oder  2  ausgeht.  Dieselbe 
Gleichung  könnte  auch  als  Grundlage  dienen,  um  allgemeiner 
eine  Forraenschaar  (1)  zu  untersuchen,  für  welche  die  Deter- 
minante Cq  und  ihre  sämmtlichen  Subdeterminanten  einer 
bestimmten  Ordnung  verschwinden.  Diese  Untersuchung, 
deren  ausführliche  Darlegung  die  hier  gesteckten  Grenzen 
überschreiten  würde,  ist  aufs  erschöpfendste  von  Kronecker 
in  den  Abhandlungen  durchgeführt,  welche  wir  schon  auf 
Seite  281  citirt  haben. 


Anhang. 
Planeten  -Bewegung. 


Unter  Planeten -Bewegung  verstehen  wir  die  Bewegung 
eines  materiellen  freien  Punktes^  des  Planeten,  um  einen  festen 
Punkt,  die  Sonne,  welche  den  freien  Punkt  nach  dem  New- 
ton'sehen  Gesetze  anzieht.  Diese  Bewegung  auf  Grund  der 
in  der  analytischen  Mechanik  entwickelten  Principien  fest- 
zustellen, soll  unsere  Aufgabe  sein. 

Die  Auflösung  der  Aufgabe  erklärt  allerdings  nicht  den 
wirklichen  Vorgang  in  der  Natur.  Denn  die  Sonne  liegt  in 
dem  Weltenraiime  eben  so  wenig  fest,  als  irgend  ein  Planet. 
Wir  werden  darum  zum  Schlüsse  unserer  Vorlesung  zeigen, 
wie  das  Problem  zweier  Körper  auf  die  vorgelegte  Aufgabe, 
als  eine  Fundamentalaufgabe  zurückgeführt  werden  kann. 

Unsere  Aufgabe  verlangt  die  Bestimmung  der  Coordinaten 
Xf  y,  e  des  Planeten  und  demnächst  der  Entfernung  des  Pla- 
neten von  der  Sonne,  des  Radiusvector  r,  als  Functionen  der 
Zeit  t.  Diese  Bestimmung  soll  in  dem  Folgenden  .gemacht 
werden  durch  Aufstellung  von  vier  Gleichungen  zwischen  den 
fünf  Variabein  x,  y,  je:,  r,  t  Ihre  Auflösungen  nach  den  vier 
ersten  Variabein  geben  dann  dieselben  als  Functionen  der  Zeit. 

Wenn  zur  Lösung  unserer  Aufgabe  nichts  weiter  gegeben 
ist,  als  die  Lage  der  Sonne  in  dem  Anfangspunkte  der  Coor- 
dinaten und  das  Newton 'sehe  Gesetz  der  Anziehung,  so 
sieht  man,  dass  die  Aufgabe  keineswegs  eine  ganz  bestimmte 
ist,  dass  sie  vielmehr  willkürliche  Annahmen  zulässt,  welchen 
wir  vorerst  nachgehen  wollen. 

Betrachten  wir  nun  zu  diesem  Zwecke  den  Zustand  des 
Planeten  in  seiner  Bewegung  zu  einer  bestimmten  Zeit,  die 
wir  bezeichnen  wollen  mit  i  =  0.  Dieser  sogenannte  An- 
fangszustand hängt  ab :  erstens  von  den  drei  Coordinaten  des 
Planeten,  also  von  drei  Constanten,  zweitens  von  der  Rieh- 


Plahetenbewegung.  527 

tung  der  Tangente  seiner  Bahn^  welche  analytisch  sich  durch 
zwei  Constanten  bestimmen  lässt,  drittens'  von  der  Grösse  der 
Geschwindigkeit;  ausgedrückt  durch  eine  Constante.^ 

Wie  sich  eine  oder  mehrere  dieser  sechs  Oonstanten 
ändern,  wird  auch  die  Bewegung  des  Planeten  eine  andere. 
Die  vollständige  Lösung  unserer  Aufgabe  muss  darum  sechs 
willkürliche  Gonstanten  enthalten. 

Die  analytische  Mechanik  ist  seit  D'Alembert  in  der 
glücklichen  Lage^  die  Gleichungen  sogleich  Jiinschreiben  zu 
können,  welche  ein  gegebenes  Problem  der  Mechanik  lösen. 
Die  D'Alembert'schen  Gleichungen  sind  allerdings  nicht  Glei- 
chungen, welche  das  Problem  unmittelbar  lösen,  sondern  es 
sind  Differentialgleichungen,  welche  Nebenumstände  unberück- 
sichtigt lassen  und  darum  gleich  ganze  Klassen  von.  Aufgaben 
zusammenfassen. 

In  dem  vorliegenden  Falle  ist  es  der  Anfangszustand  des 
Planeten,  auf  welchen  die  D'Alembert'schen  Gleichungen  keine 
Rücksicht  nehmen.  Es  ist  daher  vorauszusehen,  dass  die 
D'Alembert'schen  Differentialgleichungen  spchs  Integrationen 
erfordern,  durch  welche  die  oben  genannten  sechs  Constanten 
eingeführt  werden. 

Indem  wir  die  Eenntniss  des  D'Alembert'schen  Principes 
voraussetzen,  schreiben  wir  die  Differentialgleichungen  hin, 
welche  unsere  Aufgabe  lösen: 

(1)   .  .  .    ^ ~^'     y   —  —  T'"'     ^   ~        r»  ^ 

r=Y{x''  +  y'  +  z''), 

In  ihnen  bedeuten  x,  y,  z  die  Coordinaten  des  Planeten, 
r  seine  Entfernung  von  der,  im  Anfangspunkte  der  Coor- 
dinaten liegenden  Sonne,  und  die  mit  Strichen  versehenen 
Coordinaten  die  Differentialquotienten  derselben  nach  der 
Zeit  t  genommen ;  x^  ist  die  Anziehung,  die  die  Sonne  gegen 
den  Planeten  in  der  Einheit  der  Entfernung  ausübt. 

Die  Differentialgleichungen  (1)  verlangen  in  der  That 
sechs  Integrationen,  wie  man  unmittelbar  sieht,  wenn  man 
X-  s=  0  setzt;  aber  sie  verlangen  auch  nicht  mehr  als  sechs 
Integrationen.     Denn   durch  fortgesetzte  Differentiation   und 
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Elimination  lässt  sich  eine  Differentialgleichung  der  sechsten 
Ordnung  ableiten  zwischen  einer  Coordinate  und  der  Zeit. 

Es  bedarf  keiner  Integration  der  aufgeführten  Differential- 
gleichungen,  um  sogleich  eine  Eigenschaft  der  Bahn  des 
Planeten  zu  erkennen.  Betrachten  wir  zu  diesem  Zwecke 
drei  auf  einander  folgende,  unendlich  nahe  Stellungen  des 
Planeten,  die  gegeben  sind  durch  die  Goordinaten: 

^;  y;  ^>     • 

X'\'2xdt  +  x'dt\  y  +  2ydt  +  y'dt\    z  +  2zdt  +  e'dPy 
so  wird,  wenn  wir  mit  D  die  Determinante  bezeichnen: 


(2) 


D 


X 


X 


ji 


X 


y, 


Z 


tt 


z 


der  Ausdruck  Ddi^  den  sechsfachen  Inhalt  der  dreiseitigen 
Pyramide  bezeichlien,  deren  Ecken  durch  die  drei  Stellungen 
des  Planeten  und  den  Stand  der  Sonne  im  Anfangspunkte  der 
Goordinaten  bestimmt  sind. 

Die  Determinante  D  verschwindet,  wenn  wir  für  x\  y",  /' 
die  Werthe  aus  (1)  setzen.  Aus  diesem  Umstände  schliessen 
wir,  dass  die  Ecken  der  genannten  dreiseitigen  Pyramide  in 
einer  und  derselben  Ebene  liegen.  Da  diese,  durch  die  Sonne 
gehende  Ebene  schon  durch  zwei,  unendlich  nahe  Stellungen 
des  Planeten  bestimmt  ist,  und  die  dritte,  unendlich  nahe  in 
ihr  liegt,  so  wird,  wenn  wir  yon  den  beiden  letzten  Stellungen 
des  Planeten  ausgehen,  die  darauf  folgende  sich  wieder  nicht 
von  der  Ebene  entfernen  und  so  femer.  Wir  drücken  dieses 
kurz  so  aus: 

Die  Bewegung  des  Planeten  geschieht  in  einer 
durch  die  Sonne  gehenden,  ganz  bestimmten  Ebene. 

Wenn  wir  demnach  mit  X,  F,  Z  die  Goordinaten  eines 
variabeln  Punktes  bezeichnen,  so  wird: 


(3) 


X 
X 


y, 
y, 


X,    Y, 


Z 
B 

z 


=  0 
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die  Gleichung  der  Ebene  sein,  in  welcher  sich  der  Planet 
bewegt. 

Da  die  Lage  dieser  Ebene  offenbar  abhängt  von  dem 
Anfangszustande  des  Planeten,  welcher  bei  der  Aufstellung 
der  Differentialgleichungen  (1)  unberücksichtigt  blieb,  so  sehen 
wir,  dass  es  unmöglich  ist,  die  Gleichung  der  genannten 
Ebene  ohne  Integration  bloss  auß  den  Differentialgleichungen 
festzustellen.  Wir  wollen  daher  vorerst  diejenigen  Integration 
nen  der  Differentialgleichungen  unternehmen,  welche  zur 
Feststellung  der  genannten  Ebene  erforderlich  sind. 

Multipliciren  wir  zu  diesem  Zwecke  die  erste  Gleichung 
(1)  mit  y,  und  ziehen  sie  von  der  mit  x  multiplicirten,  zweiten 
Gleichung  ab,  so  erhalten  wir:  xy"  —  a:"y  =  0,  eine  Glei- 
chung, welche  integrirt  giebt:  xy  — x'y^c^.  Verfahren 
wir  in  gleicher  Weise  mit  je  zwei  von  den  drei  Differential- 
gleichungen (1),  so  ergeben  sich  daraus  folgende  Integral- 
gleichungen mit  den  willkürlichen  Constanten  Cq,  c, ,  c^i 

(4)     yz — y^^  =  CQ,    ex — /x'=c^,    xy'  —  x'y^^c 


2' 


Die  analytische  Mechanik  nennt  sie  die  Flächensätze  wegen 
ihrer  geometrischen  Bedeutung,  die  wir  hier  auseinander 
setzen  wollen. 

Betrachten  wir  nämlich  das  Dreieck  ^,  dessen  Ecken 
gegeben  sind  durch  die  zwei  ersten,  unendlich  nahe  liegenden 
Stellungen  des  Planeten  und  die  Lage  der  Sonne,  so  sind  die 
doppalten  Inhalte  der  senkrechten  Projectionen  des  Dreiecks  ^ 
auf  die  Coordinatenebenen  die  in  (4)  mit  dt  multiplicirten 
Ausdrücke,  nämlich: 

CqcU,    c^dtj    Cr^dt, 

Bezeichnen  wir  nun  mit  2J  den  doppelten  Inhalt  des 
Dreiecks  dy  so  haben  wir: 

oder,   wenn  wir  mit  C  eine  neue  Constante  einführen  durch 
die  Gleichung: 

(5) C  =  V  +  c,'  +  c,S 

Haui,  »nalyt.  Oeomatile  d.  B%iime«.    3.  Aufl.  34 
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80  wird: 

(6) 2J  =  Cdt. 

Diese  Gleichung  drückt  aus^  dass  das  von  dem  Radius- 
vector  in  einem  unendlich  kleinen  Zeiträume  beschriebene 
Dreieck  der  Zeit  proportional  ist.  Da  die  Summe  dieser  Drei- 
ecke für  einen  endlichen  Zeitraum  die  von  dem  Radiusvector 
beschriebene  Fläche  ausmacht ^  so  ergiebt  sich  hieraus  das 
erste  Kepler'sche  Gesetz: 

Die  von  dem  Radiusvector  beschriebenen  Plä- 
chenräume  sind  proportional  den  Zeiten^  während 
welcher  sie  beschrieben  werden. 

Die  Flächensätze  dienen  zur  Bestimmung  der  Ebene  ^  in 
welcher  sich  der  Planet  bewegt.  Denn  entwickelt  man  die 
Gleichung  (3)  dieser  Ebene,  so  werden  die  Coefficienten  der 
variabeln  Coordinaten  gerade  die  Ausdrücke  (4),  und  demnach 
die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene: 

(7)  .'■ c,X+c,Y+c,Z=0. 

Da  der  Planet  in  dieser  Ebene  liegt ,  so  haben  wir  die 
Gleichungen : 

welche  man  auch  erhält,  wenn  man  die  Gleichungen  (4)  mit 
Xy  yy  z  oder  x\  y\  r  multiplicirt  und  addirt. 

Um  ein  viertes  Integral  der  Differentialgleichungen  (1) 
zu  erhalten,  multipliciren  wir  die  drei  ersten  Gleichungen 
respective  mit  Xj  y\  z  und  addiren.  Das  Integral  der  so 
componirten  Gleichung  ist  dann  folgendes: 


X« 


(9) i(^'^  +  y'^  +  0=y  +  Ä. 

Der  linke  Theil  dieser  Gleichung  wird  in  der  analytischen 
Mechanik  die  halbe  lebendige  Kraft  genannt.  Er  bedeutet 
hier  das  durch  2  dividirte  Quadrat  der  Geschwindigkeit  des 
Planeten.     Die  Gleichung  selbst  sagt  aus,  dass  in  dem  Ver- 
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laufe  der  Bewegung  des.  Planeten  die  lebendige  Kraft  oder 
die  Geschwindigkeit  des  Planeten  in  zwei  Zeitpunkten  die- 
selbe sein  werde,  wenn  die  diesen  entsprechenden  Radii- 
vectoren  gleich  sind. 

Es  ist  ein  bekannter  Determinantensatz: 

(10)    {x^  +  y^  +  0^)  (x^  +  y'^  +  /"o  -  (^^' + yy  +  ^^7 

den  man  aus  der  Gleichung  DD  =  DD  erhält,  wenn  man 
den  linken  Theil  dieser  Gleichung,  das  Product  zweier  Deter- 
minanten (2),  als  eine  Determinante  darstellt,  diese  partiell 
nach  dem  Elemente  x'x"  -f-  y"y"  -|-  0"  z"  dififerentiirt  und  den 
dadurch  erhaltenen  Differentialquotienten  nach  (43)  der  sieben- 
ten Vorlesung  ausdrückt  durch  die  partiellen  Differentialquo- 
tienten der  Factoren  des  rechten  Theiles  der  Gleichung. 

Quadrirt  man  nun  die  letzte  Gleichung  (1)  und  differen- 
tiirt  dieselbe,  so  folgt: 

(11) rr  =  xx' -{- yy -{- za. 

Benutzt  man  diese  Gleichung  zugleich  mit  der  Gleichung, 
woraus  sie  entstanden  ist,  mit  Zuziehung  der  Flächensätze 
(4),  so  giebt  die  Determinantengleichung  (10)  folgenden  Aus- 
druck für  die  lebendige  Kraft: 

(12) ...:..  «'« +  y'*  + «''  =  r'»  +  5- 

Eliminirt  man  endlich  die  lebendige  Kraft  ans  (9)  und 
(12),  so  folgt: 

(13) r^  =  2Ä  +  ?^-^, 

eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung;  aus   welcher   man   ^ 
durch  Integration  erhält: 


(14)  ....     ^  +  r  = 


_   r  dr 


.Von  den   am   Anfange  unserer  Untersuchung  angekün- 
digten sechs  Integrationen  sind  bis  dahin   fünf  Integrationen 

34» 


• 
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vollführt.  Es  bleibt  noch  eine  Integration  zu  machen  übrig. 
Die  weiteren  Principien  der  Mechanik  vor  Jacob i  geben 
keine  allgemeinen  Regeln  an,  nach  welchen,  wie  die  vorher- 
gehenden, so  das  letzte  Integral  unseres  Systemes  Differential- 
gleichungen gefunden  werden  kann.  Da  wir  jedoch  an  dieser 
Stelle  keinen  Gebrauch  wachen  wollen  von  dem  Principe  der 
letzten  Integration  von  Jacobi,  weil  es  sich  nicht  so  kurz 
darstellen  lässt,  so  bleibt  uns  nichts  übrig,  als  zu  untersuchen, 
ob  nicht  vielleicht  eines  von  den  schon  angewendeten  Prin- 
cipien der  Mechanik;  zur  Integration  der  Differentialgleichungen 
nochmals  angewendet,  uns  auf  das  letzte  Integral  führt..  Wir 
kehren  zu  diesem  Zwecke  zu  den  Differentialgleichungen  (1) 
zurück,  von  welchen  wir  ausgegangen  sind. 

Die  Differentialgleichungen  (1)  sind  zu  symmetrisch,  als 
dass  wir  die  Symmetrie  durch  Einführung  neuer  Variabein 
zerstören  möchten.  Die  vierte  Gleichung  (l)  ist  keine  Diffe- 
rentialgleichung und  darum  in  keiner  Weise  symmetrisch* 
mit  den  übrigen  Gleichungen.  Eine  gewisse  Symmetrie  zwi- 
schen den  vier  Gleichungen  (1)  wird  aber  erreicht,  wenn  wir 
an  Stelle  der  vierten  Gleichung,  als  Definition  des  Badius- 
vector  T  auch  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  ein- 
führen. 

Differentiiren  wir  zu  diesem  Zwecke  die  Gleichung  (13), 
so  erhalten  wir: 

(15) r"=-S  +  S- 

Die  Interpretation  dieser  Differentialgleichung  giebt  den 
Satz: 

Wenn  man  auf  dem  Radiusvector  eines  Planeten 
lebte,  ohne  eine  Vorstellung  von  der  Bewegung 
des  Radiusvector  um  die  Sonne  zu  haben,  so  könnte 
man  die  Bewegung  des  Planeten  auf  dem  Radius- 
vector nicht  durch  das  Newton'sche  Gesetz,  dass 
die  Anziehung  geschehe  umgekehrt  dem  Quadrate 
der  Entfernung  des  Planeten  von  der  Sonne,  er- 
klären; es  müsste  noch  die  umgekehrte,  dritte.  Po- 
tenz dex   Entfernung   zu   Hilfe  genommen   werden. 
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Wenn  wir  nun  an  Stelle  der  vierten  Gleichung  (1)  die 
Differentialgleicliung  (15)  einführen ^  so  zeigt  es  sich,  dass 
der  Flächensatz  der  Mechanik  sich  an  je  zwei  von  den  vier 
Differentialgleichungen  anlegen  lässt.  Denn  multipliciren  wir 
die  erste  Gleichung  (1)  mit  r,  die  Gleichung  (15)  mit  Xy  und 
ziehen  letztere  von  der  ersten  ab,  so  erhalten  wir: 

rx  —  r  a;  =  —  -zÄ^y 
und  mit  Rücksicht  auf  die  erste  Gleichung  (1): 

//  tf  V/  tf 

rx    —  r  X  =    .X  . 
Integrirt  giebt  diese  Gleichung  : 

ra;  —  r  a?  =  ^,  a;  +  6o . 

Auf  diese  Weise  sehen  wir  an  Stelle  der  gesuchten  letzten 
Integralgleichung  drei  Integralgleichungen  mit  den  willkür- 
lichen Constanten  ft^,  h^^  h^  hervorgehen: 

rx  —rx=-^x  +hQ, 

(16) ry  —ry=-^y  +bi, 

r/  —  r0=  -,  /  +  62- 

Im  Grunde  brauchen  wir  nur  eine  von  diesen  Integral- 
gleichungen, um  die  Lösung  unseres  Problemes  zu  vollenden. 
Wenn  aber,  wie  in  dem  vorliegenden  Falle,  die  Natur  so 
freigebig  ist,  so  kann  man  versichert  sein,  dass  ihre  Gaben 
für  die  Lösung  des  Problemes  von  besonderem  Werth  sind, 
und  in  der  That  wird  es  sich  zeigen,  dass  die  Constanten 
Iq,  6i,  62  ^®^  Integration  einer  sehr  einfachen  und  für  das 
Problem  nutzbaren,  geometrischen  Interpretation  fähig  sind. 
Wir  werden  darum  keines  von  den  8  gefundenen  Integralen 
(4),  (9),  (14),  (16)  unbeachtet  lassen. 

Da  wir  in  dem  Vorhergehenden  an  Stelle  der  sechs  will- 
kürlichen Copstanten  der  Integration  acht  willkürliche  Con- 
stanten Cq,  Cj,  Cj,  ä,  r,  &o;  ^1;  ^2  eingeführt  haben,  so  müssen 
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letztere  zweien  Bedingungsgleichungen  gentigen.  Diese  Be- 
dingungsgleichungen aufzusuchen^  wird  unsere  nächste  Auf- 
gabe sein. 

Multipliciren  wir  die  Gleichungen  (16)  der  Reihe  nach 
mit  Cf^,  c^y  C2  und  addiren,  so  erhalten  wir  in  Berücksichtigung 
der  Gleichungen  (8): 

(17) ^0^0  +  ^1^  +  &2^i  =  0. 

Dieses  ist  eine  von  den  gesuchten  Bedingungsgleichungen. 

Um  die  andere  Bedingungsgleichung  abzuleiten ,  setzen 
wir: 

(18) »•-?  =  <•» 

wodurch  die  Gleichungen  (16)  die  einfachere  Gestalt  erhalten: 

(19) 9y—ry  =  b^, 

Quadriren  wir  diese  Gleichungen ,  addiren  und  setzen^  um 
abzukürzen : 

(20) ß^  =  6o»+V  +  V, 

80  erhalten  wir: 

^  «  p2  (j;'2  ^  y'2  _|.  /2   _    y'2)  ^  /?  (^  _  y)2^ 

und  mit  Berücksichtigung  von  (12)  und  (18): 

oder: 

5'-C^-C^(^  +  r'»S), 

* 

und  mit  Berücksichtigung  von  (18): 

i;»-C^==§(_"'(«^>-')  +  r'^). 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  den  Werfh  voii  q  aus  (18)  ein, 
so  geht  sie  über  in: 

^-^-§(-T-*+S  +  '-'^)> 


\ 
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und  mit  Berttcksichtigung  von  (13)  erhält   man   die  gesuchte 
Bedingangsgleichung : 

(21) B^  —  C^  =  2h  ^' 


%" 


Denn  die  Grössen  C^  und  ^  sind  die  in  (5)  und  (20)  an- 
gegebenen Ausdrücke  der  Integrationsconstanten. 

Es  ist  auf  diese  Weise  nachgewiesen^  dass  die  gefundenen 
acht  Integralgleichungen  nicht  unabhängig  von  einander  sind, 
sondern  dass  sie  die  Stelle  von  sechs  unabhängigen  Integral- 
gleichungen vertreten.  Giebt  man  diesen  sechs  Gleichungen 
noch  die  vierte  Gleichung  (1)  und  die  Gleichung  (11)  bei, 
so  hat  man  acht  von  einander  unabhängige  Gleichungen. 
Durch  Elimination  der  vier  Grössen  r ,  x'y  y,  z'  aus  denselben 
gehen  dann  die  gesuchten  vier  Gleichungen  zwischen  den 
Variabein  Ty  x,  tfy  z,  t  hervor. 

Um  diese  Elimination  in  geschickter  Weise  auszuführen^ 
ziehen  wir  von  der  mit  z  multiplicirten  zweiten  Gleichung 
(19)  die  mit  y  multiplicirte  dritte  Gleichung  ab,  wodurch  wir 
mit  Rücksicht  auf  (4)  erhalten: 

CaQ  —  hy  +  hiZ-=i)y 
und  aus  dem  Systeme  Gleichimgen  (19)  geht  folgendes  hervor: 

*(22) c,9-6o^  +  M  =  0, 

c^Q  —  h^x  +  h^y^^O. 

Wenn  man  in  diese  Gleichungen  den  Werth  von  q  aus 
(18)  und  dann  den  Werth  von  r  aus  (1)  einsetzt,  so  stellen 
sie  Oberflächen  zweiter  Ordnung  dar,  auf  welchen  sich  der 
Planet  bewegt.  Da  der  Planet  sich  überdies  in  der  Ebene 
(7)  bewegt,  so  müssen  die  drei  Oberflächen  (22)  sich  in  einer 
und  derselben  ebenen  Curve  schneiden.  Wir  werden  dieses 
auch  direct  einsehen. 

Multipliciren  wir  die  Gleichungen  (22)   der  Bethe  nach 

mit  6ß,  fej,  62  ^^^  addiren,   so   verschwindet  nach   (17)   die 

.  Summe  identisch.     Es  ist  dieses  ein  Beweis,    dass  jede    der 

drei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  durch  die  Schnittcurve  der 

beiden  anderen  geht. 
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Multipliciren  wir  die  zweite  Gleichung  (22)  mit  Cj  und 
ziehen  die  dritte  mit  c^  multiplicirte  Gleichung  ab^  so  erhalten 
wir  mit  Rücksicht  auf  (17)  die  Gleichung  der  Ebene  (7). 

Daraus  ist  der  Schluss  zu  ziehen^  dass  die  drei  Ober- 
flächen sich  in  einer  Curve  schneiden^  welche  in  der  Ebene 
(7)  liegt. 

Multipliciren  wir  endlich  ^  um  die  drei  Oberflächen  in 
symmetrischer  Weise  zu  verwenden,  die  Gleichungen  (22) 
der  Reihe  nach  mit  c^^f  c^,  6*2  und  addiren,  so  wird  mit  Rück- 
sicht auf  (5): 


(23) 


^~  e* 


'0; 


'0  9 


61,        63 


'1  ; 


X 


0 


0 


die  Gleichung  der  Oberfläche   zweiter  Ordnung,   welche  von 
der  Jibene: 

(24) CQX  +  c^y  +  C20  =  O' 

in  der  Planetenbahn  geschnitten  wird.     Wir  können  darum 
sagen: 

Die  Planetenbahn  ist  ein  Kegelschnitt  in  einer 
Ebene,  welche  durcji  die  Sonne  geht. 

Um  die  Lage  des  genannten  Kegelschnittes  zu  ermitteln, 
müssen  wir  auf  den  Charakter  der  Oberfläche  zweiter  Ord- 
nung (23)  näher  eingehen. 

Bezeichnen  wir  zu  diesem  Zwecke  die  durch  C^  dividirte* 
Determinante  in  der  Gleichung  (23)  also: 


(25) 


F= 


C« 


'Ol 


^0  9 


X 


e 


Bo  stellt  sich  die  Gleichung  (23)  der  Oberfläche'  zweiter  Ord- 
nung kürzer  so  dar: 


(26) 


9-  F=0. 


Diese  Gleichung  der  Oberfläche  zweiter  Ordnung  ist  die 
Difierenz.  der  beiden  Gleichungen: 


(27) 


p4-a  =  o,    r-fii=.o. 
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Die  erste  Gleichung  stellt  um  die  Sonne  concentrische 
Kugeln  dar,  die  zweite*  Gleichung  ist  der  analytische  Aus- 
druck für  ein  System  paralleler  Ebenen.  Die  Schnittcurven 
der  concentrischen  Kugeln  und  der  parallelen  Ebenen  sind 
Kreise,  deren  Mittelpunkte  sammtlich  auf  dem,  von  der  Sonne 
auf  eine  jener  Ebenen  gefällten  LoÜie  liegen.  Da  nun  diese 
Kreise  (27)  auf  der  Oberfläche  (26)  liegen,  so  können  wir 
sagen:  die  Oberfläche  (26)  ist  eine  Rotationsober- 
fläche.   Die  Rotationsaxe  ist  das  genannte  Loth. 

Wenn  nun  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Rotations- 
axe Aj  die  Normale  der  Ebene  F-f-  A  =  0,  mit  den  Coor- 
dinatenaxen  bildet,  sich  verhalten  wie  a^',  a^\  a^,  so  hat  man 
in  Berücksichtigung  der  entwickelten  Ebenengleichung: 

(28) «1  =  &2^0— ^0^2^ 

«2  =  ^0^1    —  ^I^O- 

Da  diese  Ausdrücke,  für  a;,  y,  ;?,  in  die  .Gleichung  (24) 
gesetzi,  derselben  genügen,  so  schliessen  wir  daraus:  Die 
Rotationsaxe  der  Oberfläche  (26)  liegt  in  der  Ebene 
(24)  der  Planetenbahn.  Wir  können  femer  sagen:  Die 
Oberfläche  (26)  wird  erzeugt  durch  Rotation  der 
Planetenbahn  um  eine  von  ihren  Axen.  Welche  Axe 
der  Planetenbahn  die  Rotationsaxe  der  Oberfläche  (26)  sei, 
können  wir  hier  noch  nicht  entscheiden. 

Führen  wir  nun  eine  gerade  Linie  B  ein,  welche  mit 
den  Coordinatenaxen  Winkel  bildet,  deren  Cosinus  sich  ver- 
halten wie  6o  •  ^i  "  ^2}  so  haben  wir  auf  Grund  von  (17) 
und  (28): 

h<^o  +  ^1^1  +  &2^2  =  0; 
(29) Cotto  +  c^a^  +  c^a^  =  0, 

Diese  Gleichungen  drücken  aus,  dass  das  Loth  C  der 
Ebene  (24)  der  Planetenbahn,  die  Rotationsaxe  A  der  Ober- 
fläche (26)  und  die  eben  definirte,  gerade  Linie  B  auf  einander 
senkrecht  stehen.  Wir  können  deshalb  sagen:  Die  Con- 
stanten &o,  &|,  &2  ^^^  Integration  bestimmen  *  die 
Richtung  der  zweiten  Axe  der  Planetenbalin.     ^ 
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Dass  die  Oberfläche  (26)  eine  Rotationsoberfläche  ist^ 
kann  man  auch  auf  folgende  Art  einsehen. 

Setzt  man  nämlich  die  Werthe  von  q  und  r  aus  (18)  und 
(1)  in  die  Gleichung  (26)  der  Oberfläche  und  quadrirt;  so 
nimmt  die  Gleichung  die  Gestalt  an: 

X^-^l/^g^  —  jB2  =0, 

wobei  B   einen  linearen  Ausdruck  der  Punktcoordinaten  dar-  . 
stellt.     Drückt   man    nach    bekannter   Regel    die  Punktcoor- 
dinaten  durch  Ebenencoordinaten   aus,   so   kann   man  ohne 
Rechnung  einsehen^  dass  die  Gleichung  derselben  Oberfläche 
die  Gestalt  annimmt: 

t*'  ^  |;2  ^  ^2  __  ^  __  0^ 

in  der  A  einen  linearen  Ausdruck  in  Ebenencoordinaten  be- 
zeichnet. Dieses  ist  aber  nach  (21)  der  vierundz wanzigsten 
Vorlesung  die  allgemeine  Form  der  Gleichungen  von  Rotations- 
oberflächen zweiter  Ordnung,  die  einen  Brennpunkt  im  Coor- 
dinatenanfangspunkte  haben.  Der  andere,  auf  der  Rotations- 
axe  gelegene  Brennpunkt  ist  ebenfalls  reell,  weil  die  Brenn- 
punkte paarweise  nur  reell  oder  nur  imaginär  auftreten. 

Da  nun  die,  durch  die  Rotationsaxe  gehende  Ebene  (^24) 
die  Oberfläche  in  einem  Kegelschnitte  schneidet,  dessen  Brenn- 
punkte mit  den  Brennpunkten  der  Oberfläche  zusammenfallen, 
so  ist  hierdurch  das  zweite  Kepler'sche  Gesetz  bewiesen: 

Die  Planetenbahn  ist  ein  Kegelschnitt.   In  einem 
Brennpunkte  des  Kegelschnittes  liegt  die  Sonne. 

Ob  die  Planetenbahn  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel 
sei,  wird  davon  abhängen,  ob  die  Rotationsoberfläche  (26)  ein 
EUipsoid,  ein  Paraboloid  oder  ein  Hyperboloid  ist.  Dieses 
erfahren  wir,  wenn  wir  die  Radiivectoren  in  das  Auge  fassen, 
welche  von  deni  Brennpunkte,  in  welchem  die  Sonne  liegt, 
ausgehen  und  in  die  Rotationsaxe  A  fallen.  Haben  diese 
Radiivectoren  die  entgegengesetzte  oder  die  gleiche  Richtung, 
so  ist  die  Oberfläche  ein  EUipsoid  oder  ein  Hyperboloid.  Ist 
einer  der  beiden  Radiivectoren  unendlich  gross,  so  liegt  ein 
Paraboloid  vor. 
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Die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  auf  der  Ro- 
taidonsaxe  iv^rden  ausgedrückt^  wie  folgt: 

Das  eine  Vorzeichen  gilt  für  die  Punkte^,  welche  von  dem 
Brennpunkte  auf  der  einen  Seite  liegen  ^  das  andere  für  die 
Punkte  der  anderen  Richtung.  Setzen  wir  demnach  die  an- 
gegebenen Werthe  der  Coordinaten  in  die  Gleichung  der 
Oberfläche  (26),  so  wird  die  Oberfläche  ein  ElHpsoid  sein, 
wenn  die  den  beiden  Vorzeichen  entsprechenden  Werthe  von  r 
gleiche  Vorzeichen  haben. 

Der  Ausdruck  V  in  (25)  ist  nach  (28)  folgender: 

Setzen  wir  in  denselben  die  angegebenen  Coordinaten,  so 
erhalten  wir: 

F=  +  r^(ao^  +  a,^+a2'), 

woraus  mit  Berücksichtigung  von  (28)  und  des  Determinanten- 
satzes (10)  hervorgeht: 

Setzen  wir  endlich  diesen  Werth  von  V  in  (26),  so  haben 
wir  zur  Bestimmung  der  beiden  Radiivectoren,  welche  in  die 
Rotationsaxe  Ä  fallen,  die  Gleichungen: 

^-^  +  ^-0  =  0. 

Hieraus  ergeben  sich  nun  die  beiden  Radiivectoren  r^ 
und  Ti  selbst: 

_         C^ 

^®  ~  x«  (C'-f  B)  ' 

(^^^  ^  C'_      _  C»    (C+B)  _  _  C^C  +  B)       x< 

^«         x«(C'       B)  ~  K«  (Ö2—  B^)  ~  X«  '  2ÄC«' 

« 

Da  diese  Ausdrücke  von  r^  und  rj  von  gleichem  oder 
entgegengesetztem  Vorzeichen  sind,  je  nachdem  h  negativ 
oder  positiv  ist,  so  entnehmen  wir  daraus  Folgendes: 
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Die  Planetenbahn  ist  eine  Ellipse  oder  Hyper- 
bel oder  Parabel^  je  nachdem  die  Gonstante  h  der 
lebendigen  Kraft  negativ  oder  positTv  ist  oder  ver- 
schwindet. 

Durch  Addition  oder  Multiplication  der  Gleichungen  (30) 
ergiebt  sich  nun: 

(31) ^o  +  *"i  =  -T'    ^on  =  S' 

und  aus  der  ersten  von  diesen  Gleichungen  die  grosse  Axe  a 
der  Planetenbahn^  in  welcher  die  reellen  Brennpunkte  liegen. 


(32) a  =  - 


2h 


*  Um  das  dritte  Kepler'sche  Gesetz  abzuleiten,  müssen  wir 
uns  auf  den  Fall  einer  elliptischen  Bewegung  des  Planeten 
um  die  Sonne  beschranken. 

Da  die  Gleichung  (9)  der  lebendigen  Kraft  aussagt^  dass 
der  Planet  in  gleicher  Entfernung  von  der  Sonne  auch  gleiche 
Geschwindigkeit  hat,  so  muss  von  demselben' die  eine  durch 
die  grosse  Axe  getheilte  Hälfte  der  Bahn  in  derselben  Zeit  T 
durchlaufen  werden,  wie  die  andere.  Wir  erhalten  demnach 
die  halbe  Umlaufszeit  T  des  Planeten  aus  der  Gleichung  (14): 

■    dr 


"M 


n  +  ^-f-^) 

(38) 


/*  rdr 


ro 


wobei  wir  bemerken,  dass  auf  Grund  von  (31)  der  Nenner 
des  Bruches  unter  dem  Integralzeichen  für  die  beiden  Werthe 
(30)  r^  und  r^  von  r  verschwindet.  Dieses  ist  auch  unmittel* 
bar  zu  erkennen.  Denn  da  r^  der  kleinste  und  Tj  der 
grösste  Radiusyector  der  Planetenbahn  ist,  so  müssen  die- 
selben der  Gleichung  (13)  genügen,  wenn  man  in  ihr  r  =  0 
setzt. 
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Um  das  bestimmte  Integral  (33)  auf  ein  schon  l>ekanntes 
zurückzuführen,  differentiiren  wir  den  Ausdruck 

ein   Mal  wirklich,    das    andere   Mal    nur    andeutungsweise. 
Integriren  wir  dann  wieder,  so  erhalten  wir: 

J  K(2Är»  +  2««r- C»)  J  V {2hr*  +  2**r  —  V*) 

und  daraus: 


(34) 


ro 
2h  J] 


rdr 


^(2Är«  +  2x«r—  C«) 


dr 


K(2Är«  +  2%^r  -  C«) 


Der  Werth  dieses  Integrales  lässt  sich  leicht  abnehmen 
aus  dem  Werthe  des  ähnlichen  Integrals  (65)  in  der  zwei- 
undzwanzigsten Vorlesung,  welchen  wir  dort  ohne  Integration 
durch  blosse  geometrische  Betrachtungen  abgeleitet  haben: 


dl 


Denn  dividiren  wir  diese  Gleichung  durch  ]K —  -^;  so 
nimmt  dieselbe  die  Form  an: 

(35)  *      «    ^  r        ^^ 

^     ^ jZ—Ä         /  ViAX^  +  BX  +  Cy 

wenn  die  Grenzen  des  Integrales  die  Werthe  von  X  bedeuten, 
für  welche  der  Nenner  des  Bruches  unter  dem  Integralzeichen 
verschwindet. 

Verwerthen  wir  diese  Integralformel  für  den  vorliegen- 
den Fall  (34),  so  finden  wir  die  halbe  Umlaufszeit  des  Pla- 
neten: 


X*        n 


(86),........    T—l^^^^. 

Eliminiren  wir  endlich  aus  (36)  und  (32)  die  Integrations- 
cbnstante  h  der  lebendigen  Kraft,  so  erhalten  wir: 
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(37) 


11  —  ^ 


eine  Gleichung,  welche  unter  der  Annahme^  dass  die  An- 
ziehungskraft X*  der  Sonne  von  einem  Planeten  zu  dem 
anderen  sich  nicht  ändert,  das  dritte  Kepler'sche  Gesetz  be- 
weist:* 

D^e^uadrate  der  Umlaufszeiten  der  Planeten 
um  die  Sonne  verhalten  sich  wie  die  Kuben  der 
grossen  Axen  der  Planetenbahnen. 


.  Wir  haben  in  dem  Vorhergehenden  die  Eepler'schen 
Gesetze  bewiesen  unter  der  Annahme  des  Newton'schen  Ge- 
setzes der  Anziehung  und  unter  anderen  Annahmen ,  die  in 
der  Natur  nicht  begründet  sind.  Indem  wir  die,  der  Natur 
widerstrebenden  Annahmen  fallen  lassen,  fassen  wir  unsere 
Aufgabe  jetzt  so :  „Es  soll  die  Bewegung  der  Sonne  und  des 
Planeten  festgestellt  werden  unter  der  einzigen  Annahme  des 
Newton'schen  Gesetzes  der  Anziehung/' 

Das  D'Alembert'sche  Princip  giebt  sofort  die  Differential- 
gleichungen, welche  das  vorgelegte  Problem  losen: 

(öö)    A    ««   "     ^  ,       Y    = -^ ,    Z    = ^5 , 

r  =/{(g  -  Xy  -f  (1?  -  Yy  +  (f  -  Z)2}. 

Es  bedeuten  hier  X,  Y,  Z  die  Coordinaten  der  Sonne 
mit  der  Masse  Jf ;  g,  17,  (  die  Coordinaten  des  Planeten  mit 
der  Masse  m,  und  (i  die  Anziehungskraft  zweier  Masaen- 
einheiten  in  der  Einheit  der  Entfernung.  Die  Coordinaten 
sind  bezogen  auf  ein  festes  Coordinatensystem. 

Um  nun  die  relative  Bewegung  des  Planeten  um  die 
Sonne,  welche  die  Kepler'schen  Gesetze  zum  Grunde  legen, 
zu  ermitteln,  führen  wir  ein  paralleles  Coordinatensystem  ein, 
dessen  Anfangspunkt  die  Sonne  ist,  unbekümmert  darum,  ob 
die  Sonne  sieh  auch  bewegt.    Wenn  wir  die  Coordinaten  d^s 
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Planeten  in  diesem^  mit  der  Sonne  fortschreitenden  Coordi- 
natensysteme  mit  x,  y^  jer.  bezeichnen/ so  haben  wir: 

(39)...     S-Xc=rt;,     iy-r=i/,    t-Z=^ß, 

und  aus  den  Differenzen  der  Gleichungen  (38)  erhalten  wir 
folgende  Differentialgleichungen  für  die  relative  Bewegung 
des.  Planeten: 

a:"=-ft'(Jlf+m)f„  if=-^\M+m)%  z'^=^-f,2{M+m)}, 

^^^  r  =  y{x^  +  y^  +  e^). 

Die  Uebereinstimmung  dieser  Differentialgleichungen  mit 
den  Differentialgleichungen  (1.)  unseres  Fundamentalproblemes 
dient  als  Beweis  dafür^  dass  der  Planet  sich  um  die 
Sonne  gerade  so  bewegt,  wie  er  sich  bewegen  würde, 
wenn  die  Sonne,  als  fester  Punkt,  den  Planeten 
nach  dem  Newton'schen  Gesetze  anzöge. 

Daraus  folgen  nun  die  Eepler'schen  Gesetze  auch  für 
den  vorliegenden  Fall  der  freien  Bewegung  beider  Himmels^ 
körper.  Die  einzige  Ausnahme  macht  das  dritte  Kepler'sche 
Gesetz.  Denn,  um  die  Gleichheit  der  Differentialgleichungen 
(40)  und  der  Differentialgleichungen  (1)  vollkommen  zu  machen, 
müssen  wir  setzen: 

(41) K^^ii^{M+m), 

wodurch  die  Gleichung  (37),  welche  das  dritte  Eepler'sche 
Gesetz  beweist,  übergeht  in: 

(42) ^ 


Der  recht«  Theil  dieser  Gleichung  ist  aber  nicht,  wie  in 
dem  Fundamentalprobleme  angenommen  wurde,  eine  con- 
stante  Grösse  von  einem  Planeten  zum  anderen.  Er  ist  nur 
dann  constant,  wenn  der  zweite  Planet  dieselbe  Masse  m  hat, 
als  der  erste,  und  in  diesem  Falle  trifft  das  dritte  Eepler'sche 
Gesetz  genau  zu,  im  anderen  Falle  nicht.  Das  dritte  Kepler'- 
sche  Gesetz    trifft  nur   in  so  weit  zu,   als  die  Masse  m  des 
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Planeten  ge^en  die  grosse  Masse  M  der  .Sonne  in  der  Glei- 
chung (42)  vernachlässigt  werden  kann.  Da  nun  dieses  Ge- 
setz seine  Correction  in  der  Gleichung  (42)  hat,  so  sieht 
man  ungefähr  ein/  wie  es  den  Astronomen,  möglich  wird, 
durch  Zeitmessung  und  Längenmessung  aus  der  Gleichung  (42) 
die  Verhältnisse  der  Massen  der  Planeten  und  der  Sonne  fest- 
zustellen. 

Kehren  wir  nun  zu  unserem'  Probleme  zurück  und  zu  den 
Differentialgleichungen  (38),  welche,  auf  ein  festes  Coordinaten- 
system  bezogen,  das  Problem  lösen.  Sie  verlangen  zwölf 
Integrationen.  Sechs  von  diesen  Integrationen  werden  wir 
vollführen  durch  Anwendung  eines  Principes  der  analytischen 
Mechanik,  des  sogenannten  Principes  der  Erhaltung  des  Schwer- 
punktes. Die  sechs  anderen  Integrationen  sollen  dann  zu- 
rückgeführt werden  auf  die  sechs,  in  unserer  Fundamental- 
aufgabe schon  geleisteten  Integrationen. 

Zu  diesem  Zwecke  führen  wir  die  Coordinaten  a,  6,  c 
diBs  Schwefpunktes  der  beiden  Massen  ein  durch  die  Glei- 
chungen : 

,.^  mi±MX_  mn  +  MY  _.        raj+MZ  _ 

^*^^  m-\-M    ~^'        m  +  M    ~^'       m  +  M    ~  ^' 

mit  dem  Bemerken,  dass  dieselben  noch  unbekannte  Functio- 
nen der  Zeit  «sind.  Multipliciren  wir  nun  die  drei  ersten 
Gleichungen  (38)  mit  nu,  die  darunter  stehenden  mit  M  und 
addiren  alle  multiplicirten  Gleichungen,  so  erhalten  wir: 

(44) a"c=0,    6:'  =  0,    c"  =  0, 

und  durch  Integration: 

(45)  .  .     a  =  a^+aj,     b  =  ßt  +  ß^,    c  =  yt+Y^Y 

Gleichungen,  welche  aussagen,  daas  der  Schwerpunkt  der 
Sonne  und  des  Planeten  sich  mit  gleichförmiger  Ge- 
schwindigkeit in  einer  geraden  Linie  fortbewegt. 

Wir  führen  ferner  ein  paralleles  Coordinatensystem  ein, 
dessen  Anfangspunkt  in  dem  sich  bewegenden  Schwerpunkte 
liegt.  In  diesem  Systeme  sind  die  Coordinaten  x,  y,  e  des 
Planeten  und  di^  Coordinaten  Xj,  Y^;  Z^  der  Sonne  be- 
stimmt durch  die  Gleichungen 
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(46)  *  7        y         /  7  *  ; 

In  demselben  Coordinatensysteme  drücken  sich  nun  mit 
Rücksicht  auf  (44)  die   drei  ersten  Gleichungen  (38)  so  aus: 

^^'^      W  =  /  {(0^  -  x,)^  +  (y  -  r,)^  +  (^  ~-  z,y}. 

Gleichzeitig  haben  wir^  da  der  Coordinatenanfangspunkt 
der  Schw^erpunkt  des  Systemes  ist 

(48)    mx  +  MX^=:=0,    my  +  MY^=0,    mz  +  MZ^^O. 

Setzen  wir  die,  aus  diesen  Gleichungen  sich  ergebenden 
Sonnencoordinaten  X,,  Z, ,  Z^  in  die  Gleichungen  (47),  so 
ergeben  sich  daraus  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung 
des  Planeten  in  Rücksicht  auf  ein,  mit  dem  Schwerpunkte 
der  Sonnen-  und  Planeten-Masse  fortschreitendes  Coordinaten- 
System : 

'  ~  ö+ij  ■  -" " "  ö+ ",)'  ■ '"" ' "  (1+1)'  ■  ^  ■ 

Dieses  sind  aber  wieder  Differentialgleichungen,  welche 
auf  die  Differentialgleichungen  (1)  zurückkommen,  wenn 
man  setzt: 

(50) "'^TTT^V' 


Es  beweist  dieses,  dass  der  Planet  sich  um  den 
Schwerpunkt  von  Sonne  und  Planet  gerade  so  be- 
wegt, wie  er  sich  bewegen  würde,  wenn  der  Schwer- 
punkt, als  fester  Punkt,  den  Planeten  nach  dem 
Newton'schen  Gesetze  anzöge. 

Die  relative  Bewegung  des  Planeten  um  den  Schwerpunkt 
drückt  sich  nun  aus  in  den  vier  Gleichungen  (24),  (23),  mit 

Hkssb,  analyt.  (Geometrie  d.  BaumM.    3.  Aufl.  35 
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der  Bezeichnung  (18),  in  der  letzten  Gleichung  (1)  und  in 
der  Gleichung  (14).  Verlangt  man  die  absolute  Bewegung 
in  Rücksicht  auf  das  zu  Anfang  angenommene,  feste  Coordi- 
natensjstem,  so  hat  man  ausserdem  noch  die  drei  ersten 
Gleichungen  (46)  und  die  Gleichung  (45)  herbeizuziehen. 


Von  den  zuletzt  hervorgehobenen  Sätzen  stellt  der  eine  die  Be- 
wegung des  Planeten  um  die  Sonne  fest,  das  ist,  um  einen  Punkt,  der 
den  BadiuBvector  in  dem  bestimmten  Verhältnisse  von  0  :  1  theilt;  der 
andere  giebt  die  Bewegung  des  Planeten  um  den  Schwerpunkt,  das 
ist,  um  einen  Punkt,  der  den  Badiusvector  ins  dem  bestimmten  Ver- 
hältnisse der  Massen  von  Sonne  und  Planet  theilt. 

Hieran  schliesst  sich  nun  die  weitere  Frage  nach  der  Bewegung 
des  Planeten  um  einen  Punkt,  der  den  Badiusvector  in  einem  beliebig 
gegebenen  Verhältnisse  theilt.  Bewegt  sich  um  diesen  Punkt  der 
Planet  auch  so,  wie  in  den  beiden  hervorgehobenen  Fallen? 


Berichtigiuigen« 

S.  399  Z.  17  lies:  Grösse  l  ajistatt  „Grösse". 

S.  410  Z.    5  lies:  eine  Ebene  constanter  anstatt  „eine  constante*'. 

S.  468  Z.  21  lies:   %^'+  %^  anstatt  •^  +  ^'*- 

S.  501  Z.  15,  18,  23,  32  setze  man  überall  £  anstatt  X 
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